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'Naturwissenschaften und Technik nach allen Richtungen hin weiter 
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schaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten. ge- 
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 


‚auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben Gegenstand in 


meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebene Encyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und Algebra, 
die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die Geodäsie und 
Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem Schlußband 
obs, EL psoRliRe und Didaktik besprechen wird. Eine französische 
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nterricht aller 
Bin x vare wortiuhrung von Natur und Schule 
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Seit 1868 veröffentliche ich: „Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung 
B. G. Teubner“. Diese jährlich dreimal erscheinenden „Mitteilungen“, die 
in 35000 Exemplaren im In- und Auslande von mir verbreitet werden, sollen 
das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den er- 
schienenen, unter der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unter- 
nehmungen des. Teubnerschen Verlags durch ausführliche Selbstanzeigen 
der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mitteilungen werden jedem In- 
teressenten auf Wunsch regelmäßig bei Erscheinen umsonst und 


. postfreivon mir übersandt. Das ausführliche „Verzeichnis des Verlags 
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Interessenten auf Wunsch umsonst und postfrei zur Verfügung. 
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VORREDE. 


Der Inhalt dieses Werkes entspricht ungefähr dem Inhalte der 
von mir seit einer Reihe von Jahren an der Technischen Hochschule 
gehaltenen Vorlesungen über höhere Mathematik, soweit sie sich auf 
die Differential- und Integralrechnung und nicht auf die analytische 
Geometrie beziehen, deren Elemente als bekannt vorausgesetzt werden. 
Er entspricht auch ungefähr dem Inhalt dessen, was ich nach den Lehr- 
plänen der Militärtechnischen Akademie in den drei ersten Jahrgängen 
der Waffenabteilung an Differential- und Integralrechnung vorzutragen 
verpflichtet bin. 

Durch das Wort „ungefähr“ will ich mich hauptsächlich nach 
zwei Seiten hin verwahren. Erstens ist manches ausführlicher be- 
handelt und manches weiter ausgebaut worden, als es der mündliche 
Vortrag in der gegebenen Zeit erlaubt vor Hörern, die zwar diffe- 
renzieren und integrieren lernen, aber nicht Mathematiker von Fach 
werden wollen, wie die Hörer von mathematischen Vorlesungen an 
einer Universität. Man darf also wohl auch im Durchschnitt keine 
ganz so scharfe Auslese hinsichtlich der Vorkenntnisse und der mathe- 
matischen Veranlagung voraussetzen, was wieder billigerweise im Vor- 
trag berücksichtigt werden muß und auch sehr gut berücksichtigt 
werden kann, wenn hinter dem „schlechthin“ Notwendigen das „auch“ 
Wünschenswerte manchmal zurückgestellt wird. Und letzterem ist 
in diesem Buch doch ein etwas größerer Spielraum gegönnt worden. 

Zweitens aber will ich mich gegen den Einwurf verwahren, daß 
die mündliche Behandlungsweise sich gar nicht immer deckt mit der 
hier gegebenen Darstellung. Das gesprochene Wort kann sicherlich 
ungleich lebendiger wirken; dafür ist es aber auch leichter mancherlei 
Gefahren ausgesetzt." Wenn es nicht augenblicklich ganz erfaßt wird, 


so geht es wohl im Fluß der Rede verloren und hinterläßt keme 


Spuren. Oder auch, was noch schlimmer ist, es kann halb verstanden, 
halb mißverstanden werden. Selbst erfahrene Lehrer der Differential- 
und Integralrechnung haben alle Kunst anzuwenden, um diese Klippen 
zu umschiffen, an denen der Erfolg zu scheitern droht. Was aber 
gedruckt steht, kann sich dem Bedürfnis des Lesers viel mehr an- 
schmiegen. Bringt es ihm nur hekanntes, so mag er leicht darüber 
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hingehen, bringt es ihm aber völlig neues, so mag er langsam Wort 
für Wort und Satz für Satz in sich aufnehmen oder wieder und 
wieder vornehmen, bis es ganz verstanden 'ist ohne Rest. So sind 
die obigen Gefahren viel entfernter und deshalb kann, ja deshalb soll 
die gedruckte Darstellung in mancher Hinsicht anders sein, als der 
mündliche Vortrag. 

Das Werk ist in drei Teile, in drei „Bücher“ geteilt. Jedes Buch 
wieder enthält drei Abschnitte, also daß das Ganze in neun Abschnitte 
zerfällt. Jeder Abschnitt wieder ist in vier bis fünf Paragraphen mit 
fortlaufenden Bezeichnungen von $1 bis $42 zerlegt. Und jeder 
Paragraph wieder ist in Nummern geteilt, die auch zur leichteren 
Bezugnahme auf Früheres oder Späteres fortlaufen von Nr. 1 bis 323. 
Endlich ist ein Anhang vorhanden, der die Lösungen der in jedem 
Paragraphen am Schluß gestellten Übungsaufgaben enthält, meist mit 
kurzer und knapper Angabe des Weos zur Lösung. 

Das erste Buch ist betitelt Einleitung in die Differential- 
rechnung. Es zerfällt in den ersten, zweiten und dritten Abschnitt. 

Der erste Abschnitt enthält eine Einleitung, in welcher manches 
aus der Elementarmathematik, einschließlich des binomischen Lehrsatzes 
wiederholt wird. Dann folgen die Grundlagen der sog. Differenzen- und 
Summenrechnung als einer formalen Vorstufe zur eigentlichen Diffe- 
rential- und Integralrechnung, die aber auch an sich wertvoll und 
nützlich genug ist. Zu ihr gehören die Differenzen- und Summen- 
formeln, Formeln von Newton und Lagrange usw. 

Der zweite Abschnitt bringt eine Überschau über die elemen- 
taren Funktionen, welche wohl manchem Leser recht willkommen 
sein wird, der die meisten zwar schon von der Schule her kennt, 
aber doch nicht so gründlich und auch nicht in der Weise, wie es 
dem Funktionsbegriff angemessen ıst. Potenzen, Wurzeln, Exponen- 
tialfunktionen, Logarıthmen, trigonometrische und Arcusfunktionen 
werden behandelt. Dann folgen die zusammengesetzten und die im- 
plizite, sei es durch Umkehrung, aurch Gleiehungen, durch Parameter- 
darstellungen oder sonstwie durch Bedingungen gegebenen Funk- 
tionen. Zur Ergänzung und trefflichen Abrundung werden auch die 
Hyperbelfunktionen und ihre Umkehrungen, die Areafunktionen ein- 
geführt. Den Schluß bilden die Interpolationsformeln von Newton 
und Lagrange. 

Der dritte Abschnitt befaßt sich mit der mathematischen 
Analyse des Stetigkeitsbegriffs, ohne den es weder Differential- noch 
Integralrechnung geben kann. Das unendlich Kleine und das unend- 
lich Große, der Grenzwert oder der limes, der unendliche Ausdruck 
im Gegensatz zum endlichen oder geschlossenen Ausdruck, Konvergenz 
und Divergenz werden erläutert. Es folgen Konvergenzkriterien für 
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unendliche Reihen und den Schluß bildet die Ableitung der natür- 
lichen Basis und der zugehörigen Exponentialfunktion. 

Das zweite Buch ist betitelt: Differentialrechnung. Es 
zerfällt in den vierten, fünften und sechsten Abschnitt. 

Der vierte Abschnitt kann, da alles zur Einleitung gehörende 
im ersten Buch vorweggenommen ist, Zug um Zug fortschreiten vom 
Differential zum Differentialquotienten und zur abgeleiteten Funktion, 
so daß nach Aufstellung allgemeiner Differentialformeln alsbald die 
wichtigsten Grundformeln in zwei Tafeln niedergelegt werden können. 
Nach einfachen Anwendungen auf Analysis und Geometrie werden zum 
Schluß die partiellen Ableitungen und der Satz vom totalen Diffe- 
rential erläutert. 

Der fünfte Abschnitt befaßt sich mit den Hauptanwendungen 
der Elemente der Differentialrechnung. Größte und kleinste Werte, 
Theorie der Krümmung, Lösung von Gleichungen durch Annähe- 
rungen, Limesrechnungen an unbestimmte Formen anknüpfend, 
Singularitäten ebener Kurven, Theorie der Hüllkurven und Hüllflächen 
werden behandelt. 

Der sechste Abschnitt befaßt sich mit analytischen Entwicke- 
lungen von Funktionen, zunächst gestützt auf den Taylorschen Lehr- 
satz. Es werden die grundlegenden elementaren Funktionen in Reihen 
entwickelt und es wird gezeigt, wie sie zur Berechnung der Tafeln 
von Funktionswerten dienen. Sodann werden die komplexen Zahlen 
eingeführt; die zugehörigen Mechnungsregeln werden gegeben. Dann 
folgt die Eulersche Formel über den Zusammenhang zwischen den 
trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion nebst all 
den weittragenden Folgerungen dieser glänzenden Entdeckung des 
großen Mathematikers. Den Schluß bilden die Elemente des Diffe- 
renzierens der Funktionen komplexer Veränderlicher. 

Das dritte Buch ist betitelt: Integralrechnung. Es zerfällt 
in den siebenten, achten und neunten Abschnitt. 

Der siebente Abschnitt stellt die Grundformeln der Integral- 
rechnung auf. Das bestimmte und unbestimmte Integral und ıhr 
Zusammenhang werden erläutert. Alsbald folgen zwei Tafeln zur 
Integralrechnung, welche durchaus den zwei Tafeln der Differential- 
rechnung im vierten Abschnitt entsprechen. Nach Erläuterung ihres 
Gebrauches an zahlreichen Beispielen aus Geometrie und Mechanik, 
werden die Simpsonsche Formel, die mechanische Quadratur und das 
Integrieren mittels unendlicher Reihen durchgenommen. Den Schluß 
bilden die mehrfachen Integrale. 

Der achte Abschnitt behandelt die methodische Integration 
gegebener Funktionen: Zunächst der rationalen Funktionen, dann der 
irrationalen Funktionen und der transzendenten Funktionen, bei 
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denen man sich auf besondere Fälle beschränken muß. Recht aus- 
führlich sind dabei die Reduktionsformeln bedacht worden. 

Der neunte Abschnitt führt in die Differentialgleichungen ein. 
Erst wird gezeigt, was eine gewöhnliche oder totale Differential- 
gleichung erster Ordnung ist und ihre Integration in einfachen Fällen 
vorgenommen. Ebenso werden dann die totalen Differentialgleichungen 
zweiter und höherer Ordnung und die Systeme simultaner Differential- 
gleichungen behandelt, letztere erläutert an dem klassischen Beispiel 
der Ableitung der Keplerschen Gesetze aus dem Newtonschen Gravi- 
tationsgesetz. Im letzten Paragraphen endlich wird ganz kurz auf - 
partielle Differentialgleichungen eingegangen. 

Dieser Inhaltsangabe seien noch zwei Bemerkungen hinzugefügt. 

Erstens: Außer den Übungsaufgaben am Schluß jedes der 
42 Paragraphen, an denen der Leser, wenn er will, zum selbständigen 
Gebrauch der Formeln erstarken kann, sind im Text überall sehr 
zahlreiche Beispiele verstreut. Sie sollen den Leser, wo es nötig 
schien, auf Schritt und Tritt begleiten und völliges Verstehen des 
Sinnes der allgemeinen Entwicklungen nach Möglichkeit sichern. 
Allerdings haben sie die Seitenzahl wohl verdoppelt, aber sie durften 
nicht fehlen, da es sich nicht nur auf die Ableitung der Ergebnisse, 
sondern auch sehr wesentlich um die Unterweisung in ihrem Gebrauch 
gehandelt hat. 

/weitens: Dem Leser sollten die Elemente der Differential- 
und Integralrechnung geboten werden, wenn auch in recht weitem 
Umfange, so doch unter Beschränkung auf elementare Funktionen, 
wie sie im zweiten Abschnitt zu einem wohlabgeschlossenen Funktions- 
bereich zusammengestellt sind. Nur ganz vereinzelt und schüchtern 
ist darüber hinausgegangen worden wie in Nr. 271 bei Berechnung 
des Wahrscheinlichkeitsintegrals und in Nr. 299 bei Einführung der 
Gammafunktionen. Dennoch wird man finden, daß bald hier bald da 
über die gesteckten Grenzen ein Blick geworfen wird auf höher 
liegende Gebiete, welche erst bei vertieften und gründlichen Fach- 
studien Zufahrtstraßen erhalten. Es sollten dem Leser die Augen ge- 
öffnet werden, daß er nicht etwa meine, die gefestiste Kenntnis der 
Grundlagen des Differenzierens und Integrierens mache schon den 
vollendeten Mathematiker aus. Andererseits aber sind diese Grund- 
lagen selbstverständlich auch für den Mathematiker von Beruf un- 
entbehrlich und so nehme ich an, daß auch der Studierende der 
Mathematik an einer Universität sehr wohl daran tut, sie sich völlig 
und sicher zu eigen zu machen. 

In dieser Annahme glaube ich recht getan zu haben, daß ich 
einen solchen Studierenden, meinen Sohn, veranlaßt habe, die Haupt- 
arbeit beim Lesen der Korrekturen zu übernehmen. Möge er die bei 
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der Drucklegung eines mathematischen Buches erst so dichten Scharen 
von Versehen und Druckfehler so stark, daß sie nur noch vereinzelt 
übrig geblieben sind, gelichtet haben. 

Zum Schluß erfülle ich die angenehme Pflicht, der Verlags- 
buchhandlung und insbesondere Herrn Hofrat Dr. Ackermann-Teubner 
meinen Dank abzustatten für das bereitwillige Entgegenkonımen, 
welches meine dieses Buch betreffenden Wünsche jederzeit fanden, 
sowie für die freundliche Nachsicht und Geduld, da widrige Umstände 
sein Erscheinen weit über ein Jahr hinausgeschoben haben. 


CHARLOTTENBURG, 22. Xl. 09. 
0. DZIOBEK. 
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ERSTES BUCH 


EINLEITUNG IN DIE DIFFERENTIAL- 
UND INTEGRALRECHNUNG 


Erster Abschnitt. 
Einleitung. Differenzenrechnung. 


$ 1. Einleitendes aus der Elementarmathematik. 
Binomischer Lehrsatz. 


1. Die Vorbereitungen zur Differential- und Integralrechnung, mit 
welchen sich dieses erste Buch befaßt, könnten auch zwischendurch 
ihre Stelle finden. Vieles würde für letzteres sprechen, ebenso vieles 
spricht aber auch für ihre Vorwegnahme; so das schärfere Hervor- 
treten ihrer großen Bedeutung an sich und der Wahlspruch „divide et 
impera“, welcher nicht allein für den Feldherrn, sondern auch für den 
Lehrer gilt. 

Dieser einleitende Paragraph enthält manche in der höheren 
Analysis viel benutzte Bezeichnungen, Formeln und Entwicklungen, 
welche zwar „eigentlich“ der Elementarmathematik zuzurechnen wären, 
aber doch wohl nicht als gleichmäßig „bekannt“ vorausgesetzt werden 
dürfen, — nach langjähriger Erfahrung des Verfassers. 


2. Bedingungsgleichung und Identität. Die Gleichung 
3% + 4y = 24 ist eine Bedingungsgleichung, welche x und y eine Be- 
dingung auferlegt. Die Gleichung a —= «a ist eine Identität, weil links 
und rechts identisch dasselbe steht. Auch wenn beide Seiten nur der 
Form nach verschieden sind, also durch Umformung identisch gemacht 


werden könnten, ist die Gleichung eine Identität, wie z. B.: 
a —b=(a—b\(a-+b). 

Man hat, um gelegentlich besonders scharf eine Gleichung als 
Identität hervorzuheben, das Identitätszeichen eingeführt, bestehend 
. aus drei Gleichheitsstrichen.') 

a=u 
@—b=(a—b)(a-+b) 
ar = WM" — (a Kea. b)(a”=!+ ar ?h Au te Be) 
(a? + b°)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — be)”. - 
Die erste dieser vier Identitäten drückt das Axiom aus: „Jede 
Größe ist sich selbst gleich.“ Die anderen drei bilden mit vielen 


1) In der Zahlentheorie jedoch das Zeichen für Kongruenz (von Gauß). 
1.5 


4 $ 1. Einleitendes aus der Elementarmathematik usw. Dr 


ihresgleichen einen Formelschatz von größter Nützlichkeit für Um- 
formungen aller Art. Je mehr man von ihnen kennt, um so besser. 

Übrigens kann sich eine Bedingungsgleichung unter Umständen 
in eine Identität verwandeln. Berechnet man z. B. aus der Gleichung 


zu Anfang: 


und setzt wieder ein, so folgt: 
24 — a 


ern — 24 


? 


was eine Identität ist und eine solche sein muß, weil sonst die Lösung 
fehlerhaft gewesen wäre. So werden ja die meisten Proben gemacht. 

3. Das kommutative, das assoziative und das distribu- 
‚tive Prinzip. 

I. Kommutativ: 
a+tb=bdb-+a. 
U. Assoziativ: 
a+b+c=a+(l+0)=(a+b)+te. 
Ill. Distributiv: 
alb+c)=ab-+aec. 

Kommutativ — untereinander vertauschbar; z. B. die Summanden 
einer Summe. Assoziativ = gruppenweise zusammenfaßbar, wie die 
Summanden einer mehrgliedrigen Summe. Distributiv = verteilbar, 
wie der Faktor vor einer Summe, der auf alle Summanden verteilt 
werden kann. 

Diese drei Prinzipien oder Gesetze erkennt man auch in vielen 
andern Formeln, z. B. 

I. Kommutativ: 


II. Assoziativ: 
a.b-c=(a-b).c=a-(b- u: 
III. Distributiv: 
| (ab = a°-b°. 

In jedem mathematischen Buch ließen sich leicht Hunderte von 
weiteren Beispielen auftreiben. So z. B. bei mehrfacher partieller Ditte- 
rentiation das kommutative Gesetz [67], bei dem Beweise des polyno- 
‚mischen Lehrsatzes das assoziative Prinzip [20], bei dem Gebrauch des 
Symbols 4 vor einer Summe das distributive Gesetz [155], usw. 

4. Kommutative oder symmetrische und alternierende 
Ausdrücke. Ausdrücke wie: 


a+b, a:b, a-b+a:c+b.c, 


B. Symmetrische Ausdrücke. Invarianten. | 5 


welche bei Vertauschung der in ihnen enthaltenen Buchstabenzahlen 
identisch gleich bleiben, nennt man in bezug auf sie kommutativ oder 
symmetrisch. Tritt aber ein Vorzeichenwechsel ein, so sagt man wohl: 
„der Ausdruck alterniert“. Das einfachste Beispiel bietet die Diffe- 
renz, da: 


a la Sb) (u) 


ist. Die Kommutativität kann sich auch auf Größenreihen beziehen. 
So ist z. B.: a,a, + b,b, + c,c, kommutativ in bezug auf die beiden 
Reihen a,, b,, c, und a,, b,, c,. Ein gleiches gilt für das Alternieren. 


- Die Determinante: 


ne a 
a ig, Ads6; + Mod;c, + Asbıc, 
rd 


wechselt ihr Vorzeichen, wenn irgend zwei der drei Horizontalreihen 
Ay, Ag, As; Di, da, ds; Ci, Ca, €, oder auch irgend zwei der drei Vertikal- 
reihen q,, bj, €45 (Ag, Da, 95 Ay, ds, C, miteinander vertauscht werden. 
Dagegen ist sie kommutativ bei Vertauschung der Horizontal- mit 
den gleichvielten Vertikalreihen: 


| Det dsted, | Re 
| ea L 
SER, | Gmb, °C, | 


5. Invarianten. Ausdrücke, welche bei gegebenen Umformungen 
oder Transformationen ihre Form nicht ändern, heißen in bezug auf 
sie invariant. 

Setzt man z. B.: 


= 2% 008p — ysinp, y-1,sinp+y,cosp, (1) 
so ergibt eine sehr einfache Rechnung (da cos®p + sinp=1 ist): 
+ y-art (2 


Bekanntlich sind (1) Transformationsformeln zur Drehung eines 
- rechtwinkligen Koordinatensystems um seinen Anfangspunkt O. Der 
Ausdruck #?-+ y? ist ebenso bekanntlich das Quadrat des Abstandes des 
Punktes P(x, y) von 0. Seiner Invariabilität im analytischen Sinne 
entspricht daher die geometrische Invariabilität von 0 und P, also 
auch des Abstandes OP. 

Aber während x? + y? für (1) eine Invariante vorstellt, gilt dies 
für die allgemeinere Transformation: 


— qm +bY, Y= Ar, + beyı, (8) 
wenn aqa,, db}, a;, db, beliebig sind, nicht mehr. Deshalb wurde ja 
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vorhin die Bedingtheit hervorgehoben durch die Worte „in bezug 
auf sie“. 


6. Die Formel: 
soll bedeuten „a ist nicht gleich db“. Es wird das Gleichsein durch 
Ausstreichen des Gleichheitszeichens verneint. Man kann ja auch 
schreiben: 
aZb 

(a größer oder kleiner als b), aber dies ist erstens nicht so treffend 
und zweitens bei komplexen Zahlen nicht anwendbar, weil es unmög- 
lich ist, sie der Größe nach in eine Reihe zu ordnen. 


7. Striche und Indizes. Oft ist es sehr zweckmäßig, ver- 
schiedene Größen, z. B. die verschiedenen Werte, welche man einer 
Veränderlichen zu geben gedenkt, durch ein und denselben Buch- 
staben zu bezeichnen. Zur Unterscheidung macht man dann entweder 
rechts oben Striche: 


gesprochen xstrich, zzweistrich, ... aber nicht xeins, «zwei ....) 
oder rechts unten Indizes, sei es als Ziffern: 


Kay ı Ip} 
(gesprochen zeins, xzwei, ... aber nicht: x strich, @zweistrich ...) 
sei es als Buchstaben: 


? 


Ka Kpr 0) 

. Zuweilen sind zwei (oder mehr) Indizes angezeigt, z. B. wenn ein 
Ausdruck von zwei ganzen, sonst aber beliebigen Zahlen abhängt, 
wie etwa 


An = 9" 3". 

Hier ist die Anordnung in einer Doppelreihe am Platze, etwa so, 
daß alle Werte mit gleichen »n und verschiedenen n nebeneinander, 
dagegen alle Werte mit gleichen n und verschiedenen m unter- 
einander zu stehen kommen. Fangen beide Indizes mit 0 an und 
können sie ohne Einschränkung die natürliche Zahlenreihe durch- 
laufen, so entsteht die Doppelreihe z. B. [17 14] 


0,05 Wi) %,2) 
a, 1 


A,05 Maı) ae} 


8. Zahlen, Größen, Werte. Die reine Analysis, ob elementar 
oder nicht, kennt nur eine Art von Größen oder Werten, nämlich die 


9, Absolut und algebraisch. 7 


Zahlen. Weil diese aber in den Anwendungen die verschiedensten 
Bedeutungen, wie Längen, Flächen, Zeiten, Kräfte usw. haben können, 
so ist es zur Gewohnheit geworden, die Zahl x, die Größe x, den 
Wert & als einerlei zu betrachten, wenigstens beinahe. 

Hiervon abzugehen liegt gar kein Grund vor. Im Gegenteil! 
Es ist sehr angenehm, mit den Worten Zahl, Wert, Größe wechseln 
zu können. 

9. Absolut und algebraisch. Von den drei Zahlen: 

5,3; +53; —93 
heißt die erste absolut. Die beiden anderen nennt man algebraisch. 
Eine absolute Zahl hat nie ein Vorzeichen, soll keins haben. Eine 
algebraische Zahl hat immer ein Vorzeichen, soll es haben. Hat sie 
das Zeichen +, so heißt sie positiv, hat sie das Zeichen —, so heißt 
sie negativ. 

Freilich gibt es hier zwei etwas abweichende Auffassungen, von 
denen bald die eine, bald die andere mehr am Platze ist, wie der Fall 
gerade liegt. Nach der ersten ist absolut und positiv einerlei, ist 
5,5 dasselbe wie + 5,3. Das Vorzeichen + kann fortgelassen werden 


? 


und wird nur hingesetzt, wo es auf den Gegensatz zu — ankommt. 
Es ist 7—5=2;,.abe es it 5—7=— 2 und im Gegensatz 
1—-5=+2. 


Nach der zweiten und von vornherein algebraischen Auffassung 
vermeidet man, absolut und positiv zu identifizieren. Sind z. B. An- 
fangspunkt, Längeneinheit und Positivrichtung auf einer zur Abszissen- 
achse gemachten Geraden gewählt, so gibt es wohl einen Punkt P 


er — 


 Frtyegei 
dem Uhrzeiger 


mit der Abszisse + 4 und einen Punkt P, mit der Abszisse — 4, aber 
keinen Punkt mit der Abszisse 4. Es wäre nicht in der Ordnung, bei 
P das + vor der Ziffer 4 fortzulassen, und wer etwa diese üble An- 
gewohnheit angenommen hat, lege sie schleunigst wieder ab. Denn 
das +-Zeichen hat hier einen „Sinn“, nämlich einen Richtungs- 
sinn, genau so wie das —-Zeichen. 

In anderen Fällen wird dem Vorzeichen ein anderer Sinn bei- 
gelest, z. B. bei Winkeln, „Drehungssinn“ (entgegen und mit dem 


demÜhrzeiger Rechtsumlauf 
Fig. 2. ee re 


20272 
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Uhrzeiger) und bei ebenen Flächen „Umlaufssinn“ (Linksumlauf 
und Rechtsumlauf.) Die vorstehenden Figuren zeigen an, welcher 
Sinn in diesem Buch positiv und welcher negativ genommen wird. 

10. Auf den Unterschied zwischen absolut und algebraisch achte 
man mit besonderer Sorgfalt bei Buchstabenzahlen. 

Entweder: Der Buchstabe, etwa x, soll eine absolute Zahl be- 
deuten. Dann schließt dieses & überhaupt kein Vorzeichen ein, sondern ' 
steht nur für einen beliebigen absoluten Ziffernwert. Die beiden 
algebraischen Zahlen mit demselben absoluten Wert sind alsdann +x 
und — &. | 

Oder: Der Buchstabe, etwa x, soll eine algebraische Zahl be- 
deuten. Dann schließt dieses x außer dem beliebig gelassenen abso- 
luten Wert auch noch das gleichfalls beliebig gelassene Vorzeichen, 
als mit dem absoluten Wert zur algebraischen Zahl x& vereinigt, mit 
ein. Dieses Vorzeichen steckt implizite in dem & schon 
drinn und erscheint explizite überhaupt nicht. . 

So selbstverständlich es einerseits nach |9] ist, daß das Vorzeichen 
+ oder — bei einer algebraischen Zahl vorgesetzt werden muß, wenn 
ihr absoluter Wert ziffernmäßig gegeben ist, so selbstverständlich 
ist es andererseits, daß ein solches Vorzeichen nicht gesetzt werden 
darf, wenn diese algebraische Zahl selbst mit x bezeichnet wird. Man 
halte daher das vorige „Entweder — Oder“ gegebenen Falles mit un- 
beugsamer Halsstarrigkeit aufrecht, denn sonst nehmen Verwechslungen 
und Vorzeichenfehler kein Ende. 

Nur wenn man das von Weierstraß eingeführte Zeichen?): 

«| 
(gesprochen „Strich x Strich“) für den absoluten Wert einer alge- 
braischen Zahl x gebraucht, setze man das Vorzeichen, auch ohne 
Kenntnis von x, und schreibe = +|x|, wenn x positiv, = — «|, 
wenn x negativ sein soll oder auch = +|x , wenn man sich die 
Wahl des Vorzeichens noch vorbehält. Die beiden Weierstraßschen 
: Striche dürfen erst fortgelassen werden, wenn für | ein bestimmter 
Zahlenwert, etwa |x|= 5,3 eingesetzt wird, also daß man <=+5,3 
erhält. Oder auch, wenn man sich entschließt, für | x| einen anderen 
Buchstaben, etwa a zu setzen, mit der Maßgabe, daß dieses a nur 
noch absolut sein solle. Auch dann ist selbstverständlich = a. 

Auf den Unterschied zwischen absolut und algebraisch ist auch 
sehr genau bei der Definition von größer und kleiner zu achten. 
Sind x, und &, zwei ungleiche algebraische Zahlen, so heißt stets 
diejenige die größere von beiden, von welcher man die andere ab- 
ziehen muß, um eine positive Differenz zu erhalten. Wie es in bezug 


1) Bei komplexen Zahlen steht es für den Modul $ 27. 


11. Mittelwertformeln. 19) 


auf größer und kleiner mit den absoluten Werten von x, und x, steht, 
spielt dabei gar nicht mit. Es ist z. B.: 


52 ENT Per 
a) undes®, b) Under c) und 
Di I DD. 


Im besonderen ist eine positive Zahl > 0, eine negative Zahl 
<0. Ita, >x, undz,>x,, so ist erst recht x, > «x,. Man schreibt 
dann fortlaufend 


Be Ne oder ga nn. 


Dies gilt auch für algebraische Zahlen und erlaubt ihre An- 
ordnung der Größe nach von — © bis + 0. Sie geht bei Ver- 
anschaulichung der x als Abszissen in die Anordnung von Punkten 
der Richtung nach über. 


11. Spielraum und Mittelwerte. Zwei ungleiche algebraische 
Zahlen x, und x, begrenzen einen Spielraum, ein Intervall oder geo- 


metrisch eine Strecke zwi- 0 Pı P Ps 

schen zwei Punkten einer ee 

Geraden. Fig. 4. a a ee 2 
Jede Zahl x innerhalb Fig. 4. 


des Spielraums heißt ein 
Mittelwert von &, und &,. Es ist je nachdem x, <x, oder &, > a. 


entweder u <e<2. 0dr. nn > e2>2. 

Man kann auch sagen: Wenn x ein Mittelwert von x, und ©, 
ist, so sind die Differenzen x — x, und &, — & beide positiv oder beide 
negativ und verhalten sich also wie zwei positive oder wie zwei 
negative Zahlen », und n, 

mo - eN N: 


Die Auflösung nach x ergibt die Mittelwertformel: 


N,x N. x | 
ann (M) 

Es sollen n, und n, gleiche Vorzeichen haben. Setzt man im 
äußersten Falle 2, = 0 oder n =, so fällt « mit x, oder x, selbst 
zusammen. 

Drei viel gebrauchte Mittelwerte sind: 

a) Das arıthmetische Mittel: 


x eh, 


[#4 


Es entsteht, wenn », = n, angenommen wird. 
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b) Das geometrische Mittel: 


2%, = Vi ‘2%. 
Es existiert nur (als reelle Zahl), wenn «, und %, gleiche Vor- 
zeichen haben, weil andernfalls der Radikand negativ, also x, ima- 
ginär wird. Außerdem ist anzumerken, daß auch x, dasselbe Vor- 
zeichen wie x, und z, zu erhalten hat. 

c) Das harmonische Mittel: 
E27 

EN %t% ’ 
welches aber nur dann einen Mittelwert gibt, wenn x, und x, gleiche 
Vorzeichen haben. Denn nur dann haben die beiden Differenzen: 


% (& — &) N  %g (&g —&) 
zu Ran 


gleiche Vorzeichen. 
Aus (1) lassen sich leicht zwei andere viel an Mittelwert- 


formeln ableiten. Man setze dort: 


EEE Be 
nt Tann 
so sind A und u positive echte Brüche, da », und n, gleiche Vor- 
zeichen haben. 
Überdies ist: 
A+u=1; (u = 1.1304 
Gleichung (1) geht über in: 
= ur, + AR. 
Eliminiert man hier erst A und dann u, so entstehen die beiden 
neuen Mittelwertformeln: 
nt — a), (1>4>0) (0) 
2%, + ul —M). 1>»>0) 8) 
Aus (1) ergibt sich ferner durch eine sehr naheliegende Verall- 
gemeinerung eine Mittelwertformel für beliebig viele algebraische 
Zahlen &,,%...%,, nämlich: 
NN t + N, 
Wie LE JUN . (4) 
vorausgesetzt, daß die » sämtlich positiv oder sämtlich negativ sind. 
Zum Beweise ziehe man in (4) von beiden Seiten eine beliebige 
Zahl a ab. Es folgt sehr leicht: 
ee nm —a)+ + N, @, — a) 
N, PER TE ln 


0 


12.13, keell und imaginär. 1 


Wird hier für a die kleinste unter den Zahlen ©,,2,.... x, ge- 
setzt, so werden alle Differenzen im Zähler positiv, außer der einen, 
welche verschwindet (oder den mehreren, falls etwa der kleinste Wert 
öfter als einmal vorkommen sollte). Da ferner die » alle dasselbe 
Vorzeichen haben, so ist # — «a positiv, d. h. es ıst.x größer als der 
kleinste Wert. Ebenso wird gezeigt, daß x kleiner ıst als der größte 
Wert. Mithin ist & wirklich ein Mittelwert. 

Sind im besonderen alle n einander gleich, so entsteht das ver- 
allgemeinerte arıthmetische Mittel: 

NE HT 
S u 

Schließlich sei bemerkt, daß bei Gebrauch des Summenzeichens 
[15] die Formel (4) nach Multiplikation mit dem Nenner und Ver- 
tauschung beider Seiten auch so geschrieben werden kann: 


ma — DD (5) 


Hier können die x, irgendwelche algebraische Zahlen sein, wo- 
gegen die n sämtlich einerlei Vorzeichen haben sollen. Dann ist x 
ganz gewiß ein Mittelwert der x,. 


12. Reelle, imaginäre und komplexe Zahlen. Absolute 
und algebraische Zahlen heißen reell im Gegensatz zu den (rein) ima- 
oinären Zahlen, d. h. Zahlen von der Form: bi=bY-—1. Komplex 
nennt man Zahlen von der Form: a + bi mit dem reellen Bestand- 
teil a und dem imaeinären Bestandteil bi. Von den komplexen 
Zahlen wird ernstlich nur der fünfte Abschnitt handeln. Wo sie 
sonst erwähnt werden, geschieht es nur gelegentlich, da im übrigen 
stillschweigend nur reelle und zwar in der Regel algebraische 
Zahlen vorausgesetzt werden. 

Der Zahlbegriff hat noch manche anderen Erweiterungen und 
Umbildungen erfahren (Quaternionen, Vektoren, Mengenlehre usw.). 
Hierüber sei nur ganz allgemein bemerkt, daß, wer die tiefen Grund- 
gedanken der Differential- und Integralrechnung an den reellen Zahlen 
wirklich erfaßt hat, auch imstande sein wird, sie auf andere Zahlen- 
gattungen anzuwenden, soweit eine solche Möglichkeit vorliegt, was 
nicht immer der Fall ist. 


13. Die Fakultäten. Das Zeichen n! (gespr.: n Fakultät) 
steht für das Produkt der n ersten ganzen Zahlen. Es soll sein: 
Use Fe Ze re rel: 2,3; 
4!=1:2.3.4=24 


- und allgemein 
Ed VER I (1) 
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Bekanntlich drückt n! die Anzahl der Permutationen oder 
Umstellungen aus, welche man mit n Elementen vornehmen kann, 
Man achte auch auf die Formel: 


R+DR+YR+3) at, (2) 


n! 


welche das Produkt beliebig vieler aufeinanderfolgender ganzer 
Zahlen in den Quotienten zweier Fakultäten verwandelt. 


14. Rekursionsformeln oder Reduktionsformeln oder 
Übergangsformeln beziehen sich meistens auf Ausdrücke, in denen 
eine ganze Zahl n vorkommt. Sie sollen den Übergang von » auf 
n+ E (bzw. von n — 1 auf »): vermitteln oder auch rückwärts von 
n auf n—1 (bzw. von n+1 auf n). Für letzteres bedarf es aber 
nur einer Umkehrung des ersteren. So gibt es für die Fakultäten 
offenbar die Rekursionsformel: 

rn+D)!=mn+1).n! oder n!=nin—1)! (3) 
zum Übergang von n! auf (n-+ 1)! oder von (n— 1)! auf n! Die 
Umkehrungen: 

(n — 1)! n! 
n! == er: oder (m = 19 = — (4) 
dienen zum Übergang von (n-+ 1)! auf n! oder von n! auf m— 1)! 
In gleicher Weise ist für die Potenzen: 


n 
1) ar+i RE a”; B) dr = x (5) 


Man wird namentlich in der Integralrechnung noch sehr viele 
Rekursionsformeln antreffen, z. B. |293]. Setzt man in ihnen für % 
zuerst den kleinsten in Betracht kommenden Wert, etwa 0, und ist 
für diesen der betreffende Ausdruck bekannt, so ergibt er sich auch 
für n=]1, dann für n=2, dann für n=35, usw, so daß man ihn 
von Einheit zu Einheit fortschreitend für jedes » finden kann. Die 
Rekursionsformel dient dann als Ersatz der für ein beliebiges n gel- 
tenden Formel. So fange man z.B. mit O!=1 an und benutze (3). 


Es folgt: 
1!=1.0!=1; 2!=2.1!=2; 3l=3.21=6;, 41—=4.517=24 


usw. Eine weitere ausgezeichnete Anwendung finden die Rekursions- 
formeln in dem viel benutzten „Schluß von n auf an + 1“, welcher 
Bernoulli’s Namen trägt. Es sei „durch Induktion“ eine Formel 
gefunden, in der eine ganze Zahl » vorkommt. Sie heiße in diesem 
Sinne A,. Man wisse also bestimmt, daß A, für den kleinsten in 
Betracht kommenden Wert von n, etwa für n=(), vielleicht auch, 
daß A,,A3,4;,. “ riehtig sei. Es fehle aber noch de: strenge Beweis, 
daß sie auch Sr ein Bela n richtig sei. 
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Dann eben setzt der Schluß von » auf n--1 ein. Man nımmt 
nämlich an, A, sei richtig für irgendein » und zeigt mittels einer 
Rekursionsformel, daß unter dieser Voraussetzung auch A,,, richtig 
ist. Da nun, wie man schon weiß, A, stimmt, so stimmt auch A,;; 
da somit A, ne so stimmt ich ER da A, stimmt, so stimmt 
auch A, usw. Es stimmt also auch ganz allgemein die Formel A,. 

Bere für den Bernoullischen Schluß vonraufn-+1 siehe 
unter anderen in [19], [31]. 

Die Rekursionsformeln haben übrigens in der Mathematik oft er- 
hebliche Begriffserweiterungen zur Folge gehabt durch geflissentliche 
Anwendung über ursprünglich gesteckte. Grenzen hinaus. Als klas- 
sisches Beispiel diene der Potenzbegriff, der ursprünglich durch die 
Gleichung: 

a" =qa:qa-a:-:- (n Faktoren) (6) 
an ganzzahlige positive Exponenten gebunden war. Demzufolge darf 
die Rekursionsformel (5)ß eigentlich nur bis n=2 angewendet werden. 


Geht man aber doch weiter bs »n=1,0, —1, —2,..., so folgt: 
1 0 —ı1 
a a a 1 a 1 
a? = — —— L; AT 1 = en ; (EFT 2 = =, 
a a a a E 4) a 


usw. Allgemein daher: 
| ar. | (7) 


Ganz ebenso ist man bei Fakultäten vorgegangen unter Be- 
nutzung von (4) | 
1! 1 

Wera we 

ee et i 

2)! — m ar Es — SB)! = — 2)! + x 


= 0; ne ee 


usw. Also: ” Fakultäten negativer ganzer Zahlen sind unendlich. 
Aber man verstehe recht! Solche Erweiterungen über ursprüng- 
liche Grenzen hinaus, wie sie hundert- und tausendmal vorgekommen 
sind, haben zwar die Mathematik unermeßlich gefördert, aber trotz- 
dem sind und bleiben sie ihrer Natur nach neue Definitionen, die 
ganz gewiß äußerst zweckmäßig aufgestellt, aber doch nichts anderes 
sind als Definitionen, nämlich Worterklärungen. 

Man sei sich hierüber vollkommen klar, so werden auch die 
mathematischen Begriffe vollkommen klar werden. 


15 I. Der oroße griechische Buchstabe // gilt allgemein als 
Zeichen, als Symbol für ein Produkt. Der Ausdruck 


g9=P 


He, 
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bedeutet, daß a, von der ganzen Zahl q abhänge, daß man für q alle 
ganzen Zahlen zwischen & und ß einschließlich « und ß selbst zu 
setzen und alle so berechneten a, zu multiplizieren habe. So ist z. B. 


An 
Ve no ai 
Al 
II. Der große griechische Buchstabe _S dient ebenso als Zeichen 
oder Symbol für eine Summe. Etwa: 
| Sr 
l+2 +24... +0- Dow 
p=0 
(1 ist nämlich = 2°). Wenn das allgemeine Glied einer Summe zwei 
Indizes hat [7], so schreibt man wohl als Doppelsumme: 


nebst näherer Angabe über die in Betracht kommenden Werte von 
p und ga. Doch kann man es auch hier, wenn keine Mißverständ- 
nisse zu befürchten sind, bei einem Summenzeichen bewenden lassen: 


P,q 
Doppelsummen entstehen z. B. durch Multiplizieren einfacher 
Summen nach dem distributiven Gesetz |3]. 


Dar, > Dora) 
» q | 


Selbstverständlich kann man mittels des Summenzeichens auch 
dreifache, vierfache ... Summen ausdrücken. Ebenso selbstverständ- 
lich werden in gleicher Weise mehrfache Produkte behandelt. 

II. Der große griechische Buchstabe 7 gilt als Symbol einer 
Differenz im Sinne einer Änderung ($ 2 und $ 3). Hat eine „Veränder- 
liche“ erst den Wert x, dann den Wert x,, so bezeichnet man die 
„Differenz von x“ meist als: 


ALK=EKLı—%. 


Es folgt dann umgekehrt: = 12 + Ja 2=- u — PX. 
Bei dem Gebrauch des Symbols 4 gelten folgende einfache Regeln: 


Acc, (1) AuZzeo=An) (2) 
A(au) =adu, (3) A (=) — | (4) 


Au Zr Au 22 (5) 
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Iu-v)=vAu+udv+ Ju, (6) 
u v Ju--udv N 
a. () Tod. ee) 


Es bedeuten hier a und c keine Veränderlichen, sondern Kon- 
stanten, also Zahlen, welchen man nur einen, wenn auch vielleicht 
willkürlichen Wert beilegen will. Oder auch, es sollen /a und Ic 
verschwinden, während fu=w,— u und Jvo=v, — v beliebige Diffe- 
renzen von « und v sein sollen. Die Beweise sind sehr einfach, z. B.: 


Iw) = u, -uwv=(u+ Aw) + Jo) — uv 
= uv +vAIu + uflv + Juflv — uv 
= vJu + udlv + Judfv. 
Diese Differenzenformeln werden später ($ 14) in sehr wichtige 
Differentialformeln verwandelt werden. 


16. Unbestimmte Zahlenausdrücke bleiben ganz unbestimm- 
bar, obgleich die Zahlen, von welchen sie abhängen, bestimmte Werte 
haben. Die einfachsten Formen, unter denen sie auftreten, sind: 


0 
en 


0:8, SS, 100, 19,0% 2°00% 

Daß ein Bruch unbestimmt wird, dessen Zähler und‘ dessen Nenner 
— () sind, geht aus der Definition eines Bruches hervor als einer Zahl, 
deren Produkt mit dem Nenner gleich dem Zähler ist und aus dem 
“ Satze, daß jede Zahl mit O multipliziert das Produkt O ergibt. Es 
ist «-0=0, welchen Wert auch a habe. Entsprechend läßt sich 
die Unbestimmtheit der anderen sechs Ausdrücke dartun. 

Die Differential- und Integralrechnung hat sich mit solchen Aus- 
drücken unter Anwendung des limes Begriffs [87] sebr ernstlich zu 
befassen. 

Mehrdeutige Zahlenausdrücke sind zum ersten Male beim 
Wurzelausziehen, später aber auch bei vielen anderen mathematischen 
Operationen aufgetreten. Die arcus-Funktionen z. B. sind sogar un- 
endlich vieldeutis [53]. | 

Auf die Mehrdeutigkeit muß immer sehr sorgfältig 
Rücksicht genommen werden. Oft hebt man sie auf durch Be- 
schränkung auf einen Wert und Abweisung der anderen; so werden 
Quadratwurzeln meist stillschweigend als’ positiv genommen, obgleich 
sie ebensogut negativ sein können. Doch muß man hierin vorsichtig 
sein, sonst kann gar leicht ein Irrtum oder ein scheinbarer Wider- 
spruch mit unterlaufen. Z. B. die Gleichung: 

Ve+5+YVa=1 


hat die einzige Lösung = + 4, welche aber auch nur dann stimmt, 
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wenn man die erste Wurzel positiv -Y4+5= + 3 und die zweite 
Wurzel negativ -VY4=— 2 nimmt. Vel. [270]. 

Unmögliche oder leere Zahlenausdrücke haben gar keinen 
Wert, was freilich durchaus von dem Umfang abhängt, in welchem man 
den Zahlbegriff nimmt. Läßt man nur die natürlichen Zahlen gelten, so 
werden z.B. 5— 8 oder $ unmöglich, während sie im Gebiete der 
reellen Zahlen die Werte 5— 8=— 3, 3 = 0,625 besitzen. Ebenso 
ist V— 5 im Gebiete der reellen Zahlen unmöglich. 

Das wohlberechtigte Streben, unmögliche Zahlenausdrücke un- 
möglich zu machen, hat bekanntlich dazu geführt, bis zu den kom- 
plexen Zahlen vorzudringen, denn innerhalb dieser Zahlen gibt es 
keine algebraische Unmöglichkeit mehr. Wohl aber tritt die Un- 
möglichkeit oder besser gesagt die Leere jedesmal neu auf, wenn ein 
Symbol zunächst für einen engeren Zahlenkreis geschaffen worden ist 
und später erweitert werden soll. In [13] ist deutlich genug aus- 
einandergesetzt, welche Gesichtspunkte dabei,in Frage kommen. 

17. Die Binomialkoeffizienten setzen zwei Zahlen voraus, 
von denen die eine » die Ordnung, die andere p die Klasse heißt. 
Sie werden durch das abkürzende Symbol ausgedrückt: 


W 
ne M) 
(gesprochen n tief p) und durch die Formel definiert: 


n\ _n: mn —1):- - (n—(p—D) r 
ern e) 
z. B | 


13 13-.12.11-10.-9 2 
()- sn - 13:11:9= 1287, 

Hier kommt der Schluß von [16] in Betracht, denn die Definition 
(2) hat nur dann einen Sinn, wenn die Klasse p eine absolute oder 


positive ganze Zahl ist. Die Ordnung n dagegen darf irgendeine 
reelle Zahl sein, z. B.: 


Ve 
(Se ( ) Bewer. 
3 1.2-3 4 1-2-3 16 


Doch soll von nun an in dieser Nummer [17] auchn stets als 
positive oder absolute ganze Zahl vorausgesetzt werden. Dann 
bedeutet (1) bekanntlich die Anzahl der Kombinationen ohne 
Wiederholung von n Elementen zur p® Klasse. Auch lassen sich 
dann die Binomialkoeffizienten wie folgt durch Fakultäten ausdrücken. 

Es ist nach [13 2] der Zähler von (2) = n!:(n — p)! Der Nenner 


ist =»! Daher: 
n n! 
(2) palm —p)! 8) 
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Ferner folgen im Sinne von (14) die vier Rekursionsformeln zum 
Übergang von n auf n+1 oder n—1 und von p auf p+1 oder 
p—1. Sie sind: 


u el 2 OUT EANE 
?) Be ” le Kol re 


p 
_ Die Beweise ergeben sich am schnellsten aus ( 
dung von [143] und [144] Es ist z. B.: 
3 5) A (rn —+12)! Ex Nee DER Be (=) le 
p p!n+1-P! pn—-p!m+i—p \p 
Entsprechend werden die anderen Formeln hergeleitet. Man kann 
(46) zu einer Erweiterung der Definition eines Binomialkoeffizienten 
benutzen, auch im Sinne von Se Setzt man nämlich p=1, so folgt: 


cd o S .— is = ven, ® )- 1. (n beliebig) (5) 


Von (5) ausgehend führt (4y) zur rekursorischen Berechnung 
aller zu einer gegebenen Ordnung n gehörenden Binomialkoeffizienten 
und dann natürlich auf (2) oder (3) zurück: 


(7) 14 7) LEER (}) % & et * n:n—1) ae 
1 0 1 Ta EN2 1 2 1.2 ö 
Nach (2) ist offenbar allgemein: 


a @ 
(5) P>n) 


Denn ist y=n, so steht im Zähler und Nenner von (2) dasselbe, 
nämlich p! Und ist p>n, so verschwindet ein Faktor im Zähler. 
Daher: 

Bei gegebener ganzzahliger Ordnung n gibt es nur 
n+1 „eigentliche“, d. h. nicht verschwindende Binomial- 
koeffizienten, nämlich: 


DEINER EEE: (8) 


Der erste und der letzte sind nach (5) und (6) einander gleich, 
nämlich = 1, aber auch der zweite und vorletzte, der dritte und vor- 
vorletzte usw. stimmen überein. Ganz allgemein ist nämlich: 


De: (9) 


wie aus (3) folgt, wenn p durch n — p, also n — p durch n— (n—p)=p 
ersetzt wird. 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 2 


n—p 
m.‘ 


(4) 


) unter Anwen- 


und 
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Die Berechnung der Reihe (8) braucht also nur bis zur Mitte 
. geführt zu werden. Für n—= 13 gestaltet sie sich unter Benutzung 


von (5), (9) und (4y) wie folgt: 


SR Au (a) Er 2) = * 13, 

2) % (12) u (>) ne 18. 

x ei \ ’ Be Et 

le (a) 0 le ee 

Y)-6)-6) 7 288:7- 715, 

(,) 2 © er ) = 115.0 = 143.9 = 1987, 

()=-(7)=(%):5 = 1287:2—=429 .4= 1716, 
also für n= 13: 

& = 4 BMATSRRORR, 1287, 1716, 


115, 
Br 2: 3, 4, 5, 6, (10) 
= 
FE 113212 EA ne % | 
Man sieht, wie die Koeffizienten zur Mitte hin wachsen und 
dann ebenso wieder abnehmen. Öffenbar ist dies für alle Werte von 
n so. Will man nicht eine bestimmte Ordnung » herausgreifen, sondern 
von n = () anfangend, da nur ein einziger Binomialkoeffizient, nämlich 


? 


(6) —= ] existiert, alle Binomialkoeffizienten bis zu einer beliebigen 


Ördnung n rekursorisch berechnen, so kann außer (4y) auch noch 
(4«) benutzt werden. Viel, viel besser aber eignet sich hierzu eine . 
überraschend einfache Kombination von (4«) und (46), nämlich: 


Bee ws 


welche anzeigt, daß man nur benachbarte Koeffizienten der 
Ordnung n zu addieren braucht, um der Reihe nach die Koeffi- 
zienten der Ordnung n + 1 zu erhalten (bis auf den ersten und den 
letzten, welche aber =1 sind). So folgt aus (10) sofort die Reihe 
für n = 14: 


(")- 1, 14, 91, 364, 1001, 2002, 3003, '3482, 

PD 

lb an ae u 
(113, 10x 11, eo 
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Es zeigt (11) durch den Schluß von » auch n +1, daß die 
Binomialkoeffizienten ganze Zahlen sind, was man zwar der 
Bruchform (2) oder (3) nicht ohne weiteres ansehen kann, was aber 
aus der zu Anfang gegebenen Deutung folgt. Ihre Zusammenstellung 
in Dreiecksform heißt das Pascalsche Dreieck; jeder Koeffizient 
ist die Summe der links und rechts über ihm stehenden, wie es (11) 
verlangt. 


n Pascalsches Dreieck (13) 
0 1 
1% 1 
2 eg 
Ber Eee! 
Dr A 


In Qu 
je. 

ee 
| 

ep 
I) 
jeN 

Te 
- © 
© 
ss} | 

ij 
NS) 
[up] | 
DD 
art 
—] 
art 


Alle zu derselben Klasse » gehörenden Koeffizienten stehen ın 
einer schrägen Seite des Dreiecks von links unten nach rechts oben. 
Soll p besser hervortreten, so wähle man lieber folgende rechteckige 
Anordnung: 


N en her. (14) 
r Der le 23, (25,5 7 
a. 
IS a a a Ra 
ee A a a 
RN We er 
SA a a 
Beten. 10. 
Beer 15290 Wide 6 
Be 0135 35 1 
| Ba rat 


2# 
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18. Ist die Ordnung » keine absolute oder positive ganze Zahl, 


so bricht die immer mit (%) — 1] anfangende heihe der Binomial- 


koeffizienten: 
(> Ü 


nie ab, sondern ist unbegrenzt fortsetzbar, weil in [17 2] nie ein 
Faktor im Zähler verschwinden kann. Ist z. B.n zwar ganzzahlig, aber 
negativ, so sind die Koeffizienten auch ganzzahlig, aber abwechselnd positiv 
und negativ. Man ersetze nämlich in [17 2] » durch — rn, so wird: 


Be en © 1 (n-+1)-- Tr 
P 1-2:..9 ey 
— (— 1). VEN 


d.h. nach [17 2] und [17 9]. 
= —. —1 
( )= en Due )- era, ): (2) 
Erstes Beispiel» =1, = (—1)P- (5) — (— 1)?, also: 
(,)- a en 
A 0, 1, 2, 3, “= Dre 
Zweites Beispieln=2, (,)-- Dr PT)=--D>@+) 
(„)-+b 23 #3 —4 45, —6.. 
Dr 1 2, 3, 4 5.-- 
Drittes Beispiel» =3, 


a ?P72 @H2(P+2 
ea zz 0) 
2 
(„)=+b -3 +6 -10, DE 
De); Ar arte; 4, 5- 
Ist die Ordnung n überhaupt keine ganze Zahl, weder eine po- 
sitive noch eine negative, so sind auch die Binomialkoeffizienten (1) 


keine ganzen Zahlen, den ersten ausgenommen, welcher immer =1 
ist. Es sei z. B. a 4, so: 


(+) EEG) yerrnsugs 


(3) 


(4) 


19. Der binomische Lehrsatz. 9] 


Da im Zähler nur ungerade, im Nenner nur gerade Zahlen stehen, 
so können die Koeffizienten keine ganzen Zahlen sein. (Wohl aber 
lassen sich die Brüche so kürzen, daß im Nenner nur noch Potenzen 
von 2 stehen), z. B.: 


1 
8 asia Ne na 4 
enter am ne” 
Schließlich sei noch als von erheblicher Wichtigkeit bemerkt, daß 
bei gegebener Klasse p der Binomialkoeffizient nach [17 2] eine ganze 


Funktion p'” Grades der Ordnung » ist. Multipliziert man im Zähler 
die Faktoren nach dem distributiven Gesetz aus, so ergibt sich nämlich: 


9-3 
d-1=» 


() Re N 


2 1,9973 32 
(2) RN ENE Er: N 
SH ER 1-2-3 4 2 3 


p 
usw. Man merke wohl an, daß das höchste Glied allgemein ist =. 


19. Der binomische Lehrsatz handelt von der Entwicklung 
der Potenzen eines Binoms «+ Db nach den Potenzen seiner beiden 
Glieder a und b. Es ist: 


(a + b)° De l, 
(a +b"=a+b, 
(a+b” = a?+2ab-+b}, 
(a+b’ = a? + 3a?b +3ab? + b? 
usw. Die Koeffizienten sind Binomialkoeffizienten. Also: 
++ lo Namr.. 4m @ 
oder kürzer mittels des Summenzeichens, wenn das erste und letzte 


Glied wie die übrigen geschrieben werden, nach [175] und [17e]: 


p=n 


(a+ 5" - 2 (Har-ror. (2) 


Der Beweis kann durch den Schluß von » auf n» + 1, vermittelst 
der Rekursionsformel [14 5«]: 


(a+b"+tT=(a+b”(a+b)= (a+bPa-+ (a + b)”b 


erfolgen. Es sei (1) für irgendein » richtig, so ergibt sich hiernach 
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(+ PH ar 4 ()ab+ („Jam +. Hab" 
ar arh ui (}) N Eee Ba ab" + br+1 
en (++ Heer 


aE (3) Sr (1 )} ab” + br+1 


oder nach Anwendung der schönen Formel [17 11] auf alle geschweiften 
Klammern 


(a - bye+l— artı ı (a) ar + (ee a. 


= (18 a,b" eE De 
also in der Tat wieder Formel (1), nur n+1 statt n geschrieben. 
Formel (1) gilt daher ganz allgemein. 

Jetzt erkennt man auch den Sinn von [179] als der Vertausch- 
barkeit von a und 5 in der Summe (a + b) entsprechend. Übrigens 
kann die Formel (2) mittels |173] so abgeändert werden, daß diese 
Vertauschbarkeit offen zutage tritt. Man erhält dann zunächst: 


(at br I an-ze, (3) 


p!ln — p)! 

oder noch besser, wenn « statt n— p, ß statt p geschrieben und 
durch »! dividiert wird, | 

(a +5)” PERF 

"m Dun eo 
(die Gleichung @&+ß=n soll bedeuten, daB für « und ß auf alle 
möglichen Weisen je zwei positive ganze Zahlen (0 eingeschlossen) 
zu setzen sind, deren Summe = n ist). 

Oft wird in (1) die Zahl a, also auch jede ihrer Potenzen = 1 

gesetzt. Der binomische Lehrsatz erhält dann die etwas vereinfachte 
Form, in der x statt b geschrieben ist: 


py=n 
ati arh)ern te I 6)e (5) 
a= 

Diese Formel (5) ersetzt sogar die Formel (1) durchaus; denn 
wenn man in (1) setzt b= ax und beide Seiten durch a” dividiert, 
so entsteht (5). Oder wenn man umgekehrt in (5) setzt: z=b:a 
und beide Seiten mit a” multipliziert, so entsteht (1). 

Uber den binomischen Lehrsatz für beliebige Exponenten 
siehe [212]. | 
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20. Der polynomische Lehrsatz. Die Form [194] hat den 
besonderen Vorzug, daß sie mit spielender Leichtigkeit durch In- 
duktion den entsprechenden Lehrsatz für ein Trinom oder allgemein 
für ein Polynom erkennen läßt: 


Be  S ET (a) 


n! 
Ps Yı-»» 
(a+b+c+.. "= De a®.be.crt N (2) 
mit der Maßgabe, daß für «, ß, y,.... ganze Zahlen (einschließlich O) 


zu setzen sind, welche der Gleichung: 

| e+ßP+yt N (3) 
“ genügen, und daß das Summenzeichen sich auf alle Lösungen dieser 
Gleichung (3) bezieht. 

Ist z. Ben =2, so hat (3) nur zwei Gruppen von Lösungen. In 
der ersten Gruppe ist eine der Zahlen (etwa «) = 2, und die übrigen 
sind sämtlich = 0. In der zweiten Gruppe sind zwei Zahlen, (etwa 
« und 8) =1, und die übrigen sind sämtlich = O0, daher in etwas ver- 
änderter ae 


(a+b+c+ ya Dub, 
wobei das Summenzeichen ne so zu verstehen ist, daß es sich auf alle 
Quadrate bzw. Produkte je zweier Glieder des Polynoms bezieht, also: 

PER EN a Dab=ab+tac+bc+t--- 

Ist n= 5, so hat (3) drei Gruppen von Lösungen. Erste Gruppe: 
Eine Zahl, etwa «= 3, die übrigen = 0. Zweite Gruppe: Eine Zahl, 
etwa &, = 2, eine andere, etwa ß=]1, die übrigen =0. Dritte 
Gruppe: Drei Zahlen, etwa «, ß, y, =1, die übrigen =0. Die zu- 
gehörigen Koeffizienten in (2) werden 


3! 3! 3! 
mh RENTE SEE 


=, 


Daher in gleichfalls abgeänderter Bezeichnung: | 
(a+b+c+-.- = Da? +3 Da!b +6 Dabe. (5) 
Um den polynomischen Lehrsatz (2) allgemein zu beweisen, wende 
man auch den Schluß von n auf n-+ 1 an, aber nicht auf den Ex- 
ponenten wie in |19], sondern auf die Anzahl der Glieder a, b, c,... 
Zuerst gehe man daher von einem Binom auf ein Trinom über unter 
Benutzung des assoziativen Prinzips [3]. Also nach [19 4], wobei zu- 
nächst d statt 8 geschrieben werden mag: 


n n & ) 
N ren 
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Die abermalige Anwendung von [194] ergibt: 


640 _ Doc 
Ö! Biy!v 


P»Y 


(B+Y= 0) 


daher nach Einsetzen: 


rs _ DEDEE, Grernen 


n! 
oder wenn nur ein Summenzeichen gesetzt wird: 
(a+b+0" rblae 
Tem a Zt e+ß+r=n) 
In gleich einfacher Weise geht man von einem dreigliedrigen 
zu einem viergliedrigen Ausdruck über usw. 
Polynomialkoeffizienten. Der Formel (2) wegen wird ganz 


allgemein der Ausdruck: 
n! 
alßly!... (BE Dee N) (6) 
as ein Polynomialkoeffizient bezeichnet. Er wird nach [173] zu einem 
Binomialkoeffizienten, wenn im Nenner nur zwei Fakultäten «! und 
Bl=(n— a)! en Doch kann auch ein beliebiger Polynomial- 
koeffizient sehr einfach durch Binomialkoeffizienten ausgedrückt 


werden wie folgt: 
n! En UN ER! 
alß!y!... ealm—o)! PBiyl... 
Der erste Bruch rechts ist der Binomialkoeffizient >) Der zweite 


Bruch rechts ist ein Polynomialkoeffizient von der Ordnung n — &, 
(daß+y+:-:=n-—e ist). Verfährt man mit ihm ebenso, dann 
abermals ebenso usw., so folgt: 


Hr meer el), IRRE 


Der letzte Faktor rechts ist = 1, weil seine Ordnung gleich seiner 
Klasse ist. 
Beispiel: 


sa (8) a) 65) 6) 
= 680 . 1001 - 252. 1 = 171531360. 


Da die Binomialkoeffizienten ganzzahlig sind, so gilt hiernach ein 
gleiches für die Polynomialkoeffizienten. Bei gegebener Ordnung n ist 
der kleinste = 1, der größte = n! Ersterer wird erhalten, wenn eine 
der Zahlen «, ß,y...—=n, also die übrigen = 0 sind, letzterer da- 
gegen, wenn n Be Zahlen =1 sind Und die ur (falls noch 
solche vorhanden) = (0. | 
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Zum Schluß sei noch bemerkt, daß die Binomial- und Polynomial- 
koeffizienten zwar von dem binomischen und polynomischen Lehrsatz 
ihren Namen haben, daß sie aber auch in vielen anderen Formeln 
angetroffen werden, z.B. in [24]. Sie sind für die höhere Mathe- 
matık durchaus unentbehrlich. 


Aufgaben zu S1. 
1. Ist a, b, c, d eine Gruppe und a,, b,, &,, d, eine andere Gruppe 
von je vier Zahlen und setzt man zur Abkürzung: 
aa, +bb, ca +dd,=a,, 
ab, —ba, +cd, —- da, =b, 
ac, dd, — ca +db,=b,, 
ad, +ba —cb, - da =ds, 
so wird identisch: 
tere tar tt +d)=ar tb tar +d 
2. Die Gleichung [17 11] ist der dem Wert p = 1 entsprechende 
einfachste Fall der Formel 


ENIOR eewn 


Sie soll durch Schluß von p— 1 auf p als richtig erwiesen werden. 
3. Es soll auch ohne [17 11] bewiesen werden, daß das Produkt 
von p aufeinander folgenden ganzen Zahlen durch p! teilbar ist. 
4. Es ist zu beweisen, daß das arithmetische Mittel 


Hr Fr 


n 


ii 


(@d;, Ag, ... a, sollen absolut sein) größer ist als das geometrische 


n 


Mittel y= Ya,a,...a, (Satz von Cauchy). 


S 2. Differenzen- und Summenrechnung. 


21. Die Differenzen- und Summenformeln dieses Paragraphen 
sollen in den folgenden Abschnitten durch Einwirkung des Stetig- 
keitsbegriffes in Differential- und Integralformeln verwandelt werden. 

Zu diesem Hauptgrunde ihrer Vorwegnahme kommt aber auch in 
Betracht, daß sie ein an sich wohlgeordnetes Ganzes von eigener erheb- 
licher Wichtigkeit bilden. 

Vorausgesetzt wird eine Reihe von » + 1 Zahlen: 


L, Vz Ugy Kay oe Inn (1) 
etwa geometrisch veranschaulicht als Abszissen beliebig vieler Punkte 
P,P,,P,, P;,..- P, einer Geraden. Dabei sei noch bemerkt: 
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Erstens: Es ist im allgemeinen nicht erforderlich, daß die Zahlen 
in (1) der Größe nach geordnet sind, so daß jede größer ist als 
die vorhergehende und kleiner als die folgende (oder umgekehrt). 
Die Aneinanderreihung in (1) soll vielmehr beliebig gegeben sein. 

Zweitens. Bei der ersten Zahl x ist der Index als überflüssig 
fallen gelassen worden. Doch soll vorbehalten bleiben, ihn als den 
Index 0 jederzeit wieder aufzunehmen, derart, daß x dasselbe sein 
soll wie &,. Entsprechendes gilt für die jetzt einzuführenden Diffe- 
renzen. 

22. Die erste Differenz. Das äußere Zeichen der Differenzen- 
rechnung ist der Buchstabe I, vgl. [15]. Es sollte: 


Ic=m—% (1) 

als Änderung einer Größe aufgefaßt werden, welche erst den Wert x, 

dann den Wert x, hat. Sie ist „die Differenz von x“ oder auch 

die erste Differenz von x. Sie alterniert |4] bei Umkehrung der 
Folge x, x, in die Folge &,,«. Aus (1) folet: 

=t+- Ar, ae 4%. (2) 

Die zweite Differenz. Sind drei Werte &, &,, 2, gegeben, so 


bilde man, der gewählten Folge Rechnung tragend, die beiden 
ersten Differenzen: 


Alm As Aa mean (3) 
und aus ıhnen die zweite ‚Differenz: 
1e—= AI) —- An, AR (4) 


(42x wird, weil die 2 hier kein Potenzexponent ist, nicht 4 Quadrat 
%, auch nicht / hoch zwei x, sondern einfach 1 zwei x gesprochen). 
Um die zweite Differenz unmittelbar durch die ursprünglichen 
Werte auszudrücken, setze man (3) in (4) ein. Es wird: 
2 = —-%) - aM - My -2u +8: (5) 
Im Gegensatz zur ersten alterniert die zweite Differenz also nicht, 
sondern bleibt absolut und algebraisch dieselbe, wenn die Folge 
%, %,% in die Folge x,, x,, < umgekehrt wird. Ferner ergibt die 
Umkehrung von (3) und (4): 
= +A% = +. = (2 +12) + IS; Ay = AcHı A, 
also: | 
= (+1) + (Ic + 2) = 2 +2IcH Ar. (6) 
Die dritte Differenz. Sind vier Werte in der Folge: 2,2, , 2, &3 
gegeben, so bilde man die drei ersten Differenzen: 
ACH U, Anm 2, Amer 1: (7) 
sodann die zwei zweiten Differenzen: 
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— - zur ee 


Pre Ar — AR, 2 = Am, Ar, (8) 
und zuletzt die dritte Differenz: 
Sz—= APR = 2A) = 22, — Ar. (9) 


Soll auch sie durch die x selbst ausgedrückt werden, so setze 
man (7) in (8) und dann (8) in (9) ein. Es wird: 
1x=%,- 20 72, 2a = 2%, 
und: E 
2x = (8 — 2% +%)—- (% - 22, +%), 
oder: | 
Px= a0, — 32, +32, — 8. (10) 
Hiernach alterniert die dritte Differenz wieder bei Umkehrung 


‘ der Folge. Ferner folgt aus (7), (8) und (9): 
Del Anna EA nen + A, 
22 2120210. 17, = 18 1er AL 
und hierauf durch Einsetzen: 
=. +, =: +21 + A®x, A = An +24°’2 + A°z, 
und: 
2,= (2 +24x + 4°’) + (Acc + 24° + AI’), 
oder: 
% =2 +34 +34°’2 + 4°%. (11) 
23. Reihen und ihre Differenzreihen. In gleicher Weise 
entstehen allgemein aus einer Reihe [21 ı] von » + 1 Zahlen zunächst 
n erste, dann n — 1 zweite, » — 2 dritte Differenzen usw. und zuletzt 
eine n“® Differenz. Mit ihr ist die Differenzenbildung abgeschlossen. 
Beispiel: 


gegebene Reihe: +4, .-4, -9 +1 +46 -3, 
erste Differenzreihe: 11, -23 +19, +5, 19 
zweite Differenzreihe: +9 +12, 53, —24, 

dritte Differenzreihe: +3, -17, —-19 

vierte Differenzreihe: — 20, —2, 

fünfte Differenz: +18 


Jede Zahl in dieser „dreieckigen“ Anordnung ist die Diffe- 
renz der links und rechts über ihr stehenden Zahlen (rechte Zahl — 
linke Zahl). Wenn aber, was ja auch möglich ist, die ursprüng- 
liche Reihe nie aufhört, sondern unbegrenzt fortsetzbar ist, dann 
hört auch die Differenzenbildung nie auf, und zwar in doppelter Hin- 
sicht. Erstens nämlich kann jede Differenzenreihe beliebig weit fort- 
gesetzt werden, und zweitens folgt jeder Differenzreihe eine nächste. 


Also: 


Ku = — => a 
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Gegebene Reihe SR 2 ER ern Male 
Erste Differenzreihe AR, SAD IE in inf. 
Zweite Differenzreihe AR TER in inf. 


Dritte Differenzreihe ER ERB in inf. 


Es gibt dann, wie man sagt, doppelt unendlich viele Differenzen: 

Ar’E,, (1) 

da p und n beliebige positive ganze Zahlen sein können. Um für p und 

n die O einzuschließen, hat man folgende Vereinbarungen zu treffen: 

1. Wenn p=0 ist, so soll I?x&,—= 4°x, nichts anderes sein als 

x, selbst. Die ursprüngliche Reihe gilt dann als ihre „nullte“ 
Differenzreihe. 

2. Wenn » = ist, so soll A?x,—= 4”x, nichts anderes sein als 


A?’x (vgl. die Festsetzung in |21]). 
Es heiße ferner p die Klasse, n die Ordnung der allgemeinen 
Differenz (1). 
24. Erste Aufgabe. Es sollen die ersten Glieder: 
CSA ESETN UNE I (1) 
aller Differenzreihen unmittelbar durch die Glieder: 
VE ER Nu (2) 
der gegebenen Reihe ausgedrückt werden. 
Di Lösung ist für ib: einfachsten Fälle schon in |22] ADB a 
worden. Es war: 
vr Alert 0 Aw—X > 20%, a 
Binomialkoeffizienten [17 13]! Also allgemein: 


ee ı+(% ) cn. ..+%. (3) 


Diese Formel (3) ist nun durch den Schluß von p auf p+1 zu 
beweisen. Zunächst folgt aus (3): 


= (1) + 4) m | (3') 


denn (3) entsteht aus (3), wenn in der ursprünglichen Reihe das erste 
Glied x fortgelassen wird, also x, an Stelle von &, x, an Stelle von 
%, tritt usw. 

Die Subtraktion von (3) und (3) gibt unter Anwendung der 
ursprünglichen Rekursionsformel zum Übergang von p auf p-+1, 
nämlich: ? 

AP Er = DEE ERS (4) 


die neue Gleichung: 


24. Formeln- und Differenzenrechnung. 


a Hr + 
oder nach der Formel [17 ı1], welche sich jetzt zum dritten Male her- 
vortut [19]: 

AP+ir -2,1-(7)%,+ Az non 


p 


Io... Fe 


Dies ist wieder (3), nur p+ 1 statt 9 geschrieben. Der Schluß von 
p auf p+1 ist gelungen. Gleichung (3) ist allgemein richtig. Und 
damit ist in Hinblick auf |17 9] auch allgemein gezeigt, daß die Diffe- 
renzen bei Umkehrung der Folge der ursprünglichen Zahlen dieselben 
bleiben, wenn » gerade ist, dagegen alternieren, wenn p ungerade ist. 

Zweite Aufgabe (Umkehrung der ersten.) Es sollen die 
_ Glieder der ursprünglichen Reihe (1) ausgedrückt werden durch die 
ersten Glieder (2) der Differenzreihen: 

Auch hier ist die Lösung für die einfachsten Fälle schon in [22 
enthalten. Es war nämlich: 


=, ME IE 8-2 2’, u 2 13510431’ + L2’E 
ebenfalls Binomialkoeffizienten! Also allgemein: 
n=xH+(N) Asc+(%) Asch ++ Ar. (d) 
Um auch diese Induktion zu beweisen beachte man, daß aus 
(5) folgt: 
42,— 4a+ (1) 1°2 + (3) 4°8: + 4"tta, (5° 
da (5°) aus (5) entsteht, wenn man die ursprüngliche Reihe ganz fort- 


läßt und statt ihrer ihre erste Differenzreihe als ursprüngliche Reihe 
nimmt. Nun vermittelt die Formel: 


Ln+1 Sy In a AL, (6) 


den Übergang von n auf n +1. Es folgt: 
anne+ ir) art leer 


oder wieder nach Formel [17 ı1], die sich somit zum vierten Male 
hervortut: - 


mer Dat H)anr rote 


also wieder (5), nur n+ 1 statt n geschrieben. Der Schluß von » 
auf na +1 ist gelungen, Formel (5) gilt allgemein. 

Die Formeln (3) und (5) bleiben offenbar auch dann richtig, wenn 
man in allen Differenzen (die ursprünglichen Glieder nach Verein- 
barung eingeschlossen) die Ordnung n um ein und dieselbe ganze 
Zahl, etwa A, und ebenso die Klasse p um ein und dieselbe Zahl, 
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etwa u, erhöht. Denn ersteres kommt darauf hinaus, daß man in der 
ursprünglichen Reihe die ersten A Glieder &, &,,...x,_, fortläßt, also 
mit &,, &; 1, . beginnt, und letzteres darauf, daß die ursprüngliche 
Reihe durch ihre u‘® Differenzreihe ersetzt wird. Daher kann (3) und 
(5) verallgemeinert werden in: 


u u pP { P { € 
Aer = A: FE Ba (A In+i—1 ar (3) I! In+3-2 ar (3a) 


rar (Arm + (Jar 66) 


In diesen Formeln können »,p,4, u irgendwelche positive ganze 
Zahlen sein. Setzt mamnp=1,n=]1, so erhält man im besonderen: 
e 1! 
ar AR, ,, — Stu Arm Am DA 
oder wenn jetzt statt A wieder », statt u wieder p geschrieben wird: 
7 +1 eh 4 We zu +1 
ao) AP, = 278,1, 1°, B) Are, 41:0, Degen 


also zwei Formeln, welche augenscheinlich Umkehrungen voneinander 
sind. Formel (7T«) zeigt rekursorisch die allgemeine Differenzen- 
bildung an, wie sie durch fortgesetztes Subtrahieren der Glieder 
der gegebenen, dann der ersten, dann der zweiten, dann der dritten 
usw. Differenzreihe entsteht. Formel (7ß) dagegen zeigt rekursorisch, 
wie umgekehrt aus den ersten Gliedern aller Reihen durch fortgesetztes 
Addieren die zweiten Glieder, dann die dritten Glieder usw. aller 
Reihen entstehen. So geht man, um auch letzteres ziffernmäßig zu 
zeigen, in Beispiel [23] von den ersten Gliedern der Reihen 
+4. —1l, +9,48, —20, 118 
durch Addition zweier benachbarten Zahlen zu den zweiten Gliedern 
1, —2, +13, —- 1, —32, 
dann ebenso zu den dritten Gliedern: 
—9, +19, —5, -19 
dann zu den vierten Gliedern: 
+1, +5. —24, 
dann zu den sechsten Gliedern: | 
+6, —19 


und endlich zu „dem“ siebenten‘ Gliede (der ursprünglichen Reihe) 
nämlich — 13 über. 


? 


25. Reihen und ihre Summenreihen. Die Summenformel. 
Ist eine Reihe 5 die erste Differenzreihe einer Reihe A, so nennt 
man umgekehrt A die erste Summenreihe von B. Oder vielmehr, 
ganz genau ausgedrückt, nicht die, sondern eine erste Summenreihe, 


rn Ben ee ee n a u E = a ee Fa 
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da ihr erstes Glied offenbar vollständig willkürlich bleibt und erst 
nach seiner Wahl die anderen Glieder durch fortgesetztes Addieren 
bestimmt werden können, etwa so wie im Schluß von [24] gezeigt. 
Wenn etwa in dem Ziffernbeispiel [23] die erste Differenzreihe: 
—11, —2, +10, +5,. —19 

herausgegriffen wird, so kann die dortige ursprüngliche Reihe: 

| +4, —7, —9, +1 +6 —]13 
als ihre Summenreihe gelten. Aber man darf auch statt der ersten 
Zahl + 4 irgend eine andere Zahl, etwa — 1, setzen und erhält dann 
eine andere Summenreihe, nämlich: 

R IE 118: 
deren Glieder sich aus den entsprechenden Gliedern der vorigen 
Summenreihe durch Addition der „Konstanten“: — 5 ergeben. 

Jede Reihe von Zahlen ist im Verhältnis zu ihrer ersten, zweiten, 


dritten ... Differenzreihe eine erste, zweite, dritte... Summenreihe; 
dagegen im Verhältnis zu ihrer ersten, zweiten, dritten ... Summen- 
reihe eine erste, zweite, dritte... Differenzreihe.e Man kann von 


irgendeiner Reihe herabsteigen zu ihren Differenzreihen, aber auch 
hinaufsteigen zu ihren Summenreihen. Tut man aber das letztere, 
so ergibt sich bei jedem Schritt aufwärts eine neue willkürliche Kon- 
stante, wie eben gezeigt. 
Bleiben wir bei der ersten Summenreihe. Es sei also die Reihe: 
U Kyy Kay Hay oe Kuren (1) 
beliebig gegeben und man wolle hinauf zur ersten Summenreihe: 


DR U RUN ns (2) 


(die ein Glied mehr hat), so soll sein: 
Au=X, M=-%, Ib =%, »-> 


oder: 
H-U-L, Wu, Ui, 
und hieraus: 
uU,=uUtL, Wut UtrLltt, a BRBSUrtM tr 


usw., also allgemein, wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 


isn 
>= 05) 
a 1 a a a 7 X, (3) 
k 20 
UızUuHt Ss, (4) 


Man sieht, u bleibt willkürlich! Jetzt wende man statt auf (1) auf 
die Summenreihe (2) die Formel [24 5] an, setze also « statt und n+1. 
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statt n, so folgt: 
Hl Hl) ) Aut + Art 
Hier kann « nach Einsetzen von (4) auf beiden Seiten gestrichen 


werden. Ferner ist /u durch x, also /?u durch 4x, A°u durch 
A?°x usw. zu ersetzen, daher: 


Sale Hart astra 0 
0 


Diese Summenformel tritt zu [24 3] und [24 5] hinzu als dritte 
und letzte Hauptformel aus der elementaren Theorie der Differenz- 
und Summenreihen. 


26. Arithmetische Reihen. Bisher war über die Reihe: 
VD, Var e: (1) 
gar nichts vorausgesetzt worden. Jetzt aber soll die Reihe der p'® 
Differenzen konstant, etwa = ( sein, (aber Ü#£0, weil sonst schon 
die (p — 1)" Differenzen konstant wären). 
(= A: = 2a, =- 2 =::: (02 
Die Reihe heißt dann eine arithmetische Reihe p* Ord- 
nung. Als erste Folge ihrer Definition (2) ist hervorzuheben, daß 
alle (p + 1)‘ Differenzen, also auch alle (p + 2)® Differenzen usw. 
verschwinden, kurz daß die Differenzenbildung mit der Berechnung 
von Ü abgeschlossen ist. Und als zweite Folge ergibt sich, daß, 
welchen Wert » auch habe, die rechten Seiten von [24 5] und [25 5] 
mit dem (p + 1)‘ Gliede abbrechen. Man erhält: 


=2+(l)42+() 2204 -- HE (3) 


Sn) + lt) tr ehe 


It p=1, so entsteht die aritnmetische Reihe erster Ordnung, 
d. h. die arıthmetische Reihe schlechthin. In der üblichen Schreib- 
weise sind ihre Glieder: 
0, a+d, a+2d,... a+m—-1)d,... 
Bezeichnet man, auch in der üblichen Weise, das »' Glied mit 
i{, sowie die Summe der »n ersten Glieder mit s und beachtet, daß in 
(3) ®, das (n + 1)'° Glied bedeutet, so folgt aus (3) und (4): 


t=a+(l", )d=a+m-1d, (3a) 
= (1)a+ß) d-na+ "dag. | (4a) 
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Die Formeln (3) und (4) sind demnach anzusehen als Erweiterungen 
dieser beiden wohlbekannten elementaren Formeln auf arithmetische 


Reihen höherer Ordnung. | 
Nach [18] ist der Binomialkoeffizient (}) eine ganze Funktion 


p“” Grades von » mit dem Höchstglied: n?: p! 'Wendet man dies 
auf alle Binomialkoeffizienten in (3) an und zieht zusammen, so ergibt 
sich für x, ein Ausdruck von der Form: 
x, = an? + bnP-T+ en?” ?+.-.-+kn-+l, (5) 
d. h. das allgemeine Glied &, einer arithmetischen Reihe p* 
Ordnung ist eine ganze Funktion p'® Grades der Stellen - 
zahl n. Da in (3) nur das letzte Glied den Höchstgrad p» erreicht, 
so ergibt sich auch sofort (nach [18] Schluß) der erste Koerhent: 
Er 
a G=an! (6) 
(Die übrigen Koeffizienten db, c,... hängen außer von Ü auch von 
Ar-!g, 4P=°x,... ab, aber die betr. Ausdrücke sind nicht sehr 
einfach.) 

Umgekehrt: Nimmt man in (5) die Koeffizienten a, b,c,... k,l 
als beliebig gegeben an (aber a#£0) und setzt für » der Reihe nach 
aufeinander folgende ganze Zahlen, so bilden die x, eine arithmetische 
Reihe p** Ordnung. 

Ist nämlich x, durch (5) gegeben, so wird: 

A, —%, 2%, an +1) —nr) +Hb[ln + DDP '—n?t]l+--- 

Entwickelt man hier (n + 1)?, (n + 1)P-!,... nach dem bino- 
mischen Lehrsatz, so heben sich in jeder eckigen Klammer die Glieder 
höchsten Grades fort. Also wird 4x, eine Funktion (p — 1)‘ Grades 
von n: 

IK = an? +bnP? + --: 

Ebenso ‚wird 4°?2, vom Grade p— 2, I’x, vom Grade p — 3 
usf.; also zuletzt A?’x, vom Grade 0, d.h. /Px, wird eine Konstante 
C, d.h. die x, bilden in der Tat eine arithmetische Reihe »® Ordnung. 

Entwickelt man auch in (4) die Binomialkoeffizienten nach Po- 


tenzen von n, so steigt der Grad an bis zur Zahl p + 1 im letzten 
Gliedee Man erhält: 


„anti bnr+en?i+-.., (7) 
und es wird genau wie in (6). 
‚ C GC 
N rent we N Nee BEL, = 


27. Potenzsummen. Setzt man in [265] den ersten Koeffi- 
zienten «= 1 und alle andern = (0, so folgt im besonderen: 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 3 
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Die p® Potenzen der aufeinander folgenden ganzen 
Zahlen: 
DR R22 Ta 
bilden eine arıthmetische Reihe »'* Ordnung. Die 9» Diffe- 
renz ist nach (6) = p! 
Erstes Beispiel: 9=1. 
Reihe: a u ee 


Differenzen: als al er 1 an) 
Zweites Beispiel:p=2. 
Reihe: 0,01 A916 2, 
Erste Differenzen: ERBEN 2) a RE A 
Zweite Differenzen: a (= 21) 
Drittes Beispiel: p=3. 
Reihe: 0,21, 28,2 en, 


Erste Differenzen: 1,2, HORDE 

Zweite Differenzen: 6,:.412,,=2]8,2222, 

Dritte Differenzen: Drei: Be (=3l) 
Die Anwendung von [264] ergibt in diesen drei Fällen: 


z=N 


De=-(7) 047). a (1) 


z=(0 


2e-(", “F )o+("7 '). EP ern er 
_ a+NYn@n-+1) en a 
sr j & 


Se-Mo+lt rt). 


0 
IR IRRE n+Yynn—1)n—2) 
126 2159 AR 117923 oz Jo 6 


ur An I) + m -1n 2) 
I Fr) SL 


4 2 4 
|Nebenbei bemerkt: Es ist hiernach: 


n > PH: 
2. - 
®+124+24+3+2458=-(0+1+2+43+4+5)% 
-() — 152 — 225] 


(2) 


(8) 
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In gleicher Weise würde sich ganz allgemein ergeben: 
Da = adnPt br + cemtT+dnP=?4.:.. 
2=0 

Der erste Koeffizient ist nach [26 s], da a=1 ist: 

es Rad 

| p+1 

Die Berechnung der anderen stößt auf Schwierigkeiten, welche 
erst durch tiefere Untersuchungen bewältigt werden könnten. Man hat 
gefunden: 

1 LH , WEHEN, 
b=— y Be), ESS: 4! el) 


d 


? 
N N N N Keae) 
IT 61 : 
|Die Koeffizienten: 


BE ER TR 
6927302242 34907663 310) an“ 


heißen nach ihrem ersten Berechner die Bernoullischen Zahlen]. 


W"=(0 usw. 


Aufgaben zu S2. 


1. Die Summe der Kuben aller ungeraden Zahlen von 1? bis 99° 
ist zu berechnen. 

2. Die Summe: 

s=1-:2:.3:-4+2:3:4:-5+3-.4.5.6+--- 
+ nn -3)n—-2)n—1):n 
ist als Funktion von » durch einen geschlossenen Ausdruck zu ersetzen. 
3. Gegeben die Reihe: 
N 
os 


(> 


Ihre Differenzreihen sind zu ermitteln, so daß die Glieder die 
einfachste Form erhalten. 
4. Die Doppelsumme: 


ist zu berechnen. 


83. Die Differenzenquotienten. 


28. Der Name Differenzenquotient verrät schon, daß Subtrahieren 
und Dividieren Hand in Hand gehen sollen, während in $ 2 bei der 
3* 
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Bildung der Differenzen nur subtrahiert worden ist. Überhaupt 
betrachte man $ 2 als Vorstufe dieses Paragraphen, so z. B. darin, 
daß dort eine Reihe von Zahlen &, &,, &, ..., hier aber eine Reihe 
von SINE 


(@, Y), (2, , Y); (X, Ya), Por (1) 


als gegeben vorausgesetzt wird. Sie mögen etwa geometrisch als 
Koordinaten von Punkten einer Ebene: 


P(a,y), Pıla, Yı), Palas, Yo), 
gedeutet werden. Dabei soll aus $ 2 herübergenommen werden, 
daß das erste Wertepaar (x, y) jederzeit den Index O0 erhalten, also 
(&, Y) geschrieben werden darf, wenn es so zweckmäßig erscheint. 
Vorläufig werde zur Vereinfachung Jzalskonstant angenommen: 
Aa= 41. = 4A%,... oder U -ZI=n = - m —rıı (2) 
Mit anderen Worten: Die x sollen eine arithmetische Reihe 
erster Ordnung bilden. (Doch wird [30] diese Einschränkung wieder 
aufheben.) 
Der erste Differenzenquotient. Fs werden nur zwei Werte- 
paare (x, y), (2), %,) gebraucht. Man bilde wie in $ 2: 
Is= U —-G Ay=-y—yY 
Dann ist der für die Folge stets mit A bezeichnete erste Diffe- 
renzenquotient: 
VA —U 
FR Ay & Ya, = Differenz der Yy, (3) 


Axt U —%& Differenz der & 


A ist also wirklich, wie der Name sagt, der Quotient zweier 


Differenzen. Aus (3) folgt: 
Ay=AAx, Aer=-Ay. (4) 
Es sei ferner hervorgehoben: 


Erstens. Ein Differenzenquo- 
tient ist kommutativ in bezug auf 
die beiden Wertepaare, auf welche 
er sich bezieht. Denn vertauscht 
man & mit x, und y mit y,, so 
alternieren Zähler und Nenner. Der 
Bruch, d. h. A bleibt also absolut 
und algebraisch unverändert. Um 
der Vertauschbarkeit schärfsten. 
Ausdruck zu geben, führe man, wie 
vorhin erläutert, den Index O ein und bezeichne entsprechend A ausführ- 
licher mit A, ,. Dann spiegelt sich die Kommutativität in der Identität: 


Ay — Ayo (5) 
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Zweitens. Geometrische Deutung: A ist gleich der trigono- 


metrischen Tangente des Richtungswinkels p der Geraden PP.. 
Ay 
wy=4=7-, (6) 
Der zweite Differenzenquotient. Er fordert drei Werte- 
paare (2, y), (&, Yı)» (&, %) zu seiner Bildung. Jedoch sei der 
vorigen Annahme entsprechend zunächst: 


27-42 Oder. auch Is (. | (7) 
Man stelle die beiden „ersten“ Differenzenquotienten: 
Se EN 


a a A003, 4% 
‘ auf und berechne darauf den für die Folge immer mit B bezeich- 
neten zweiten Differenzenquotienten: 


RI 
ee (8) 


Es wird also die Differenz zweier erster Differenzenquotienten 
durch die (konstante) Differenz 7x dividiert. Setzt man für A und 
A, ihre Werte ein, so folgt: 


URL) 
Bet AK IN AIY 
; en a? ENTE ER 9) 
oder: 
Ay 2 2 
ES y=B(4x), (10) 


d. h.: Der zweite Differenzenquotient von y „nach“ x entsteht, wenn 
man die zweite Differenz von y (im Sinne von $ 2) dividiert durch 
das Quadrat der (ersten) 
Differenz von x. Oder: 
Die zweite Differenz 
von y ist das Produkt 
aus dem zweiten Diffe- 
renzenquotienten von % 
„nach“ £ und dem Qua- 
drat der (ersten) Diffe- 
renz von &. 

Übrigens beachte 
man die sehr einfache 
Konstruktion von I°y in Fig. 6. Es ist: 


Sie (11) 
Als für die Folge von Wichtigkeit sei ferner hervorgehoben: 
Erstens. B ändert seinen Wert nicht, wenn man die Reihen- 
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folge der Wertepaare (1) umkehrt. Denn dann bleibt der Zähler 
4A?y unverändert [22], aber der Nenner (1x)? auch, da /x sich ın 
(— 42) verwandelt. Es ist bei Über- 
tragung der vorhin gebrauchten aus- 
führlicehen Schreibweise: 


B,1,2 — B, 1,0 (12) 
Zweitens. Geometrische Deutung 
von 5. Es ist Fig. 7: 


1 
Are B c08 p C089Q, 6089,’ 
i | 

I are rCOSPCOSY, COS, (18) 
(r Radius des dem Dreieck PP, P, um- 
beschriebenen Kreises, @, @,, @ Rich- 
tungswinkel’von PP) BrBser 

Beweis. Nach einer Grundformel 
der analytischen Geometrie ist: 


+APP,P, au May a ur (& — &) 


Ed 


_ da.(dAy+ Iy) — ISy:24I% 


2 
Aady, — Ay) ded’y : KA ey aaa 
m 2 Da Eee}. 
. — ZI, v » 1 . 
also: B=-+2 (42)° Ferner ist: 


As=ac0spy, A, =At=bcospg, 242=PT,=ccosg,, 


abCCOSpCOSY, COS Y, 
2 ? 


(Az) = 
also: 


A = 
Be TUN 
—  abccospcOsg, COSp, 


Endlich ist nach einer Formel der Elementargeometrie: 


abe 
ATPIR 


womit (13) bewiesen ist. (Vgl. [180] Krümmungskreis.) 


A 


29. Die höheren Differenzenquotienten. So weiter fort- 
schreitend gelangt man zu der folgenden rekursorischen Definition: 
Gegeben sei die Reihe von n + 1 Wertepaaren: 
&Y, Gary) BY) + Ann Im-ı) Em Un) (1) 
mit der vorläufigen Bedingung, daß 1x konstant sei [28]. 
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Man berechne aus dem ersten bis zum vorletzten Paar und 
darauf aus dem zweiten bis zum letzten Paar die beiden Differenzen- 
quotienten (» — 1) Ordnung K und X,. Dann ist der aus allen 
n + 1 Wertepaaren gebildete Differenzenquotient »'” Ordnung: 

AK _ Kı—K 


la 2A: 2) 


Diese rekursorische Definition führt durch den Schluß von n — 1 

auf n ohne Umschweife zu der expliziten Definition: 

= Ary 

F. (A x)" 
d. h.: der »‘ Differenzenquotient von y „nach“ x entsteht, wenn man 
‘die n‘° Differenz von y dividiert durch die »‘° Potenz der (ersten) 
Differenz von &. Oder: Die n‘ Differenz von y ist das Produkt 
aus dem n'” Differenzenquotienten von y „nach“ x und der n'® Potenz 
der (ersten) Differenz von x. Vgl. [284] uud [28 10]. 

Als für die Folge von Wichtigkeit sei ferner hervorgehoben: 

L ändert seinen Wert nicht, wenn die Reihe (1) umgekehrt wird. 
Denn ist n ungerade, so alternieren dabei 1”y und (41x)"; ist aber 
n gerade, so bleiben sie beide absolut und algebraisch unverändert. 

Es ıst nach der schon zweimal gebrauchten ausführlicheren 


Schreibweise: 
Se (4) 


ders AA) — DIA, (a) 


: at. TE 
30. Werden über die Wertepaare: 
(%,y, Ruh) Br) +: 


keine Voraussetzungen gemacht, fällt also auch die bisherige An- 
nahme [28] eines konstanten 1x, so verlieren, wie sich zeigen wird, die 
Ausdrücke für die Differenzenguotienten etwas von ihrer Einfachheit. 
Aber diesen Verlust bringen sie durch völlige Allgemeinheit wieder 
ein, ja dieser Vorzug wird sich später als wesentlich herausstellen. 
Also: 

Der erste Differenzenquotient. Er wird genau so erklärt 
wie iu [28] durch die Definition: 


ES SER RER iineni (1) 


da bei seiner Bildung nur. zwei Wertepaare gebraucht werden, mithin 
die Frage, ob 4x konstant sei oder nicht, überhaupt hinfällig wird, 
wenigstens, wenn es sich nur um einen ersten Differenzenquotienten 
handelt. Der Vollständigkeit wegen seien die beiden Gleichungen 


in [28 
% Ao,1 == Aı1,o, (2) 
wpy=A, (3) 
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von denen die erste die Vertauschbark®it der Wertepaare, die zweite 
die geometrische Deutung ausdrückt, wiederholt. Endlich werde um 
späterer allgemeinerer Formeln willen (1) auch so geschrieben: 
Sr IRRE | 
| a1, 4, (4) 
und hieraus %, berechnet: 


4A 2 
y-yt 7m 8) (8) 


Der zweite Differenzenquotient. Gegeben seien, wie in [28], 
drei Wertepaare (z, y), (2, Yı), (&s, %). Man berechne wie dort die 
beiden ersten Differenzenquotienten: 

YET _M _h—Hı 
ee A, = Pr (6) 
sowie ihre Differenz: 44= A, — A. In [28] wurde sie durch 
Az= 4x, dividiert. Jetzt aber, da 1x, und Jx verschieden sein 
können, dividiert man durch ihr arithmetisches Mittel: 


(da +40) - DD + a -0)=3Mm—M). 
Dann entsteht der zweite Differenzenquotient: 


ER ERN 4,4, (7) 


1 
a9) 


Aus dieser erweiterten Erklärung folgt: 

Erstens. Sie geht, wie es sein muß, wieder in die ursprüng- 
liche Erklärung in [28] über, wenn 1x, = 41x gesetzt wird. 

Zweitens. Es ist in der Schreibweise von [28] ebenfalls: 

Bo,ı,. = Ba,1,0- (8) 

d.h. B bleibt unverändert, wenn man die gegebene Reihenfolge (1) 
umkehrt. Denn alsdann vertauscht sich A mit 4, %—x mit 
&—2=—(%— x), d.h. Zähler und Nenner in (7) wechseln ihr 
Vorzeichen, d. h. B bleibt unverändert. 

Drittens. Die Formeln: 


r-+ ; Ber; Soon 


— Bc08C08Y; 608,’ — 7COSYCOSY7 COS Ya 


gelten genau so wie in [28] und können auch genau so bewiesen 
werden. 


Viertens. Statt der Formel (10) in [28] muß es jetzt heißen: 
B-— her (10) 
4242 + 5 4:2)(42+ 4°2) 


Beweis. Es ist: 


Ay= Iy+4’y 1, =4<+ 42,, 


30. Der zweite Differenzenquotient (verallgemeinert). 41 


4412 + Ax)= de +4 2°% 
und 
IA m SY 
B re 2 . 42+ 4°’x IE, 
42 +, 4% 42 + 2.4%% 


Bringt man auf die einfachste Form, so entsteht Formel (10). 
Wie es sein muß, geht sie in [23 10] über, wenn J’x=0, also 
Az = Ax, gesetzt wird. 

Fünftens: Drückt man B durch die x und y selbst aus, so er- 
gibt sich: 

EL SA DER) 


EN Eee ee u 
(@, — %) (& — 8) (ü, — 8) 


1 
Der Zähler ist vereinfacht: 


Way DB) rt yo) Eylı 0, 
also: 


i i 
3-2 (et tan AD 
Sechstens: Diese Formel (11), welche offenbar eine Erweiterung 

von (4) ist, zeigt nach Einführung des Index 0 eine überraschende 

Tatsache, nämlich die völlige Vertauschbarkeit der drei Werte- 

paare: (2,9); (&Yı); (22%) bei der Bildung von B. 

Zwar die Umkehrbarkeit ihrer Folge ist schon in (8) ausgedrückt. 

Es ist aber jetzt sogar: 


Ba, T= B,10 — Dre Do.2,1 — Bo — D,02° (12) 


Zahlenbeispiel: Die drei Zahlenpaare seien (-1,+5), (+23, —1), 
(+3, +1). (In jeder Klammer kommt erst x, dann y): 


Hi Ir 
(1, ost ch ME Be ), ee 
Bee APR Pe) 
B=-7*=+2 - +2 
Fer un 
II. IV. 
(Hr 2, 33: 18} Er 5, T 1), (= » an d), Ye 1% Ir 5), er 5, = 1), + 2, ey 1), 
A=-+32, A=-ı, A=-—|1, A=+2, (13) 
Be 2 Ber a ern 9, 


(9 (+3 
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V. v1. 
ar 3, a, (ai +9,12, =) (+ 2er), Ge L +5), (+ d, +1), 
Den A=—-2, A=-J1, 
1 +1 
iz as Et -+2. 
cr) ar 


Man sieht, der zweite Differenzenquotient B hat bei jeder der 
3! — 6 Permutationen der Wertepaare ein und denselben Wert = + 2. 
Siebentens: Nach (5) erhält man: 


A 
re nr x), 
also auch: 
4, 
%=-Y 77 (& — 2), 
oder, da nach (7): ,=4A+4(%,— xz)B ist: 
-y+Am-Do)+A+sm MB) — = 
oder REN 
y-y+la-)+3 m - Mn), (14) 
was augenscheinlich als Erweiterung von (5) anzusehen ist. 


31. Die höheren Differenzenquotienten. : Wie in [30] die 
zweiten auf die ersten, so werden ganz allgemein rekursorisch die n'®* 
auf die (n — 1)" Differenzenguotienten zurückgeführt, wie folgt: 

Gegeben sei die Reihe der n + 1 Wertepaare: 


(2), (21%), Seh (@.-, Berk (2%) 2 (1) 


Man berechne aus dem ersten bis zum vorletzten und aus dem 
zweiten bis zum letzten Wertepaare die beiden Differenzenguotienten 
(n — 1)” Ordnung. Sie seien X und X,. Sodann dividiere ıman ihre 
Differenz: 4K=K, — K durch das arithmetische Mittel: 


d. 1 
er er e FAN 


so entsteht der »‘® Differenzenquotient: 


u —— m — (2) 
(de +48 +: +4%,) z (An %) 


Durch Vergleichung mit der entsprechenden Erklärung in [29,] 
ergiebt sich sofort völlige Übereinstimmung für Ax = Ax,..., wie es 
sein muß. Man betrachte ferner (4) und (11) in [30] Es ist kaum 
möglich, die allgemeine Induktion zu übersehen, welche ergeben würde: 
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7 n!| | y Yı 


_ - 


3 Yn-ı 4 In 2 . 
R (n-ı 2 x) (&n-1 — 2) = (n-ı1 ver %,) % n— &) (u — x.) Be (X, — Se 
Doch muß der Beweis noch durch den Schluß von n — 1 auf » 
erbracht werden, der diesmal ziemlich umständlich wird. Es sei also 
vorausgesetzt, indem man » — 1 statt » schreibt: 
N Y Yı Ari 
a) ne. teen 


und entsprechend: 


= nz eK Yı Ya ers 
K,= (N 1)! ee, X (U, — % Es — X) (&, — &n) A: h 
daher: 


2 f —1 f 
AE-—Dily | 
ib 1 
Tr a ae = (2, — X) —%z) el 


Die Ausdrücke in den geschweiften Klammern sind umzuformen. 
Man findet. leicht: | 


In % 
der erste RA TEE NT DHE a 
(@ ag x )(@ 7 %) a (X xp %,-1)(& — &n) 
ö In—% 
der zweite ZEN VER ER LE EEE RBB 


(2, — 8) (8 — %) (8 — 1) — &n) 


usw. So erhält man überall im Zähler x, — x, während die Nenner 
identisch werden mit den Nennern in (3). Sondert man also ©, — x 
als gemeinsamen Faktor ab, dividiert dann nach (2) noch durch 


(9,2) und beachtet die Formel: (n — 1)!n=n!, so ergibt sich 
N 


in der Tat (3). Der Schluß von n — 1 auf n ist also gelungen. Folg- 
lich gilt (3) ganz allgemein für jedes n. 
Doch auch die Formeln (5) und (14) in [30] lassen die Induktion 


mit Händen greifen. Sie ergibt allgemein: 
A b Ö- 
Way dt) a) tz ER) 
+) Mn) @) 
n— N)!” n 1 n n—2 


L 
am 1 &n u x) (&, =, 2) u (2, we 2) (©, TR 2) : 


(8) 
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Diese Formel (4) wird Newton zugeschrieben. Ihr Beweis durch 
den Schluß von » — 1 auf n ist gleichfalls ziemlich langwierig. Es 
sei, indem man in (4) n—1 statt n setzt: 


A B 
PN en) 2) a) ti 


I 
5% mn —1\! (2 je 1) Ken Br 2) Pa (ee 75 2.5) 


und ebenso, wenn man das erste Wertepaar (xy) fortläßt, also alle 
Indizes um 1 vermehrt: 


A, B, | 
Yet SE in 4) de PIE 2,2%) (&, — %,) “E ur 
K, | 
AR (n — 1)! (&, gs %,) (, SE %) Su CA %,-1) : 
Hier ist zu setzen nach [305], [307] und allgemein [312]: 
A B c 
Mer Te ),; 4-47 Zn, BB Zn 2 
L 
KH; 
man erhält: 


u-\v+5a-9)+”7" [445 (5 9)| 
e en [B ler Be ”)| 


(%, —&) (er %,) we (& er %n-1) L 
+ en: [K+2@,-2)]| 
oder nach Auflösung der eckigen Klammern und Ordnung nach 
ee Ener FR Ü 


Er —%) 


„w—ytS Im-a) tea) + (3 —-D)+@,—2)) 


Of n —— 4 n 7% / 
N N, 
Die geschweiften Klammern haben sämtlich denselben Wert, näm- 
lich: #,— x. Setzt man ihn ein, so entsteht in der Tat (4), d.h. der 
Schluß von »n— 1 auf n ist gelungen und (4) gilt ganz allgemein. 


32. Zu den Formeln (3) und (4) in [31] sei noch nachgetragen: 

Erstens: Sie entsprechen den Formeln (3) und (5) in [24], nur 
sind diese erheblich einfacher, in jeder Hinsicht. 

Zweitens: Aus (3) folgt, worauf in [30] für n= 2 bereits aus- 
führlich eingegangen und sogar an einem Zahlenbeispiel (13) erläutert 
worden ist, die völlige Kommutativität eines Differenzen- 
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quotienten in bezug auf alle Wertepaare, welche bei seiner Bil- 
dung mitgewirkt haben. Man darf also nicht allein deren Reihenfolge 
umkehren, sondern sogar in eine beliebige andere umwandeln und 
- erhält doch denselben Differenzenquotienten. 

Drittens: Sind n + 1 Wertepaare in einer bestimmten Reihen- 
folge gegeben, so gibt es in dieser Folge n erste, n — 1 zweite, 
n — 2 dritte usw. Differenzenquotienten und zuletzt einen einzigen n'*" 
Ditferenzenquotienten, dessen Wert aber, wie eben erläutert, von der 
Folge unabhängig ist. Zahlenbeispiel: 


Gegebene Reihe:!) ( " & nr er (a: 3 : ( ar = SH 


Aue — 2, —2, +3, +2, — 4. 
Erste Differenzenquotienten: +1, +53, +49, +19 +33, 
zweite F —56, —-—48, -12, +6, 
dritte > +36, +36, +54, 

vierte “ {bi — 12, 

fünfter Differenzenquotient + 120. 


Das Beispiel ist so gewählt [76], daß alle Differenzenquotienten 
ganze Zahlen sind. Der letzte, also + 120, muß derselbe bleiben bei 
einer beliebigen Abänderung der Reihenfolge, etwa: 


Gegebene Reihe: ) 3 A , Ken (#7 =, En {eR ); 


ACC +2, +3,23 -2, +3. 
Erste Differenzenquotienten: +73, +13, +19, +7 +5, 
zweite h — 24, +12, +6, —4, 
dritte ke + 56, +18, +30, 
vierte 24 — 72, + 24, 
fünfter Differenzenquotient + 120, 


also am Schluß wirklich dieselbe Zahl + 120. 

Viertens: Verschwindet der aus »n + 1 Wertepaaren gebildete 
n‘® Differenzenquotient, d. h. ist: 
so werden die n+1 im allgemeinen verschiedenen (n— 1) Differenzen- 
quotienten, welche durch Auslassung je eines Wertepaares entstehen, 
einander gleich. Denn erstens gibt [312]: 


ORT, (2) 


1) Oben stehen die y, unten die «. 
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und zweitens kann man es bei der Vertauschung der Wertepaare so 
einrichten, daß X, und K irgend zwei der (n — 1) Differenzen- 
quotienten werden. | 

Für n=2 liegt die geometrische Deutung von (1) sehr nahe. 
Da die drei ersten Differenzenquotienten einander gleich sein sollen, 
so bestimmen sie nach [286] alle denselben Winkel g, d.h. P,P,,P, 
liegen in einer Geraden (Fig. 6). Für ein beliebiges n wird die. 
Deutung in [77] nachgeholt werden. 


33. Mittelwertsätze über die Differenzenquotienten gibt es in 
sehr großer Anzahl. Doch sei hier nur der einfachste aufgestellt, 
welcher sich auf erste Differenzenquotienten bezieht. Er lautet: 

Sind » +1 Wertepaare (2%), (&ıYı), Ye), - -- (&,Y,) So ge- 
ordnet, daß die x der Größe nach aufeinander folgen, und be- 
rechnet man erstens in dieser Folge die Differenzenquotienten: 

Yı Ua Ba er er  Ym ee 
Ay, Gr ut, ’ A, ar? en , 9,5 L,— RN, 
und zweitens den Differenzenguotienten zwischen dem ersten und 
letzten Paare: I 
Me Yn% 
vn L,— %o : 
so ist dieser ein Mittelwert der vorigen. 
Beweis. Es ist: 
Y.% IN Un a Yn- 1) a (Un ie 9) ar €. rı — 0) 
m m rn ir m Ira) 
Auen Fe) Ar ee &,-ı1 —%,_9+:+4,1% Bat og) 
en) Ar (@,_1 Teer Nr (& — %p) 

Diese Formel beweist nach [114] den Satz, da die Differenzen 

%,— %y-1, n-ı  %u-93... nach Voraussetzung alle positiv oder alle 


N 


negativ sind. Eine vorzügliche Anwendung in [133]. 


Ao,n 1 


34. Noch folgende Bemerkungen zum Schluß: 

Erstens. Die Theorie der Differenzenquotienten wird in $ 8 auf 
ganze Funktionen angewendet und so ergänzt werden. Die Haupt- 
anwendung wird dann aber erst in der Differentialrechnung folgen, 
wenn die Differenzen zu Differentialen und ihre Quotienten zu Diffe- 
rentialquotienten geworden sind. 

Zweitens. Der Begriff eines Differenzenquotienten kann sehr ver- 
schiedentlich erweitert werden. So etwa berechne man aus vier Werte- 
paaren (%,Y,) (2 Yı) (%; Ys) (&,Y;) die beiden ersten Differenzenquotienten: 


OR Dame 
1 (0) 3 2 


und bilde dann den Ausdruck: 
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B- Ay; —4Ayı 


1 ? 
Dy (lg + 3) — (& + )) 


welcher als eine Abart eines zweiten Differenzenquotienten gelten kann. 
Denn erstens wird er mit D in |30] identisch, wenn das vierte mit 
dem zweiten Paare zusammenfällt, also ,—=x, und 9, = y, gesetzt 
wird und zweitens ist, wenn die x der Größe nach geordnet sind, D’ 
ganz allgemein ein Mittelwert aus den beiden zweiten Differenzen- 
quotienten, entstanden aus dem ersten, zweiten und dritten, sowie 
aus dem zweiten, dritten und vierten Paare. Doch wäre dies erst noch 
zu beweisen. 

Drittens. Man kann aber auch ganz anders erweitern. So z.B. 
könnten statt je zweier stets je drei Werte x, y, 2 zu einem „Tripel“ 
(xyz) vereinigt werden, das durch einen Punkt im Raum veranschau- 
licht wird. Statt einer Reihe von Wertepaaren würde dann eine Reihe 
von Wertetripeln: 

(&, % 2), (&, 9 21) 
vorgelegt werden zur Bildung von Differenzenquotienten. Oder auch 
eine Doppelreihe von Tripeln usw. Diese Erweiterungen würden später 
zu den partiellen Differentialen und Differentialquotienten einer Funktion 
zweier Veränderlichen hinführen; da sich aber eine andere Methode 
hierzu in $ 19 ergeben wird, so ist von ihnen Abstand genommen; 
die betreffenden Formen sind auch lange nicht so übersichtlich. 


Übungen zu $3. 

PeMan.seize fürr der heihe nach &,, &,, 2%, %, 2%, %,.. „und 
für y allgemein x*, also x,* für y,, %* für y,,... Die Ausdrücke für 
die Differenzenquotienten erster, zweiter, dritter, vierter,... Ordnung 
sind zu ermitteln. 

2. Der in [34] genannte Mittelwertsatz, den Ausdruck BD’ be- 
treffend, ist zu beweisen. 

3. Man setze allgemein: 


2 Sn De Co8p, 
nehme für @ beliebige Werte @,, 9, Ps,... und berechne die aus 


den Wertepaaren (x, Yo), (X; Yı), - . . entspringenden ersten, zweiten und 
dritten Differenzenquotienten A, DB und Ü. 
4, Man setze für x der,Reihe nach z,, &, %, &%s,.... und all- 
gemein: 1 
VE 


Es sind die Ausdrücke für die Differenzenquotienten erster, zweiter, 
dritter usw. Ordnung zu ermitteln. 


5. Dasselbe wie (4), aber y= Ya. 


Zweiter Abschnitt. 
Einführung in die Funktionenlehre. 
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35. Der mathematische Funktionsbegriff umfaßt alle denk- 
baren Möglichkeiten der Abhängigkeit von Zahlen. Beispiele aus der 
reinen und angewandten Mathematik sind so häufig, daß man wirk- 
lich nur zuzugreifen braucht. Das Quadrat einer Zahl hängt von 
dieser ab, ist eine Funktion von ihr. Der Inhalt eines Kreises ist 
eine Funktion seines Radius. Die Falltiefe ist eine Funktion der Zeit. 
Die Durchbiegung eines Balkens ist eine Funktion seiner ae 
USW. USW. 

Funktion einer Veränderlichen. Soll eine Zahl oder Größe Y 
überhaupt als Funktion einer anderen Zahl oder Größe x gekenn- 
zeichnet werden, ohne irgendwelche Verbindlichkeit wegen der Art 
und Weise der Abhängigkeit, so bedient man sich eines Funktions- 
buchstabens f (oder @, oder Y, oder F\,...) und schreibt: 


y=f(«) (1) 
(oder y=p(a), oder y= Y(@), oder y= Fe), ...) 
und nennt zugleich x und y Veränderliche oder Variable (aber 
nicht etwa Ünbekannte!), weil ihre Abhängigkeit sich darin zeigt, 
daß die eine sich mit der anderen verändert. Da in (1) die Veränder- 
lichkeit so aufgefaßt wird, als ob zuerst 
und darauf als notwendige Folge y andere 
Werte annimmt, so heißt auch & die ur- 
sprüngliche oder unabhängige Ver- 
änderliche und y die abhängige Ver- 
änderliche oder die Funktion. 
Funktion und Kurve. Betrachtet 
man je zwei zusammengehörende Werte von 
x und y als Koordinaten eines Punktes, 
so stellt die Gesamtheit all dieser Punkte 
(Stetigkeit vorausgesetzt) eine Kurve dar, 
deren Verlauf die Art der Abhängigkeit sichtbar macht. Es wird 
dann (1) zur Gleichung dieser Kurve, in der Weise, daß die Funktion 
durch die Gleichung abstrakt analytisch, durch die Kurve aber an- 
schaulich geometrisch dargestellt wird. Beides soll hier immer Hand 
in Hand .gehen. “ 


Fig. 8. 
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Funktionsausdruck. Zur expliziten analytischen Darstellung 
einer bestimmten Funktion dient ihr Funktionsausdruck, d.h. ein 
Zahlenausdruck, welcher x so enthält, daß bei Einsetzen eines belie- 
bigen Wertes für x stets der zugehörige Wert für y entsteht, z. B.: 


3,7 —— 
y-ı, vi y-Vl+yYi+a (2) 
usw. Selbstverständlich fällt alsdann der Funktionsbuchstabe f oder p 
usw. fort, denn die rechte Seite in (2) ist ja bereits die Funktion 
selbst, also f(x) = x°, oder f(x) = Sn 
Willkürliche Konstanten. Umgekehrt bestimmt jeder Zahlen- 
ausdruck, der eine unbestimmte und als veränderlich betrachtete 
Zahl & enthält, im allgemeinen eine Funktion von &. Dabei ist 
keineswegs ausgeschlossen, daß auch noch andere unbestimmt gelassene 
Zahlen in dem Ausdruck vorkommen, die aber nicht als veränderlich, 
sondern als gegeben, wenn auch vielleicht willkürlich gegeben, gelten 
sollen. Man pflegt sıe willkürliche Konstanten oder Koeffizienten zu 
nennen und zur Unterscheidung mit den Anfangsbuchstaben der 
Alphabete, etwa mit 


RD OR OUT AMRDAOST 2 3.00er° 0° DD ae 
usw. zu bezeichnen. So stellt z. B. der Ausdruck: 
y=ar+b (3) 
mit der ursprünglichen Veränderlichen x und den beliebigen Koeffi- 
zienten a und db die allgemeinste ganze Funktion ersten Grades von 
x vor. 

Funktionen mehrerer Veränderlichen. In unzähligen Fällen 
reicht eine Funktion einer Veränderlichen nicht aus. Der Inhalt 
eines Rechtecks ist eine Funktion seiner beiden Seiten. Das Volumen 
eines Kugelabschnittes ist eine Funktion seiner Höhe und des Kugel- 
radius usw. Man hat hier zwei unabhängige Veränderliche x und y, 
sowie eine abhängige Veränderliche z, die auch mittelst eines Funktions- 
buchstabens bezeichnet werden kann als: 


USW. 


z=F(x,y) (oder 2=f(, y) usw.) 


Eine Funktion von mehreren Veränderlichen wird zu einer Funk- 
tion nur einer von ihnen, wenn man die übrigen als willkürliche 
Konstanten annimmt. Ist der Kugelradius gegeben, so hängt das 
Volumen des Kugelabschnitts nur noch von seiner Höhe ab. _Um- 
gekehrt kann jede Funktion einer Veränderlichen, welche, wie vorhin 
beschrieben, willkürliche Konstanten enthält, als Funktion mehrerer 
Veränderlichen betrachtet werden, wenn man die Konstanten sämt- 
lich oder einige oder auch nur eine einzige nicht mehr als konstant, 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 4 
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sondern gleichfalls als veränderlich ansieht. So ist die Durchbiegung 
eines Balkens zunächst eine Funktion seiner Belastung, Wenn man 
aber verschiedene Balken aus verschiedenem Material und mit ver- 
schiedenen Querschnitten betrachtet, so wird die Durchbiegung auch 
eine Funktion des Elastizitätsmoduls und des sogenannten Trägheits- 
momentes des Querschnittes. 

Es ist also leicht genug, von einer ursprünglichen Veränderlichen 
zu mehreren hinauf oder umgekehrt von mehreren ursprünglichen 
Veränderlichen zu einer herabzusteigen. (Vgl. $ 19.) 


36. Um die einfachsten Funktionen einer Veränderlichen zu 
erhalten, nehme man die sieben Ausdrücke: 
U YET 
n 95 ® 
u Yu, log, u (1) 
welche den sieben Rechnungsarten der Algebra, nämlich Addieren, Sub- 
trahieren, Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren, Wurzelausziehen und 
Logarithmieren entsprechen, betrachte eine der beiden Zahlen « und 
v als veränderlich, nenne sie also x und die andere als konstant, 
nenne sie also a. So entstehen zunächst 14 Funktionen, nämlich: 


1 ae a 5 2.a+%, 9.0 —q, 4.0—%, 

i a en RL) 

2.20 0, re, 0 Dn (2) 
= * 14 I G 10 Au IE 3 

ya, 10,0”, 11. Ya, 12.8 


13: log,x, 14. log, a. 


1. und 2. sind identisch, ebenso 5. und 6. Ferner unterscheiden 
sich 3. und 4. nur dadurch von 1. und 2, daß a durch — «a oder 
x durch — x ersetzt ist. 7. kann auf 6. zurückgeführt werden, da 
das Dividieren durch die Konstante « dem Multiplizieren mit der 
Konstanten 1:«@ gleichkommt. Die Nummern 1. bis 7. bedeuten 
also, daß zu x eine Konstante a addiert oder & mit einer Konstanten @ 
multipliziert werden soll. Beide Operationen treten zwar bei Funk- 
tionsbildungen überaus häufig auf; doch sind sie gar zu einfach, um 
als selbständige Funktionsausdrücke gelten zu können. 

Bleiben also noch 8. bis 14. Von diesen sind 10, und 11. auf- 
einander zurückführbar, da bei ihnen schon der erweiterte Potenz- 

il 


begriff zugrunde gelegt wird, nach welchem: Ya= a” zu setzen ist. 
Endlich sind auch 13. und 14. aufeinander zurückführbar mittels der 
Gleichung [428]. Läßt man noch in 8. den konstanten Faktor a fort, 
so bleiben nach Abänderung der Reihenfolge und teilweise der Kon- 
stantenbenennung die folgenden fünf Funktionen ührig: 


n BYE 1 x ‚Oo 
ae) v8, x’ Uns log, #. (3) 


37. Die Potenz als Funktion. Ay 


Sie heißen: Die Potenz, die Wurzel, der reziproke Wert, die 
Exponentialfunktion und der Logarithmus. In den beiden 
ersten soll n bis auf weiteres eine ganze Zahl sein, denn sonst wären 
Wurzel und reziproker Wert nichts anderes als Potenz, nach den 
Formeln: 


alt 
n = 1 : 
Ve= ar, Re (4) 
37. Die Potenz als Funktion: 
Y = [I ee 


Der Exponent sei eine positive ganze Zahl, ausgenommen n = (), 
da #°=1 ist!), also keine eigentliche Funktion entsteht. Der abso- 
lute Wert von y wächst mit dem absoluten Wert von x. Beide 
werden zugleich 0, 1 und &, da: 


De HR NT SO 009% 
ist. Algebraisch aber zeigen die Potenzen ein verschiedenes 


Verhalten für ungerade und gerade n. Ist » ungerade, so hat y das- 
selbe Vorzeichen wie «. Wächst?) x von — © bis + ©, so auch y. 


Fig. 9. Fig. 10. 


Ist » aber gerade, so ist y immer positiv. Wächst also x von — © 
bis + 0, so nimmt y ab von + oo bis O und wächst z weiter von O 
bis + 00, so nimmt y wieder zu von 0 bis + 0. 
Für n=1 wird: 
y-2% dh. y=a. (2) 
Die Kurve ist die den Koordinatenwinkel halbierende Gerade (Fig. 9). 


1) Doch sind 0° und (+ 00)° unbestimmte Ausdrücke [16]. 
2) Alle Werte durchlaufend. 


4* 
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Für n= 2 wird: 
Ve (3) 
Die Kurve ist eine gewöhnliche Parabel (Fig. 10) mit O als Scheitel 
und der y-Achse als Hauptachse, wenn ihr Halbparameter y—=1:2 
gesetzt wird. Denn die Scheitel- 
gleichung der Parabel lautet: 
"y=%:29. 
Für n=5 wird: 
y-r. (4) 
Die Kurve ist eine „kubische“ 
Parabel (Fig. 11). Der Punkt O0 
ist ein Wendepunkt [181] usw. 
38. Die Wurzel als Funk- 


tion: 


n,— = 
y=Yx & 2) (1) 
Sie ist die Umkehrung der Potenz 
und daher implizite durch sie be- 
stimmt. Denn aus: 


eo) y—Va 
folgt: (2) 
P) =, 
und umgekehrt. Durch Einsetzen 
von (2)«) in (2)ß) oder von 
(2)P) in (2)«) entstehen die 
Identitäten: 


Br Va’=n Vr=y 
welche dieses Begriffsverhältnis zwischen Potenz und Wurzel in kür- 
zester und schärfster Form ausdrücken. Doch ändern sich die Be- 
zeichnungen. Denn x ist in ß) die Potenz, in «) der Radikand; » ist 
in ß) Potenzexponent, in «) Wurzelexponent, und y ist in ß) Basis 
und in «) die Wurzel. 

Die Übertragung von [37] ergibt: Ist » ungerade, so hat die 
Wurzel immer einen und nur einen Wert, dessen Vorzeichen mit dem 
Vorzeichen von x übereinstimmt. Ist aber » gerade, so hat die Wurzel 
für positive x zwei entgegengesetzt gleiche Werte, dagegen für nega- 
tive x gar keinen (reellen) Wert. (Anders bei komplexen Zahlen. 
In ihrem Gebiet hat die Wurzel immer » Werte, die nur für x = 0 
alle zusammenfallen in y=0). ($ 28.) 

Die Darstellung des Verlaufes der Wurzelfunktion (1) durch eine 
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Kurve ist nieht gegeben, weil sie aus derjenigen der Potenzfunktion 
in [371] durch „Umklappen* um die Winkelhalbierende entsteht. 
Denn dabei vertauschen x und y ihre Werte, wie es sein muß. Siehe 
- (1) in [37] und (2) ß) in [33]. 

39. Der reziproke Wert von z, d.h. 

y--, oder y= ar! (1) 
ist zwar auch eine Potenz von & im erweiterten Sinne, gilt aber 
trotzdem als selbständige elementare Funktion. Die beiden Veränder- 
lichen x und y haben gleiche Vorzeichen, zeigen aber für die abso- 
luten Werte entgegengesetztes Verhalten, da der eine von oo bis 0 
abnimmt, wenn der andere von 0 bis oo zunimmt. Überhaupt sind 
x und y vertauschbar, denn aus: | 

1 


)y=— folgt: B) a - : (2) 


Sehr bemerkenswert ist die sprunghafte, völlig unvermit- 
telte Anderung von — © zu + 00, welche y erfährt, wenn & durch 
0 von negativen zu posi- 
tiven Werten hindurch- 
geht. (Diesen Vor- 
zeichenwechsel von % 
durch + © statt durch 
+0 hindurch zeigen 
übrigens auch viele an- 
dere Funktionen, z. B. 
y=tgx und y = cotgx 
[49] und [50)). 

Die Kurve ist eine 
gleichseitige Hyperbel, 
deren Asymptoten mit 
den Koordinatenachsen 
zusammenfallen (Figur 
12). Sie zerfällt ın 
zwei völlig getrennte 
Zweige, oder, wenn man 
die Redewendung ge- 
brauchen will, in zwei | | Fig. 12. 

Zweige, die in der Un- 

endlichkeit zusammenhängen, nämlich erstens da, wo <= +0 und 
y=-+ © ist, und zweitens da, wwy=-+0 und = + ist; also 
erstens da, wo y als Funktion von & und zweitens da, wo «x als 
Funktion von y den eben genannten Sprung von — oo bis +00 macht. 
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40. Die Exponentialfunktion: 

Mar (1) 

I. Um x unbeschränkt verändern zu können, muß die von ganz- 
zahligen auf beliebige Exponenten erweiterte Definition des Potenz- 
begriffes als aus der Algebra bekannt zugrunde gelegt werden. 

Die Basis a darf nicht negativ sein, wenn % für alle Werte 
von & als reelle Zahl existieren soll. Wärez.Ba=—4 und«=4, 
so würde sein: h 

y-a@=(-4) =-V-4=+2i, 
also imaginär. 

II. Um die Exponentialfunktion eindeutig zu machen, wird aus- 
drücklich vereinbart, daß für y nur der positive Wert genommen 
werden soll, selbst wenn außerdem ein negativer Wert existiert. 


Also soll z.B. füra=+4 undz= +4 sein: 


R 

E—A—+ v4 = +2, 
während im vorliegenden Fall der Wert — 2 zurückgewiesen wird.” 
Man merke also: a nur positiv, & beliebig positiv oder negativ, y nur 
positiv. 

Ill. Doch sind für die Basis a drei Zahlen, nämlich 0, 1, &, als 
gänzlich ungeeignet ausgeschlossen, denn weder 0”, noch 1”, noch 
00” sind Funktionen von x im eigentlichen Sinne. Der erstere Aus- 
druck wird nämlich = 0, wenn & positiv, und = oo, wenn & negativ 
ist, 2..B.02=0, 0 = 0; 0-7 1: 02= 15:0 = 5 dagegen 
unbestimmt = 0°, wenn 2=0 ist [16.] Der zweite Ausdruck hat 
immer den Wert 1, nur für = © wird er unbestimmt = 1” [16]. 
Der dritte Ausdruck endlich wird —=0, wenn x negativ und = oo, 
wenn x positiv ist, z. B. 

oe 10O 00 NE 
dagegen wird er unbestimmt = ©® wenn «=0 ist [16]. 

IV. Sonst aber darf a eine beliebige positive Zahl sein, 
ganz, gebrochen oder irrational, größer oder kleiner als 1. Und immer 
erhält man eine eindeutige Exponentialfunktion, wie in $ 12 streng 
bewiesen werden wird. Ist «>]1, so nimmt ihr Wert, wenn & von 
— oo bis = + oo wächst, stetig zuvony=0Obis y=+ oo. Ist 
aber a<l, so nimmt ihr Wert stetig ab vny=+ mw bs y=(. 
Im besonderen ist: j 


ad), oTPeoon (at), dA = oo 
Dagegen ist in beiden Fällen stets: a = 1. | 


V. Eine besondere, von a unabhängige Eigenschaft der Exponen- 
tialfunktion ist, daß verschiedenen Werten von x, wenn sie eine arıth- 
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metische Reihe bilden, verschiedene Werte von y in geometri- 
scher Reihe entsprechen. Setzt man für x der Reihe nach: 


=W,e+60,a+20,«cH+3),..., 
so wird y der Reihe nach 
y= 0°, N AS Borg Pr 
oder wenn a*= A, a’=g gesetzt wird, 
MAR ALAN AG, 
d. h. eine geometrische Reihe. Im besonderen entspricht dem arıth- 


metischen Mittel zweier x das geometrische Mittel der zugehörigen 


. X . 
beiden y. Denn setzt man x = BEN so wird 


% t% Maut RT NH 

Y en zeig er yantı — Vara® ir Vy: ER 
VI. Da a zwar positiv, sonst aber beliebig ist (nur sind O0, 1, © 
nach Ill. ausgeschlossen), so existieren eigentlich unendlich viele Ex- 
ponentialfunktionen. Doch können sie alle auf eine zurück- 


geführt werden. Es ist nämlich: 


(a)? = a”®, (2) 


also z.B. fürm=—1 

Be (2a) 
womit sofort der Fall a<]1 auf den Fall «> 1 zurückgeführt wird. 
Behält man sich aber vor, für m irgendeine Zahl von — oo bıs 


+ 00 zu sehen, so kann die neue Basis a“, wie in IV gezeigt, alle 
Werte von O bis + ©© annehmen, also alle Werte, welche für sie 
überhaupt in Frage kommen, da sie ja nur positiv sein darf. 


41. Die natürliche Basis. Eine einzige Basıs reicht also aus, 
dies ist der Sinn der Gleichung [402]. Man brauchte nur aus der 
unendlichen Menge positiver Zahlen irgendeine herauszugreifen (außer 
0, 1 und ©, welche verboten sind) und zu erklären, sie und keine 
andere solle die Basis werden. Am nächsten läge ja wohl, etwa 
a—=2 als kleinste ganze Zahl außer 1, zu nehmen, oder a = 10, weil 
10 als Fingerzahl unserem Zahlensystem zugrunde liegt. Man hat 
aber weder 2 noch 10 noch überhaupt eine ganze Zahl, sondern die 
Zahl: 

e= 2,118 281,828 459... (1) 
genommen, obgleich sie sogar eine „transzendente Zahl“ ist 

Diese Zahl e, deren Ursprung in $ 12 aufgezeigt werden wird, 
eignet sich so sehr als Basıs, daß man sie die „natürliche Basis“ und 
die Funktion | 

y-e .. (2) 
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meist schlechthin die Exponentialfunktion nennt. Sie wird (Fig. 13) 
durch die Exponentialkurve veranschaulicht, welche die — x-Achse zur 
Asymptote hat, während für positive und 
sehr große Werte von & die Ordinate y von 
unbegrenzt hoher Ordnung groß wird, vgl. 
[191]. Da nach [42 2a], wenn e statt a, und 
a statt x gesetzt wird (vgl. [43]): 


a = eln«a (3) 
ist, so folgt für eine beliebige Basis a: 
a = (er3)? er ein BR ( 4) 


d.h. die Zurückführung auf die natürliche 
Basis e. 


Fig. 13. 
42. Die logarıthmische Funktion: 
y = 1082% (1) 
ist die Umkehrung der Exponentialfunktion. Denn aus: 
&).y = 10g,%. folgt PB) = — ar, (2) 


Durch Einsetzen von (2) «) in (2) ß) und von (2) ß) in (2) «) 

ergeben sich die Identitäten: 

eo) a=a%, P) y=log,(@), (2a) 
welche dieses Begriffsverhältnis in größter Kürze und Schärfe aus- 
drücken. Allerdings ändern sich die Bezeichnungen. Zwar heißt «a 
in (2)«) und in (2)Pß) die Basis; doch heißt x in (2)«) der Numerus, 
in (2) ß) Potenz, während y in (2)«) Logarithmus und in 2) ß) Ex- 
ponent genannt wird. 

Überträgt man hiernach mutatis mutandis [40] und [41] auf die 
logarıthmische Funktion, so ergibt sich, daß sowohl ihre Basis a als 
auch der Numerus x als positiv vorausgesetzt werden müssen, daß 
ferner für a die Werte OÖ, 1, oo nicht in Betracht kommen, daß 
drittens, wenn man & alle Werte von 0 bis + oo durchlaufen 
läßt, y alle Werte von — © bis + 00 oder von + oo bis — oo 
durchläuft, je nachdem a > 1 oder a < 1 ist, und viertens, daß 
man mit einer einzigen Basis auskommen könnte. Um dieses Vierte 
in einer Formel auszudrücken, vertausche man in [40 2] zunächst die 
Buchstaben & und y: 


(ame — amv, (3) 
a" — b (4) 


und bezeichnet den gemeinsamen Wert der beiden Seiten von (3) 
mit &, so folgt: 


Setzt man hier: 
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eo) W=i, Brar’— 2, (5) 
daher, wenn (4), (5) «) und (5) ß) nach (2) umgekehrt werden: 
m = log,b, y =log,2, my = log, &, 


und also: 
log; x — log,«'- log, b. (6) 
Im besonderen ergibt sich für = a, da offenbar: 
log,a=1 (7) 
ist, die bemerkenswerte Gleichung: 
1 = log,a - log, b, (8) 


auf die schon in [36] verwiesen worden ist. Mit Hilfe von (8) kann 
man also (6) auch so schreiben: 
| log, & = log, : log, b = log, x : log, a (9) 
und umgekehrt: 
log,x = log, x - log,a = log, x: log, b, (10) 
womit der Übergang von einer Basıs zu einer anderen vollständig 
erledigt ist. 

43. Natürliche oder Napiersche Logarithmen und deka- 
dische oder Briggsche Logarıthmen. Der Modulus. Die in 
[41] eingeführte natürliche Basis e der Exponentialfunktion wird bei deren 
Umkehrung zur Basis der natürlichen oder, nach einem ihrer ersten 
Berechner, Napierschen Logarithmen. Bei ihrer Bezeichnung pflegt 
man statt log zu schreiben lognat oder auch In oder noch kürzer ], 
worauf alsdann die Basis e als selbstverständlich fortgelassen wird. 


Also: log, = lognatz = Inx = 1«. (1) 


Dekadische oder, nach einem ihrer ersten Berechner, Briggs- 
sche Logarithmen dagegen sind solche mit der Basis 10, welche 
in unseren Logarithmentafeln als selbstverständlich einfach fortgelassen 
wird, so daß: 

log,, 2 = logx (2) 
ist. Aus [429] folgt für b= e: 
log, x = Inz - log,e=In&: Ina. (3) 
Der konstante Faktor in (3) heißt der Modulus M des Loga- 
rithmensystems mit der Basis a. Er ist also: 
1 
lose: (4) 
Für Briggssche Logarithmen ist: 
a=10, 


also: log = Inz .loge=lInz:1n10. (5) 
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Der Modulus ist alsdann: 


M=1loge—,,,— 0,434 294 48 ..., (6) 
vgl. [215], und umgekehrt: 
j 1 1 s „ r 
ion, — n10 = 2,302 585. 09..., (7) 
also: 
log = M In = 0,4354 294 48... In, (8) 
Inc = 5X = 2,302 585 09... logx. (9) 


In unseren Logarithmentafeln stehen dekadische Logarithmen, 
und dies mit Recht. Denn die Basis 10 bietet als Basis unseres 
Zahlensystems so viel Rechnungsvorteile (man denke an Kennziffer 
und Mantissen) wie keine andere Basis. In den Formeln der höheren 
Analysis aber stehen natürliche Logarithmen und dies auch. mit 
Recht. Denn die Basis e bietet als natürliche Basis so viel analytische 
Vorteile (was später nachzuweisen bleibt) wie keine andere Basis. 
Weil man aber eben deshalb beim logarıthmischen Rechnen fast nur 
an die dekadischen, dagegen bei analytischen Entwicklungen fast nur 
an die natürlichen Logarithmen zu denken pflegt, so ist die Gefahr 
ihrer Verwechslung nicht klein, wo Rechnungen und analytische 
Formeln zusammentreffen. Man vergesse also in einem solchen Falle 
niemals (8) und (9), d. h. die Multiplikation mit M oder die Division 
durch M.') 


Übungen zu $4. 
1. log,8, log,2, log4, log4, log,4, log,4, 1080,001. 
2. In die gebrochene lineare Funktion: 


ara 
ER: +da 
sind für x irgend vier Werte x,, &,, &, %; eingesetzt und die zuge- 
hörigen Werte %,, Y,, Y, Y von % bestimmt worden. Es soll der 
Ausdruck: 
TR en 
(4 — %o) (& — %,) 
transformiert werden. 
3. Wann sind in der zu (2) genannten Funktion x und y ver- 
tauschbar. 


1) In jedem logarithmischen Handbuch finden sich kleine Tafeln zur Er- 
leichterung dieser Umrechnungen. 
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S 5. Die trigonometrischen und die areus-Funktionen. 


44. Während die Funktionen des vorigen Paragraphen von An- 
fang an aus der reinen Analysis ihren Ursprung ableiten und ihre 
geometrische Deutung durch Kurven nur der äußerlichen Veranschau- 
lichung dienen sollte, stammen die trigonometrischen Funktionen und 
ihre Umkehrungen, die arcus-Funktionen, von der Geometrie her als 
Funktionen, die aus der Betrachtung rechtwinkliger Dreiecke im und am 
Kreise hervorgegangen sind. Aber dies hat mit ihnen als Funktionen 
an sich gar nichts zu schaffen, denn als solche sind sie rein analy- 
tisch einzuschätzen wie alle andern auch. Welcher Art ist die Ab- 
hängigkeit, die sie ausdrücken, wie kann man rein analytisch an sie 
‚herankommen, als ob sie von vornherein rein analytisch gewesen wären; 
diese Fragen kennzeichnen den Standpunkt, von dem aus sie hier be- 
trachtet werden sollen. 

Bemerkt sei noch: Die trigonometrischen Funktionen heißen auch 
goniometrische Funktionen oder Kreisfunktionen. Die arcus-Funktionen 
werden auch zyklometrische Funktionen genannt. 


45. Winkel und arcus. Zur Messung der Winkel dient das 
Gradmaß. Der volle Winkel wird in 360° 1° in 60’, 1’ in 60” ge- 
teilt, was nebenbei gesagt für unser dekadisches Zahlensystem sich 
gar nicht eignet und nur geschichtlich 
erklärt werden kann als ererbt aus uralter 
babylonischer Kultur. 

Die reine Analysıs nimmt ein 
ganz anderes Maß! Sie ersetzt einen 
Winkel 9, wenn er in Gradmaß gegeben 
ist = 9°, durch einen Kreisbogen x, d.h. A 
durch einen arcus, in dem @ Zentri- 
winkel ist und hält sich daran, daß x bei gegebenem r proportional zu 
und bei gegebenem g proportional zu r ist. Es wird deshalb gesetzt: 


arg", ‚ch 


/ 
oder noch einfacher, wenn » zur Längeneinheit gemacht wird: 
arcy =x. (2) 
Da einerseits der volle Winkel = 360°, andererseits der Umfang 
des ganzen Kreises — 2ar = 2x ist, so folgt: 
[24 T 6 
are = 0.00) 


arc 560°= 2x, arcl’ = arc = 


7T IT 

180? 180 : 60 ? 
Ist also ein Winkel in Gradmaß gegeben = @° (die Minuten und 

Sekunden mögen in Bruchteile eines Grades umgerechnet werden), so 


ist der entsprechende arcus: 
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| zarcp' @,, (4) 
also z. B.: 
arc 90° —- I, arc60°-—, arc 45° — 7 (5) 


usw. Wird für x der Ziffernwert: 
= 3,141 592.653:589. 79 3 (6) 


eingesetzt, so dient (4) zur Umrechnung eines Winkels in einen arcus, 
der, wie seine Definition erkennen läßt, ein reines Verhältnis ohne Be- 
nennung ist, z. B.: | 


arc 1230457367 = 2,160.021 4... 


Ist umgekehrt der arcus als unbenannte Zahl x gegeben, so er- 

gibt die umgekehrte Rechnung den zugehörigen Winkel p im Gradmaß: 
180.x\ 0 

9-7) (7) 


IT 


Setzt man z. B: x =]1, so folgt: 
1 (2) = 57,29578°— 57017744,8°, (8) 


d. h. der Winkel 57°17’44,8” ist derjenige Zentriwinkel, für welchen 
der zugehörige Bogen gleich dem Radius ist. 

Für Messungen und Ziffernrechnungen dient das Gradmaß, da 
unsere Winkelmeßinstrumente in Grade geteilt sind und unsere trigo- 
nometrischen Tafeln nach Graden fortschreiten. Doch in den Formeln 
der Differential- und Integralrechnung benutzt man fast ausschließlich 
das arcus-Maß, welches sozusagen das natürliche Maß ist. Also 
ganz wie in [43]. Wie dort der Modul M eingeführt wurde zur Um- 
rechnung von natürlichen in dekadische Logarithmen, so dient hier 
die Zahl: 

57,295 78. 
als Faktor zur en eines arcus in einen Winkel, dagegen 
ihr reziproker Wert: 


En — 0,017 455 29. 


zur Umrechnung eines Winkels in einen arcus.!) 

Noch drei Bemerkungen. Erstens: Es darf x statt als arcus 
auch definiert werden als das Doppelte des Verhältnisses der Fläche 8 
des Sektors zum Quadrat über dem Radius, denn es verhält sich, da 
der Inhalt des Kreises K = xr? ist: 


1) In ar logarithmischen Handbuche finden sich kleine Tafeln : zur Er- 
leichterung dieser Umrechnungen. 
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pPprT 2 
Seoul) also 28— 002: 


oder nach (4), wenn r zur Längeneinheit gemacht wird: 

= 28 (9) 
(vgl. [63]). Zweitens: ‚| darf über 360°, also |x| über 2x hinaus 
beliebig fortgesetzt werden. Drittens: p, also auch x, erhalten ein 
Vorzeichen, welches dem Drehungssinn oder Umlaufssinn zu ent- 


sprechen hat [9]. Es soll eben x eine algebraische Zahl werden, 
welche alle Werte zwischen — oo und + oo durchlaufen kann. 


46. Die vier trigonometrischen Funktionen: 
sinz, €e0sX, tgx, cotgx (1) 


werden bekanntlich als positive oder negative Strecken in und am 
Kreise veranschaulicht, wie Fig. 15 zeigt, wo sie sämtlich positiv sind. 
Die ferneren Bezeichnungen: 3. 


sect = ——, 
cost 


cosec Ti = 


(2) 


sind kaum noch in Gebrauch. 
Aber auch tg x und cotg & 
gelten in der Analysıs als 
aus snxz und cosxz durch 


die Gleichungen: 


sinz 


sin 
to h 
= cosx 
OR WH 
cotg 2 — ——— 6) 
DO sin & ( ) 


zusammengesetzte Funktio- 
nen. Also blieben noch sin x 
und cos, die aber auch auf- 
einander sehr einfach und auf sehr verschiedene Weisen, z. B. durch 
die Formel: 


TU 


cost = sin (3 _ x) —= sin (= + 2) (4) 


zurückführbar sind, so daß eigentlich nur eine einzige wirklich selb- 
ständige trigonometrische Funktion übrig bleibt, was natürlich die 
analytische Auffassung erheblich vereinfacht. 

47. Die trigonometrische Funktion: 


y=sinx. (1) 
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I. Erster Quadrant. Durchläuft & wachsend alle Werte von 


0 bis 2 so durchläuft y auch wachsend alle Werte von O bis +1. 
Im besonderen ist in0O=0, sın——-+]1. 


Il. Zweiter Quadrant. Dechlisr x wachsend alle Werte von 

— bis x, so durchläuft y abnehmend alle Werte von +1 bis 0. Es 
it also ssnz=0. Der Gleichung für Supplementwinkel: | 
sin (x — X) = sin® (2) 
entsprechend ist der Verlauf in II. durch den in I. schon mitbestimmt 


2 ? 

von 1]. und Ill. liegen. Kurz ausgedrückt: Der Sinus nimmt in II. 
genau so ab, wie er in J. zunimmt. 

Ill. Dritter Quadrant. Durchläuft x wachsend alle Werte von 
x bis #7, so durchläuft y abnehmend alle Werte von O bis — 1. Es 
ist also ssin$zr—=— 1. Der Gleichung: 

| sin(e +x) = — sin® (3) 

entsprechend ist der Verlauf in III. durch den in I. schon mitbestimmt. 
Die Werte des Sinus kehren wieder, nur mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen. 

IV. Vierter Quadrant. Durchläuft x wachsend alle Werte von 
3 bis2r, so durchläuft y auch wachsend alle Werte von — 1 bis 0. 
Es ist also ssn2==0. Der Gleichung: 


sin2x7 —x)= — sin& (4) 
entsprechend ist der Verlauf ın IV. durch den in I. schon mitbe- 
stimmt. 


V. Die Formel: 


als Spiegelbild, da x — x und x symmetrisch zu —, dem Grenzwert 


| sin(2 +2kr) = sınz (5) 
drückt die Periode 2x aus, welche dem Sinus zukommt. Sie zeigt, 
daß der Verlauf von y uneingeschränkt bestimmt ist, wenn man ihn 
in dem Spielraum von = 0 bis x = 2 festgestellt hat. 

VI Aus I. bis V. folgt: 


Der Verlauf von y ist unbeschränkt bestimmt, wenn der Verlauf 
von y im ersten Quadranten, d. h. in dem Spielraum von <=0 bis 


Li = bestimmt ist. (Deshalb reichen ja auch die trigonometrischen 


Tafeln nur von 0° bis 90°.) 

VI. Stellt man sich x gerade gestreckt als Abszisse und y=sin& 
als zugehörige Ordinate vor, so wird (1) die Gleichung der Sinus- 
linie oder (nach ihrer Gestalt) der Wellenlinie. Sie zeigt, wie 
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Wellenberg und Wellental in größter Regelmäßigkeit ohne Änderung 
von Größe und Gestalt wiederkehren und wie sie in den Vielfachen 
von z, die „Nullstellen“ der Funktion sind, ineinander übergehen, 
während genau in den Mitten benachbarter Nullstellen die Maxima der 
Wellenberge und die Minima der Wellentäler liegen. Erstere sind 
— +1, letztere = — 1, und zwischen diesen beiden bewegt sich % 
periodisch hin und her von +1 bis — 1 und von —1 bis +1. 


48. Die trigonometrische Funktion: 


y= (085% (1) 


kann, wie bereits erwähnt, durch die Gleichung: 

cost = eu (5 — x) = sın (> + 2) 
auf die Funktion sinz vollständig zurückgeführt werden. Deshalb sei 
die Darstellung gegen vorhin erheblich abgekürzt: 

I. Im ersten Quadranten nimmt y ab von + 1 bis 0. Im zweiten 
Quadranten nimmt y auch ab von O bis — 1. Im dritten Quadranten 
nimmt y zu von —1 bis 0, und im vierten Quadranten nimmt y 
gleichfalls zu von OÖ bis + 1. Dabei wird in allen vier Fällen voraus- 
gesetzt, daß x wächst, von O bis —, von z bis x, von x bis 3” 
und von 3 bis 2x. 

Il. Die drei Formeln: 

a) cos(r — 2)=— cost, PB) cos(r +x%) = — cost, 

y) c0s(& + 2kr) = cos« (2) 
beweisen, daß der Verlauf von y= cos«x uneingeschränkt bestimmt ist 
durch den Verlauf im ersten Quadranten von <=(0 bs = — Aus 
(27) ist die Periode 2# erkennbar, in (2ß) wird ein Vorzeichen- 


wechsel bei Änderung um die halbe Periode x angezeigt, und (2 «) 
kündigt schon innerhalb der halben Periode von =0O bis == eine 
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Symmetrie der absoluten Werte an, die auch mit einem Vorzeichen- 
wechsel verbunden ist. 


III. Die Gleichung cos« = sin (> 2. x) beweist, daß die Cosinus- 
linie aus der Sinuslinie durch Verschiebung in der Richtung der x- Achse 
um — entsteht (Fig. 16). Sie ist also eine zur Sinuslinie kongruente 
Wellenlinie. Die Maxima und Minima sind auch +1 und — 1 und 
liegen in den Mitten benachbarter Nullstellen. Letztere sind aber 


jetzt die ungeraden Vielfachen von so daß gegen vorhin eine 


7 
? 
Vertauschung beider Arten von Stellen eingetreten ist. 
49. Die trigonometrische Funktion: 
y=tgx (1) 
sollte durch die Gleichung tgx = sinx:cosx auf sin® und cosz zu- 
rückgeführt werden. Es ergibt sich: 
I. Die Nullstellen von tgx fallen mit den Nullstellen von sin % 
z 
0 era (2) 
II. Die Unendlichkeitsstellen von tg fallen mit den Nullstellen 


. . . 7 
von cos« zusammen, sind also die ungeraden Vielfachen von 


zusammen. Sie sind die geraden Vielfachen von 


2 
+®=t3(+5)-t(4,”)-t(4,R)= (8) 


III. Vorzeichenwechsel findet in beiden Arten Stellen, also bei 
jedem Übertritt von x in einen anderen Quadranten statt. Wächst z, 
so wechselt in den Nullstellen das Vorzeichen von — zu + und ın 
den Unendlichkeitsstellen von + zu —. In letzteren springt dabei 
y urplötzlich von + co zu — x (vgl. [39]). 

Aber von diesen Unendlichkeitsstellen abgesehen wächst tg 
immer. Also durchaus anders als sinz und cosz, welche periodisch 
ab- und zunehmen. 

IV. Da sin& und cosz die Periode 2x haben, so hat tgx die 
gleiche Periode. Aber tgz hat sogar schon eine halb so große 
Periode, also die Periode z, denn es ist: 


sin(-+ x) N — sin® 


re er (#) 
Doch läßt die Gleichung: 
tem -2)=— tg (5) 


erkennen, daß in der zweiten Hälfte dieser halben Periode von O bis + x 
die absoluten Werte von y symmetrisch wiederkehren, aber mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. 
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V. Die Darstellung von (1) zeigt Fig. 17. Die Kurve zerfällt in 
unendlich viele kongruente Zweige, welche, den Unendlichkeitsstellen 
entsprechend, je zwei zur y-Achse parallele Asymptoten haben, der- 
artig, daß jede Asymptote an einen 
Zweig zugleich Asymptote an einen 
Nachbarzweig ist. Man sieht aber, 
daß zwischen zwei Asymptoten y 
nur wächst, wie in Ill. erläutert. 

50. Die trigonometrische 
Funktion: 


y= eotgx eler \ 


+ 


sis 
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I 
\ 
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wird am besten auf tgx durch eine : \ 
der beiden Formeln zurückgeführt: | N 
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+ 
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ß) eotgx —=tg (3 = 2) EBEN, 


+ 
“ 
+ 


1. Die Nullstellen von cotg& ı 
sind die ungeraden Vielfachen von : 
x:2. Die Unendlichkeitsstellen ! 
von cotgx sind die geraden Viel- | 


fachen von x:2. Vorzeichen- 
wechsel findet sowohl in den Null- 
stellen wie in den Unendlichkeits- 
stellen statt. Wächst x, so wech- 
selt in den Nullstellen das Vor- FL er 
zeichen von + zu — und ın den 
Unendlichkeitsstellen von — zu +.. In letzteren Stellen springt dabei 
y = cotg x urplötzlich von — oo bis + oo. Sonst aber gibt es keinen 
Wechsel von Abnahme und Zunahme, vielmehr nimmt y, von den 
Unendlichkeitsstellen abgesehen, immer ab. 

II. Die Funktion y=cotgx hat auch schon die Periode x. 
Es ist: 


_ 
Mu m mem min me ame m Aum mm um wu mb mei ee air mm u an 


--- -.2 


cotg(T + x) = cotgx. (3) 
Die Gleichung: 
cotg (X — X) = — cotgx (4) 


läßt erkennen, daß in der zweiten Hälfte der halben Periode von 0 
bis x die absoluten Werte von y symmetrisch wiederkehren, aber mit 
entgegengesetztem Vorzeichen. 

III. Die zugehörige Kurve zeigt Fig. 17 punktiert. Sie zerfällt 
in unendlich viele kongruente Zweige, welche den Unendlichkeitsstellen 
entsprechend je zwei zur y-Achse parallele Asymptoten haben, derart, 
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daß jede Asymptote an einen Zweig zugleich Asymptote an einen 
Nachbarzweig ist. Aber zwischen zwei Asymptoten nimmt y nur ab. 

51. In [44] bis [50] ist die analytische Auffassung der trigono- 
metrischen Funktionen eingeleitet, doch ihre Vollendung muß noch 
verschoben werden. ($ 25.) Die nun noch folgenden Formeln sind 
ohne Beweis aus der Goniometrie als bekannt entnommen zum Ge- 
brauch in vorkommenden Fällen. 


Er | Se sine | cos® | tgx | cotg« | 
0° 0 0 Lebe 0 00 
0 ir . a en ne 3 
ı 30 R ER Far V3 n V3 v3 
>0 wi Ba Vy 0, 
45 n 5 12 s V2 1 1 
0 44 A) 2x 3 A 
60 3 2 v3 2 v3 3 v3 
u = 1 0 00 0 
sin’z + co®r—=1, 1 -+to?x ET + cote’z —= BL; 
II 2 nz ‚cos? x? > Binz. 
1 1 1" 1 
er 
—— RR 
y=sina; csz=Y1l--y, re ee! x 
— 1 y? Y 
y=cosa; ine=V1- y, ee lg nn 
IM. r De 
v1" 8 y. 
1 
y= colgz; BL En spe, ee=-. 
ne V!i+y? Y 
sin (&, + %,) = sin%, 608%, + cosz, sinz,, 
sin (2, — %,) = SIN®, C0OSX, — C0SX, Sin«,. 
COS (X, + Ag) = C08X, COST, — SINX, SINZ,, 
IV. ı c08 (&, — &,) = 608%, C084, + sinz, sin, 
tgx, +tg& tgx, —tgx 
to (x a ee 2 4 Une ee 2, 
eig (2, + x,) __ cotg m, cotga, — 1 cotgx, cotgx, 41 


cotg a, + cotsa, ? etg (X, — %) — eotg a, —cotgx, 


51, 52, Goniometrische Formeln. 67 


. . 5 BR [4 . %, — Xp I, Tr Loy 
sin 4, SI N COBE Far; 

; i a © + 2% 
sinx, — sin, =2sin ,— 008, —, 

V. i 

+ - a — % 
c0s%, + C08S2, = 2sin - elle 
COSX, — 608%, = 2sın er sin un 


sin2r7 = 2sinz cos, 


VI c08 2% = cos? xs— sin’r=208%®°’—-1l1=1-—2sun?z, 


2tgx eotg?c —1 
zo, Ir — R 
tg 2% 1 tg’2? cotg 2% ae 
BR, 1—cosz 1 cos @ 
Sr EM Anne ee sw 
2 > 
te —=z sine= 2 Er R 
: jts a Paar. re 37 57 =7 297 
VII. | ee 
cotg x — - I 


IX. sine <a<tga ((<2<}). 


I. gibt einige vielgebrauchte Werte trigonometrischer Funktionen; 
II. gibt die sechs Beziehungen zwischen je zwei der vier trigonometri- 
schen Funktionen desselben arcus; III. zeigt, wie mittelst II. jede 
Funktion explizite durch jede andere ausdrückbar ist (die Vorzeichen 
der Wurzeln richten sich nach den Quadranten); IV. enthält die all- 
bekannten Additions- und Subtraktionstheoreme der trigonometrischen 
Funktionen; V. enthält Umformungen von IV.; VI. folgt aus IV., wenn 
u a et wird; VII. entsteht aus VI. durch han und 
Übergang auf den kenn arcus; VIII. ist eine Substitution, die später 
vielfach anzuwenden ist. Sie lehrt die trigonometrischen Funktionen 
zu entfernen, ohne daß Wurzeln auftreten; IX. endlich ist eine 
fortlaufende Ungleichung, die immer gilt, wenn x im ersten Quadranten 
liegt. Sie ergibt sich aus den Ungleichungen, Fig. 15: 


AOAP< Sektor DAP<AOAR. 


Da OA=1 gesetzt wurde, ist das erste Dreieck = 2 das letzte 


en. Der dazwischenliegende Sektor ist — — > [45 9]. Nach Multi- 


Beton mit 2 entsteht also IX. Eine ee Anwendung in [88]. 
52. Die arcus-Funktionen oder die zyklometrischen 


Funktionen. Sie werden bezeichnet als: 
h® 
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arc (sin = x), arc (608 = x), are (tg = x), arc (cotg=x) (1) 
und werden erklärt als die Umkehrungen der trigonometrischen 
Funktionen, wie die Wurzeln als Umkehrungen der Potenzen oder 
Logarithmen als Umkehrungen der Exponentialfunktionen. Also die 
beiden Gleichungen: 


eo) y=arc(sin=x) Pf) 2=siny; oder (2) 
ae) y=arc(cos—=xX) P) r=cosy; oder (3) 
„e) y=-arc(tg=z) P) z=tgy; oder (4) 
eo) y=arc(ootg—-x) P) r—=cotgy (5) 


sollen ein und dieselbe Abhängigkeit ausdrücken, nur in ver- 
schiedenen Formen. 


J. Man schreibt die arcus-Funktionen mit Fortlassung des Gleich- 
heitszeichens und der Klammer auch kürzer: 


arcsinx, arccosx, aretgx, arccotgw. (6) 


Dafür drückt die Schreibweise (1) den Sachverhalt etwas deutlicher ° 
aus, nämlich, daß es sich um einen arcus handelt, dessen Sinus (oder 
cosinus, oder tangens, oder cotangens) = x gesetzt worden ist, während 
(6) den Anfänger leicht dazu verleitet, an den sinus „von“ x usw. 
zu denken. 


Il. Jeder Satz, jede Formel über trigonometrische Funktionen 
kann folgerichtig im einen Satz, eine Formel über arcus-Funktionen 
umgekehrt werden. Freilich ändert sich dabei die äußere Form oft 
vollständig, wie sich sofort zeigen wird. Zunächst halte man sich 
gegenwärtig, daß ein sinus und ein cosinus alle Werte zwischen + 1 
und — 1 annehmen können, einschließlich dieser Grenzen, darüber 
hinaus aber nicht gehen. Daher: 

Ill. Die Funktionen are (sin = x) und arc(cos=x) sind (im Be- 
reich reeller Zahlen) nur möglich für x, <1. Die beiden Aus- 
drücke z. B. 

are(sin=+T), arc(sin=—5) 
sind völlig leer [16] (ehe man komplexe Zahlen einführt, $ 28). 


IV. Dagegen kann ein tangens oder ein cotangens alle Werte 
von — © bis + 00 annehmen, also sind die Funktionen arc (tg = &) 
und are (cotg = &) immer möglich. 

Ferner: Wie in [44] bis [50] wiederholt bemerkt, gehören zu 
ein und demselben arcus unzählig viele andere arcus, welche den- 
selben sinus oder cosinus oder tangens oder cotangens haben. Also 
umgekehrt: 


V. Die areus-Funktionen sind unendlich vieldeutig. 
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Man müßte daher z. B. are (sin—=) eigentlich nicht den, sondern 
besser einen arcus nennen, dessen sinus = x ist. So ist: 


sin = sin 30° — 5, aber auch [472]: 


Dr und ganz allgemein [475]: 


sın ( .) — sın 
RE 6 2 


sin (z + 2 kz) —= sin F + 2 ka) — 4, 
wo k irgendeine ganze Zahl sein darf. Ebenso ist: 


cos — ıy2, aber auch: 
£17 re . 
a 
cos ( ) — 1Y2, und ganz allgemein: 


cos (z +2 ka) = 008 (— T +2 km) — 192. 


VI. Die Zahl 2x oder die Periode der trigonometrischen Funk- 
tionen wird zum Periodizitätsmodul der arcus-Funktionen. Zwei. 
der letzteren, nämlich are(tg—=x) und are(cotg—=x) haben sogar 
schon den Periodizitätsmodul x [49 IV]. Dafür bleiben aber, wie so- 
eben an zwei Beispielen gezeigt, arc (sin — x) und arc (cos = x), selbst 
abgesehen von ihrem Periodizitätsmodul 2, noch zweideutig. 


53. Aufhebung der unendlichen Vieldeutigkeit der 
arcus-Funktionen und ihre Verwandlung in Eindeutigkeit. 
Sie kann nur durch Beschränkungen der Spielräume des arcus erzielt 
werden, wie z. B. durch folgende: | 

Vereinbarung: 1. are(sin=r) und are(tg=x) werden 
zwischen — 5 und + — genommen. Il. are (cos= x) und 


arc(cotg— x) werden en O und x genommen. 
Diese ee ua erklärt sich so: Geht nach I. der arcus von 


= u bis + —, so geht sein sinus von — 1 bis + 1 und sein tangens 


von — © bis + 00. Dabei werden alle Zwischenwerte durchlaufen, 
und zwar jeder nur ein einziges Mal, so daß der sinus jeden Wert 
von —1 bis +1, also jeden für ihn überhaupt möglichen Wert, und 
der tangens jeden Wert von — ©© bis + oo, also auch jeden für ihn 
möglichen Wert wirklich einmal, aber auch nur einmal erhält. 

Für are = x%) ne aber I. gänzlich verfehlt. Denn geht der 


arcus von — bis + so geht sein cosinus erst von O bis + 1 


3 
und dann sn von +1 bis 0. Es würden also zu jedem positiven’ 
Wert des cosinus zwei arcus, dagegen zu jedem negativen Wert gar 


kein arcus gehören. Für arc (cotg = x) würde sich zwar eine gleich 
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schwere Unzulänglichkeit nicht ergeben, wohl aber ein anderer Übel- 
stand, nämlich, daß der Sprung von + oo zu — 00 in die Mitte des 
Spielraums für den arcus fiele (statt an seine Grenzen). Deshalb gilt 
für are (cos= x) und für arc(cotg —x) die Vereinbarung Il. Man 
überzeugt sich sofort, daß der cosinus alsdann wirklich alle Werte 
von +1 bis — 1 und der cotangens ohne Sprung alle Werte von 
+ oo bis — oo durchläuft, und zwar jeden Wert nur ein einziges Mal. 
Damit sind die arcus-Funktionen eindeutig geworden, z. B.: 


are (in =) +7; are (in —,)-— 4, 
arc(cs-,V2)-7; are (os- — V2)=-r-7 42, 
> TT o 7T 
arc(tg— 3) =, arc(ts-—V3)--5; 
are (otg= +@)=0, arlotg=- —- m)—n. 
Allgemein ist nach den Vereinbarungen I und II 
are(in=—r)=—arl(sin=r),; ar(tg=-— r)=-—arltg—%); 
arc(os= — 2) = x — arc (cos = X); a) 
arc (otg = — 7) = nr — are(otg—= x). 


Selbstverständlich können die Vereinbarungen I und II jederzeit 
wieder aufgehoben werden, und dies muß sogar geschehen, wenn man 
in einem gegebenen Falle sich überzeugt hat, daß der betreffende 
arcus den ihm nach I. und II. zugewiesenen Spielraum wirklich über- 
schreitet. Überhaupt haben sie vornehmlich den Zweck, unter all den 
unendlich vielen Werten des arcus zunächst einen einzigen heraus- 
zugreifen als Vertreter der übrigen. Schließt man diesen einen in 
eckige Klammern ein, so ist ganz allgemein nach [44] bis [50] 


a) entweder: arc (sin = &) = [are (sin = a)] + 2kr, 


oder: arc(sin=%) = a — [are (sin = a)] + 2kr; 
b) entweder: arc (cos = x) = [arc (cos = x)| + 2kz, 

oder: arc (cos = X) = — [arc (cos = z)] + 2kx, (2) 
c) entweder: arc (tg = x) = [are (tg = x)] + 2kz, 

oder: arc(tg—=x) =r+ lare (tg = o)] + 2kz, 
d) entweder: arc (cotg = x) = [are (cotg = a)] + 2kz, 

oder: are (cotg—= x) = 7 —- [are (cotg = 2)] + 2ka. 


54. Es bleibt übrig, noch einige Grundformeln der Goniometrie 
umzukehren in Formeln der arcus-Funktionen; z. B. die Formel [464]: 


sin (7 — y) — c08 y, 
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wo y statt x geschrieben ist. Der gemeinsame Wert sei =%, also: 
. PLZ 
sin (> —y)=2, coy—t, 


und nach Umkehrung ([522] und [523]) 


Z — y=arc(sin—f), Yy-arc(cos = %), 
also 
are (sin=xX) +arc(cos= X) — = ; (1) 
und ebenso: 
are (tg = X) + arc (cotg = x) = — (la) 


Wegen der unendlichen Vieldeutigkeit sind diese Gleichungen nur 
unter Einschränkungen richtig. So ist z. B. (1) so zu verstehen: zu 
jedem der unendlich vielen Werte von arce(sin=xr) gibt es einen 


. T» 
Wert von arc(cos=x), so daß ihre Summe = 5 Ist. Im besonderen 


gelten (1) und (1a), wenn die Vereinbarungen [53] innegehalten werden. 
Ferner nehme man [51 1lIl], schreibe aber y statt x und x statt 
y, also z. B. ye 
z=siny, Vl—-x= cosy. 
Man kehre beide Gleichungen um in: 


y=arc(sin=x), y=arclos—-y1- 22), 


‚are (sin — x) = are (cos = Yl— 2°). 


mithin: 


Verfährt man in dieser Weise mit dem ganzen Systeme [51 III], 
so verwandelt es sich in: 


Fe DUNST % \ 
arc (sin — x) — arc (cos — Yl — x?) = are (ts ) 


u Ber: 
are (eotg — Ks) f 


x 


ee FRE” \ 1— x? 
are (cos — x) = are (sin=YV1l— x?) = arc (ts Re ) 


ee leo 
— ( & ae ) ? 


are (te, 7) — Arc (eotg == =) a (sin = Te), 
| 2: 
— are (cos = - 
er Vita:!’ 
arc (cotg = x) = arc (tg — =) = arc (sin e a) 
a, 


are (eos — N 
Vi+te? 
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Es folgt die Umkehrung von [51] IV. Man schreibe zunächst 
y, und 9, statt x, und %,, also: 


sin(y, + Y;) = sin yı C08Y + 608 y, Sin y = &, Vi-a22ız,Vl 22 


wenn siny —&,, inyy= x, gesetzt und [51] III. berücksichtigt wird. 


Die Umkehrung ergibt: 
y+9—arclkm- m, VYl—a?+2 yi-22), 


sowie: 
y=ac(in=-z), „=arc(sıin—=%), 


folglich: 
are (sin=2,) + arc (sin a,) = arc (sin= 4 VYl— 23? +2, V1— 22). 
So verfahre man mit allen acht Formeln [51], IV. Es wird: 


arc(sin =) +arc(sin =) = are(sin =, V1- 22° +0, V1- 2°) 


arc (cos =a,)+are(cos =,)=are (cos =, FVl— a? .V1-232) 


De 
arc(tg —x,)+tare(tg =%,)=arc (tg re De 
are (cotg=x,) + arc (cotg— X,) = arc (eotg— nt.) 

Al 


Daß man bei (2) und (3) ebenso wie bei (1) auf die unendliche 
Vieldeutigkeit der arcus-Funktionen und außerdem auf das doppelte 
Vorzeichen der Wurzel gehörige Rücksicht zu nehmen hat, versteht 
sich von selbst. Man nennt (5) die Additionstheoreme der arcus- 
Funktionen. Sie entsprechen so offenbar dem allbekannten Additions- 
theorem für die Logarithmen: | 

log x, + log, — log (&,8,), (@) 
daß man auf den Verdacht einer inneren Verwandtschaft beider Funk- 
tionsarten geraten könnte. Wie gerechtfertigt er ist, wird $ 28 
zeigen. Ganz nebenbei sei erwähnt, daß Abel ein sehr allgemeines 
und für die Spitzen der Analysis äußerst wichtiges Additionstheorem 
aufgestellt hat, von dem diese hier die einfachsten Fälle vorstellen. 

Setzt man noch in (3) 2, =2, und nimmt links das +-Zeichen, 
so folgt noch: 


2 art (sin 2) = are (sin —2r y1l— 22) 3 
2arc(cos=x) = arc(cos = 27° — 1), 


Z2are(tg— x) = arc (tg nn a) (5) 


2 are (cotg—= x) = arc (eotg nn ’—) ; 


Die Additionstheoreme sind zu den Theoremen über die Ver- 


(3 
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doppelung eines arcus geworden. Offenbar sind (5) die Umkehrungen 
von [51] VI. Ihnen entspricht die logarithmische Formel: 


2logx = log (#?). (6) 
So wie bei Ableitung von (1), (2), (3) und (5) geschehen, könnte 


jede Formel der Goniometrie in eine Formel für arcus-Funktionen 
verwandelt werden. Doch genügt das Gegebene wohl durchaus. 


Übungen zu 85. 


1. Den Winkel 273°14’37,6” in einen arcus zu verwandeln (auf 
sieben Stellen genau.) 

2. Der arcus ist 3,741569, wie groß ist der Winkel. 

3. Durch Übergang von n» auf n-+ 1 sind zu berechnen sin3gy, 
c0os3p, tg3p, cotgdgp; sin4p, cos4p, tg4p, cotg4y,... bis sin69Y, 
cos6Y, tg6yp, cotg6yY. 

4. arc (sin—= +0,35267), are (tg=— 3,33333), are (cos=—0,71463), 
are (cotg = + 1,23456) sollen mit einer fünfstelligen Logarithmentafel 
aufgefunden werden (fünf Stellen). 


S$ 6. Zusammengesetzte und implizite gegebene Funktionen. 
55. Ausdrücke von der Form: 


fd +; FH; Ze () 
in denen Funktionen durch Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und 
Dividieren zusammengesetzt werden, sind in den Formeln der Mathe- 
matik sehr gewöhnlich, z. B.: 


t _ sin re. 
3 OLE = 

Häufig auch tritt an Stelle der einen Funktion eine Konstante, 
so daß Verbindungen entstehen wie: 


fd) +0, fd—0, af), @) 
welche auf das Addieren einer Konstanten C oder — Ü, oder auf das 


Multiplizieren mit einem konstanten Faktor a oder = (vgl. [36]) zu- 


rückkommen. 

Solche einfachen Zusammensetzungen kann man beliebig wieder- 
holen und untereinander zu mehrfach zusammengesetzten Funktionen 
verknüpfen, z. B.: 

C-SINX 
1+cos® 

Hier ist zunächst eine Division, dann im Zähler eine Multipli- 
kation und”’im Nenner die Addition einer Konstanten auszuführen. 


» 
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Ist ein Funktionsausdruck auf diese Weise sehr lang geworden, so 
kann es zuweilen schwierig werden, ihn mit einem Blick zu umfassen. 
Man muß sich also einige Übung verschaffen in der schnellen Durch- 
dringung solcher Ausdrücke. Auch versteht sich, daß man die mög- 
lichst einfache Form zu erzielen suchen wird, etwa durch Ver- 
wandlung von Doppelbrüchen in einfache Brüche, durch Absonderung 
gemeinsamer Faktoren oder die umgekehrte Rechnung, durch Verein- 
fachung von Wurzelausdrücken, wenn dies möglich ist usw. 


56. Funktionen von Funktionen sind Ausdrücke, wie: 


. n 5 e\ 
en? In(cos&), Vare(sn=x), 
in denen eine Funktion sozusagen in eine andere eingeschaltet wird. 
Ihr allgemeinstes Symbol ist: 


IN y=f(p(&)); 


welches zu erkennen gibt, daß y zunächst diejenige Funktion sein soll, 
welche durch den Buchstaben f vertreten wird, daß aber in f an Stelle 
der ursprünglichen Veränderlichen eine Funktion derselben zu setzen 
ist, nämlich eben die, welche durch den Buchstaben @ vertreten wird. 
Fügt man letztere Funktion als Zwischenveränderliche 2 ein, so läßt 
sich I. auseinanderziehen in die Funktionen f und g: 


1. y=Y); II. z=gp(&), 


wie auch umgekehrt I. rückwärts durch Zusammenziehen von ll. und 
Ill. entsteht, wobei die Zwischenveränderliche z, die in Il. unabhängige, 
in III. aber abhängige Veränderliche ist, wieder aufgegeben wird. In 
den drei Beispielen wird: 


T. | I. III. 
y-flo@) y=fl), 2—= p(@) 
ach ıy=e, 2=sinft 
y= In (608€) 4 Ing, 2= 008% 

y— Varc(sin=&) | y-Ya, 2= arc(sin—=«) 


Solehe Funktionen von Funktionen trifft man in mathematischen 
Formeln sehr häufig an, z. B.: sin®z + cos®z=1. Denn sin?z ist 
—- (sin«)”’ =? (für z=sin«e) und cos?z ist =(cosz)’=z2? (für 
2—=c0s%). Es seien noch folgende allgemeine Bemerkungen angeknüpft. 

Erstens. Ausnahmsweise können die beiden Funktionen f und 
p zu einer einzigen Funktion verschmolzen werden, z. B.: 


(29) = a4 9 al. ® 
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Ja, zuweilen kann diese Verschmelzung zur ursprüglichen Ver- 
änderlichen x zurückführen [58], z. B.: 


Va) -®. 
In der Regel aber bleibt die Funktion von einer Funktion das, 
was sie ist, wie: 


: n = 
en® oder In(eosx) oder Yare(sn=x). 
Zweitens. Ausnahmsweise können die beiden einzuschachtelnden 
Funktionen miteinander vertauscht werden. Es ist dann: 


fe@)=y(fw), 
z.B.: (= (= aR, (Ve) =Vle)=o. 
In der Regel aber ist eine solche Vertauschung nicht erlaubt. 
So sind: 
EHE UDdE RK sin (9) 
offenbar ganz und gar nicht identisch. 
Dr ar Ist p(«) eine gegebene Funktion, so entsteht eine 
beliebige Funktion einer gegebenen Funktion. Es sei z. B.: 
o@)=axc+b, etwa p(a)=—x oder pla)=z-+h, 
also: 


f(p@) = fax + b), etwa fig) = f(- 2) oder (pa) = fle + M). 

Solche Fälle treten namentlich ein, wenn man die anfängliche 
ursprüngliche Veränderliche verlassen und an ihre Stelle eine andere 
ursprüngliche Veränderliche einführen will. Erstere heiße x, letztere 
heiße &,. Dann muß bei einer solehen Transformation x durch &, 
ausgedrückt werden: 

Ks PK); 

worauf irgendeine Funktion von x zu einer Funktion von einer Funktion 
von x, wird. Aus f(x) wird f(p(z,)). 


So, wenn man den Anfangspunkt auf der «-Achse um ein Stück 


a verschiebt, lautet die Transfor- 0 0, p 
mationsformel: = 2, +a und BEE Een Teaser Bu 
aus f(x) wird f(x, + a). (Fig. 18.) DRAN 


Solche Einführung neuer Ver- 
änderlicher geschieht meist in der Absicht, eine Vereinfachung zu er- 
langen. Es sei z. B. gegeben: 
y-hR+2cHtT; 
es sei: = 4, — 1, so wird: | 

y= (4-1 +2, — 1) +7 =2’-22.,.+1+22%.,—-2+7, 
oder: 
y=2°+6. 
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Man sieht, das Glied ersten Grades ist „verschwunden“, Der 
quadratische Aeer ist „gereinigt“ [72]. 

Viertens. Ist die Funktion f gegeben, aber die Funktion p be- 
liebig, so entsteht eine gegebene Funktion einer beliebigen Funktion 
2. BA), np), Vy(x) usw. In dem besonders einfachen Falle: 
f(2) = a2 + b erhält man: 


/(p(@)) = ap(x) +b, 


was wieder auf [552] zurückkommt, nur @ statt f. 


57. Die in [55] und [56] beschriebenen Methoden, Funktionen 
zusammenzusetzen, kann man als besondere Fälle der folgenden all- 
gemeineren Methode ansehen. Es sei y zunächst gegeben als Funktion 
beliebiger vieler Veränderlicher [35]: 

E VER lErU Te, 

und nun seien für 2, u, ... beliebige Funktionen von x gesetzt: 
N ae fo ee 

so entsteht die zusammengesetzte Funktion von x: 


IM. y=Flf@, g@, ...). 


Nimmt man zwei Zwischenveränderliche z,u und für F' eine ge- 
gebene Funktion von 2 und u, z. B.: 
Fea,u)=2+4u; 2-u; =, 
so entsteht wieder [551]. Beschränkt man sich aber auf eine 
Zwischenveränderliche z, läßt dagegen F' willkürlich, so entsteht die 
Funktion einer Bunkkon: 

Vi Ff@), 

also [56] I, nur F statt f, und f statt @ geschrieben. | 

Nunmehr ist wohl völlig klar, was man unter zusammengesetzten 
Funktionen versteht. Wie schon in [55] bemerkt, können sie unter- 
einander oder wieder mit einfachen Funktionen beliebig oft zu 
doppelt, dreifach, ... zusammengesetzten Funktionen zusammengesetzt 
werden. So entstehen z. B. die Funktionen von Funktionen von Funk- 
tionen: 


y=f(pyı@))), 


welche sich erst durch zwei Zwischenveränderliche 2 und u in ein- 
fache Funktionen: 


LER (2), = p(u), ee v(®) 
zerlegen lassen, wie: 


— sin (x® u ze ar — y93 
yaer) in Ayers een vl, 
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Sodann die Funktionen von Funktionen von Funktionen von 
Funktionen usw. Ein besonderer Fall entsteht, wenn man eine 
Funktion immer mit sich selbst zusammensetzt. Man nennt das 


„Lterieren“: 
Bea leer. zB: 
sinz, sin(sinx), sin (sin (sin«)),... 


58. Entwickelte und unentwickelte, oder explizite und 
implizite gegebene Funktionen. Alle bisher betrachteten Funk- 
tionen einer Veränderlichen «& sind unmittelbar durch Funktionsaus- 
drücke f(x) gegeben. Mögen sie einfach oder zusammengesetzt sein, 
das soll hier nichts gelten. Solche Funktionen heißen auch ent- 
wickelt oder explizite gegeben. 

Dagegen nennt man eine Funktion mittelbar, unentwickelt oder 
implizite gegeben, wenn sie zwar irgendwie durch Bedingungen be- 
stimmt oder doch bestimmbar ist, aber der Funktionsausdruck selbst 
fehlt oder noch fehlt, also erst entwickelt werden müßte, worauf man 
aber häufig aus triftigen Gründen verzichtet. Die einfachsten sind die 
folgenden drei Arten, aufgeführt unter [58], [59], [60]: 
| Umkehrung einer explizite gegebenen Funktion. (Ver- 
‚tauschung der abhängigen mit der unabhängigen Veränderlichen.) Ist 
x eine Funktion von y, so ist auch y eine Fnnktion von x. Gibt 
man erstere explizite durch einen Funktionsausdruck: 


z=f(y), (1) 


so entsteht oder würde entstehen die umgekehrte Funktion: 


y= p(R) (2) 
durch Auflösung von (1) nach y. Beispiele solcher Umkehrungen 
sind wiederholt in $ 4 und $ 5 aufgetreten; so ergeben: . 


' | DEU Ne sin, 
durch Umkehrung: 
y=y&, y=Ina, y=are Kal a 

Man hat eben diese Umkehrungen durch besondere Zeichen und 
Namen als Wurzeln, Logarithmen, arcus-Funktionen gleichsam selbst- 
ständig gemacht, um auch sie als explizite gegebene Funktionen be- 
handeln zu können. Aber so hochwillkommen diese Erweiterung auch 
ist, reicht sie doch nicht aus zur allgemeinsten expliziten Darstellung 
von (2) aus (1). Ein klassisches Beispiel bietet die Keplersche 
Gleichung [319]: 
M=E-esinE, (3) 
durch deren Umkehrung E als Funktion von M bestimmt werden 
würde. Doch reichen zur Auflösung von (3) nach E die gewöhn- 
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lichen Methoden nicht aus, „propter arcus et sinus heterogenitatem“, 
wie Kepler sich ausgedrückt hat. Man muß vielmehr Annäherungs- 
methoden, (z. B. die von Newton $ 22) oder unendliche Reihen usw. 
gebrauchen. n 

Man kann aber auch ganz auf die Umkehrung von (1), also auf 
(2) verzichten und bei (1) bleiben, aber mit dem Hintergedanken, daß 
man doch eigentlich y als Funktion von x betrachten wolle. Und in 
diesem ganz besonderen Sinne soll durch (1) die Größe y implizite 
als Funktion von x gegeben gelten. 

Durch Einsetzen von (2) in (1) oder von (1) in (2) ensteht: 


=f(P@), y=y(fW), (4) 


d.h. die Zusammensetzung zweier Funktionen, die Umkehrungen von- 
einander sind, führt zur ursprünglichen Veränderlichen zurück, z. B.: 


Vz Ren Vor ER eu lf (e*) —gsm (are (sin == 2.) =:.Art (sin —=sın x) 


usw. Umgekehrt: Ist (4) erfüllt, so sind die Funktionen f und 
Umkehrungen voneinander. Denn setzt man in (4): y=g(x), so 


folst <= f(y). 


59. Es ist eine beliebige Gleichung zwischen & und y 
gegeben. Wenn man, wie es üblich ist, alle Glieder auf die linke’ 
Seite bringt, so daß rechts nur O steht, so wird also verlangt, daß 
eine gegebene Funktion von z und y verschwinden soll: 


Fay)=0. (1) 

Man müßte (1) nach y auflösen, um die explizite Darstellung 

von y als Funktion von & zu erhalten, während die. Auflösung nach 

x umgekehrt x als Funktion von y ergeben würde. Es sei etwa die 
Gleichung vorgelegt: 


22° — Bay + 45er +6y—-T=0. (2) 
Die Auflösung nach y ergibt: 


ya Ve (3) 


Die Auflösung nach x ergibt: 


vo 3y +5 V By —ısy+s (4) 
4 
In anderen Fällen kann die Auflösung von (1) nach x oder y 
erhebliche Schwierigkeiten bereiten oder auch nach den gewöhnlichen 
Methoden gar nicht möglich sein. So ist die an sich doch gar nicht 
so verwickelte Gleichung: 


P—3y HT —I-0, (5) 
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wie die höhere Algebra lehrt, weder nach x noch nach y algebraisch, 
d.h. durch Wurzelausdrücke lösbar. 

In solchen Fällen bleibt man oft bei (1) stehen, mit dem Hinter- 
gedanken, y implizite als Funktion von x zu betrachten. Aber selbst 
dann, wenn man die Wahl hat zwischen (1) und der expliziten Form: 


MT (X) ’ (6) 
so nimmt man durchaus nicht immer (6), sondern sogar oft viel 
lieber (1). Denn bei näherer Betrachtung zeigt sich (1) oft viel ge- 
eigneter, besonders für analytische Zwecke. Wenn z.B. f(x) Wurzeln 
und Brüche enthalten sollte, so kann trotzdem F'(x, y) von Wurzeln 
und Nennern frei gehalten werden, indem man die Wurzeln durch 
Potenzieren, die Nenner durch Multiplizieren entfernt, was beides 
immer möglich ist. Man blicke etwa auf (2), (3) und (4). 

Als zweiter Vorzug von (1) kann hervorgehoben werden, daß die 
Wahl offenbleibt, ob man y als Funktion von x, oder x als Funktion 
von % betrachten wolle. Es werden eben in diesem Sinne © und % 
in (1) ganz gleichmäßig behandelt, wobei die Unterscheidung zwischen 
abhängiger und unabhängiger Veränderlicher an Schärfe verliert, ja 
sich: bei allgemeinster Auffassung in gegenseitige Abhängigkeit 
auflöst. | 

Übrigens enthält (1) ja die explizite Funktion oder die Um- 
kehrung einer solchen als besondere Fälle, wenn man statt y= f(x) 
oder x = f(y) schreibt y — f(x) = 0 oder 2 — f(y) =, denn die linke 
Seite wird alsdann eine Form F(x,y), allerdings eine, die in bezug 
auf y oder x äußerst einfach ist. 


60. Die Parameterdarstellung oder die Darstellung 
durch eine dritte Größe. Wenn x und y explizite als Funktionen 
einer dritten Größe, des sog. Parameters gegeben sind: 


«) ı=opÜ), P) y=vÄ(), (1) 
so ist hiermit y zugleich implizite eine Funktion von «. Um sie 
explizite zu erhalten, müßte man (l1«) umkehren, was ergeben möge: 
t=4(x) und nun in (1) einsetzen. Es würde folgen: y=»(A(a)), 
womit y als Funktion von einer Funktion von x erscheint. Würde 
(1ß) nach # aufgelöst und dann in (1«) eingesetzt werden, so erhielte 
man umgekehrt x als Furfktion von y. Man kann aber auch £ so eli- 
minieren, daß eine Endgleichung von der Form F(x,y) = erhalten 
wird, was auf [59,] führen würde. 


Beispiele: Gegeben sei VIII. [51] 


2 1—t? 
@) a ET, P) WATTE (2) 
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Um Wurzeln zu vermeiden, löse man (ß) nach £? auf: 
1— y 
1% 


und setze in den Nenner von (2«) ein. Es folgt: 


0 — 


| 2t( 
ag lH) oder = or 


Man hat also t und ??, daher: 


N ZUIATR 
ka ee = (1 — Y)Al +9), 
e+yp—1l=0. (3) 
Bereitet die Elimination des Parameters t erhebliche Schwierig- 
keiten, so behält man (l«) und (1) bei mit dem Hintergedanken, 
daß y implizite eine Funktion von x sein soll. Ja, zuweilen führt 
man sogar absichtlich hinterher einen Parameter ein, obgleich y ex- 


plizite ah: durch eine Gleichung gegeben ist. Als Bea diene die 
Gleichung des sogen. Cartesischen Blattes, (Fig. 19): 


ee +ypP—asy=d0. MN 


Wird t=y:& als Parameter eingeführt und y= tx eliminiert, 
so folgt <® +t?a2?= atx? und hieraus: 


ee, (6) 


Diese Parameterdarstellung ist wirklich vortrefflich. Denn x und 

y sind sehr einfache rationale Funktionen [70] von f, während in (4) 

die Berechnung von y oder & 

auf kubische Gleichungen führen 
würde. 

Die Parameterdarstellung (1) 
erfreut sich namentlich in der 
Mechanik einer besonderen Be- 
liebtheit, weil hier die Zeit £, ge- 
rechnet von irgendeinem Augen- 
blick an, sich als Parameter 
geradezu aufdrängt. Denn die 
Lage „des beweglichen Punktes, 
also gerade das worauf es an- 
kommt, ist dann in jedem Augen- 
blick durch (1) bestimmt. Will 

Fig. 19. man die Bahn selbst haben, so 
eliminiere man £. Als einfaches 
Beispiel diene der schiefe Wurf (Luftwiderstand nicht berück- 
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sichtigt, Schwere nach Größe. und Richtung konstant gesetzt). Die 
Formeln (1«) und (1) lauten hier: 


GE 2.— 0, 080 1: ß) y-osina-t— It? (6) 


Es bedeuten: # die Zeit, 
x die Abszisse, y die Ordi- 
nate des beweglichen Punk- 
tes, v, die Anfangsgeschwin- 
digkeit, « den Abgangswinkel, 
g die Fallbeschleunigung. Um 
die Bahn selbst zu erhalten, 
berechne man aus der ersten 
Gleichung £ und setze in die zweite ein. Man erhält: 


Y— LrtO0- Boca (7) 


Die Bahn ist also eine Parabel, deren Hauptachse zur y-Achse 
parallel läuft (Fig. 20) [72]. 

Wenn die Bewegung nicht in einer Ebene vor sich geht, so muß 
man ein räumliches Koordinatensystem xyz zugrunde legen. Statt 
der zwei Gleichungen (1«) und (1) entstehen dann drei 


<= fl), y=yl), 2=u). 

In der Geometrie ist der Parameter meist ein Hilfswinkel oder 
eine Hilfsstrecke oder sonst eine Hilfsgröße, durch welche die Lage 
des „laufenden Punktes“ bestimmt wird. Als Beispiel diene: 

Die gemeine Zykloide (Fig. 21). Sie ist die Kurve, welche ein 
fester Punkt des Umfanges eines auf einer Geraden rollenden Kreises 


\27 


Fig. 21. 


beschreibt. Es sei r der Radius des Kreises, 0 die (oder vielmehr eine) 
tiefste Lage, P eine beliebige Lage des Kerken Punktes, * ONP=p 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 
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— 


der abgerollte Zentriwinkel (als arcus). Da beim Rollen einer Kurve 
auf einer andern die Längen der abgerollten Kurvenstücke gleich sind, 


so folgt: 
Strecke OQ = arcus PQ=rp und ferner: 


—-— OU=-00-UQ=rp—rsing, 
= UP=SON-LNerT FEN Dg 
also: 
| eo) z=r(p— sing), B y-rli Teepe 
Damit ist eine sehr vorteilhafte Parameterdarstellung der Zykloide 
gewonnen. Der Parameter ist 9. Setzt man g=(, so wird 2=(, 
y= 0; man kommt wieder auf O0 zurück. Setzt man =, so wird 
x=rvn, y=2r; P hat den Scheitel 5 erreicht. Setzt man = 2z, 
so wird <=2rz, y=(0; der Kreis ist einmal herumgerollt, P hat 
wieder die tiefste Lage in A inne. Setzt man 9 > 2z, so beginnt 
ein zweiter, dem Bogen OPSA kongruenter Zykloidenbogen, ebenso 
wie, negativen Werten von @ entsprechend, dem Bogen OPSA be- 
liebig viele kongruente Bögen links vorangehen usw. 
Man könnte g eliminieren. Aus (8ß) folst: 


J 


ary— Er 
Y Vers i p = are (cos-—2), 


cosp = —, sing = r 
also in (3«) eingesetzt: 
= rarc (eos — —) —V 2ry — 2. (9) 


In (9) ist x explizite durch y ausgedrückt. Die Umkehrung aber 
wäre auf elementare Weise nicht möglich, „propter sinus et arcus he- 
terogenitatem“ [58]. Doch tut man überhaupt besser, bei (8«) und 
(3ß) zu bleiben, zumal @ eine so einfache geometrische Bedeiinne 
hat als Aal Zentriwinkel. Vol. [182]. 

61. Dieser Paragraph hat zu a entwickelten Funktionen: 


y=f(@) q) 
noch die unentwickelten Funktionen hinzugefügt, welche der Haupt- 
sache nach in zwei Arten zerfallen, nämlich: 

Erstens. Die implizite durch eine Gleichung gegebenen Funk- 
tionen: 


F&, y) ze. (2) 

Zweitens. Die durch eine Parameterdarstellung gegebenen Funk- 
tionen: 

eo) z= pl); P) y=rÜ). 8) 


Denn die anderen Arten waren als besondere Fälle in ihnen ent- 
halten [59]. Man kann (1), (2) und (3) verallgemeinern auf Funk- 
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tionen beliebig vieler Veränderlicher. Eine Größe z als Funktion 
zweier anderer & und y kann gegeben sein entweder explizite: 


oder durch eine beliebige Gleichung zwischen r, y, 2: 
Fix, Y, 2) =) (3) 


oder mittels zweier Parameter, etwa « und v: 


eo) 2=gplm®), By Blur d), iz All, 0). (0) 
Beispiel. Die Mittelpunktsgleichung der Kugel mit Radius r 
lautet: 


e+y+t—rt—=0. (7) 
Sie ist von der Form (5). Durch Entwicklung von z: 
= Vr— a— y" (8) 


entsteht die Form (4). Wegen der Parameterdarstellung (6) ist man 
aber auf unendlich viele Mög- 
lichkeiten angewiesen, da es 
ganz in das Belieben gestellt 
ist, welche Hilfsgrößen man 
für w und v nehmen will. 
Nimmt man z.B. (Fig. 22) die 
beiden Winkel p und d, welche 
heißen:in der Geographie Länge 
und Breite, in der Astronomie 
Rektaszension und Deklination, 
in der Geodäsie Azimut und 
Höhe, so ergibt sich aus den 
beiden rechtwinklisen -Drei- 


ecken ORQ und OQP: Fig. 22. 


2=0c08p, y-osinp, Z=rsind, o=rcosd, 


oder nach Elimination von o | 

eo) =rcospcosd, P)y=rsinpcosd, y)z=rsind. (9) 
Es ist also die Form (6) entstanden; durch Elimination von p und Ö 
ergibt sich selbstverständlich wieder (7) oder (8). 

Die bisher betrachteten Möglichkeiten, unentwickelte Funktionen 
zu bilden, lassen sich beliebig zusammensetzen. Es seien etwa zwei 
Gleichungen: 

F,(®, %, 2) =0, I, (&, Y, 2) _. 
gegeben, so wird y nach Elimination von 2 eine Funktion von & allein. 
Behält man aber z bei und drückt durch Auflösung beider Gleichungen 


nach & und y diese Veränderlichen durch z aus, so gewinnt man eine 
6= 
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Parameterdarstellung mit dem Parameter 2. Oder es seien x und Y 
durch zwei Hilfsgrößen « und v ausgedrückt 


HAFT p(u, v), 5 vu, v), 

während « und v 'durch eine Bedingungsgleichung A(u, v)=0 ver- 
knüpft sind, so wird y nach Elimination von « und v eine Funktion 
von «x allein, usw. In der analytischen Geometrie werden ja oft genug, 
wenn es sich etwa um eine ebene, durch eine Konstruktion definierte 
Kurve handelt, außer den Koordinaten £ und y des „laufenden“ Punktes 
noch eine beliebige Anzahl von Hilfsgrößen «, v,.... eingeführt und 
zunächst Gleichungen zwischen &, y, u, v,... in hinreichend großer 
Zahl aus der Konstruktion abgelesen; hinreichend groß heißt hier 
eine Gleichung mehr als Hilfsgrößen u, v,.... vorhanden sind, so 
daß diese sämtlich eliminiert werden könnten. Aber selbst wenn diese 
Elimination nicht oder noch nicht ausgeführt ist, kann man doch 
sagen, daß diese Gleichungen schon implizite die Gleichung der 
Kurve enthalten. 


62. Es gibt aber noch Möglichkeiten ganz anderer Art, Funk- 
tionen implizite zu bestimmen, etwa durch sogenannte Funktional- 
gleichungen, wovon in [110] ein Beispiel gegeben werden wird, oder 
durch sogenannte Differentialgleichungen [300], mit hinzutretenden 
Grenz- oder Randbedingungen oder durch sonstige den Funktionen 
auferlegte Bedingungen. Wenn es möglich und nicht allzu beschwer- 
lich ist, wird man selbstverständlich in allen solchen Fällen bis zur 
expliziten Darstellung durchzudringen versuchen; oft aber muß man 
mehr oder weniger bei der impliziten Darstellung bleiben und aus 
ihr so zu sagen auf Umwegen die Eigenschaften der betreffenden 
Funktionen herausholen. 

Schließlich sei noch eine besondere Betrachtung über Funktions- 
ausdrücke angestellt. Es kann sein, daß eine Funktion in verschie- 
denen Spielräumen verschiedene Funktionsausdrücke hat, d. h. daß 
etwa zwischen &, und x, etwa 9 =+1l, 2,=+3 die Funktion durch 
den Ausdruck: 


y=f(&), .By=2r—3 (1) 
und zwischen x, und a, etwa 2, =+3, 
% =+5 durch einen andern Ausdruck: 

y=-9a), z.B y=-2+46 0) 
bestimmt werden soll. Da für =-+3 
aus (1) und (2) derselbe Wert y=--+3 


sich ergibt, so entsteht an dieser Stelle 
nicht einmal ein Sprung, sondern nur, geometrisch gesprochen, ein 


NOS) 


e7 


Fig. 23. 


62. Betrachtungen über Funktionsausdrücke. 3 


Knick. Die Kurve besteht aus zwei in P, aneinander stoßenden und 
einen Winkel bildenden Strecken (Fig. 23). 

Solche Darstellungen einer Funktion durch verschiedene Aus- 
drücke in verschiedenen Spielräumen kommen in den Anwendungen 
oft genug vor, z. B. bei der Bestimmung der elastischen Linie und 
der Inanspruchnahme eines Trägers, der an verschiedenen Stellen 
Einzellasten tragen soll. Ist man in derartigen Fällen berechtigt, 
überhaupt von einer Funktion zu sprechen? 

Nein und ja! Nein, wenn man an die verschiedenen Funktions- 
ausdrücke denkt; ja, wenn man an den allgemeinsten Begriff der 
Funktion als den der Abhängiekeit denkt. Welcher Art diese Ab- 
hängigkeit sei, ist doch bei diesem Begriff ganz gleichgültig, und 
‘ weshalb sollte man da nicht mit der Möglichkeit rechnen, daß diese 
Abhängigkeit in einem Spielraum durch eine Formel, in einem andern 
Spielraum durch eine andere Formel ausgedrückt sei? 

Dazu kommt noch dieses: Selbst bei gegebener Abhängigkeit 
kann man einen Funktionsausdruck f(x) auf sehr mannigfaltige Weise 
abändern. Es ist erlaubt, Glieder hinzuzufügen, die sich gegenseitig 
aufheben. Es ist erlaubt, gleiche Faktoren abzusondern oder das 
Umgekehrte zu tun. Es ist erlaubt, mit derselben Zahl, die ja auch 
eine Funktion (x) sein kann, zu multiplizieren und zugleich zu divi- 
dieren, wenigstens, so lange p(x) in dem betreffenden Spielraum nicht 
verschwindet. Es ist überhaupt erlaubt, Operationen auszuführen, die 
sich gegenseitig aufheben, z. B. statt & zu schreiben: Yx”. 

Auf diese Weise kann unter Umständen der Funktionsausdruck 
f(x) in einen anderen Funktionsausdruck Y(x) umgeformt werden, der 
f(x) nieht im geringsten mehr ähnlich sieht und dessen Identität mit 
f(x) sich schwer hinterher feststellen ließe, wenn man nicht die Ope- 
rationen einzeln kennt, welche die Umformung zur Folge gehabt 
haben. So ist z. B. für jeden Wert von x: | 

ine=0—, +... In inf. (3) 


aber auch für jeden Wert von &: 


inz-21-)1-i- 3): nm 


Wer soll es den rechten Seiten von (3) und (4) ansehen, daß sie 
identisch sind? Im Gegenteil, würde nicht jeder, dem der innere Zu- 
sammenhang verborgen ist, der Meinung sein, es mit zwei verschie- 
denen Funktionen zu tun zu haben? 

Mit „dem“ Funktionsausdruck ist es also so ein eigen Ding, 
denn genau betrachtet hat ja dieselbe Funktion, wie eben erläutert, 
unendlich viele Funktionsausdrücke. Sollte da nicht auch die Mög- 
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lichkeit erwogen werden können, daß zwei Funktionsausdrücke zwar 
innerhalb eines gegebenen Spielraumes für jeden Wert von x gleiche 
Funktionswerte ergeben, außerhalb aber nicht mehr? Weshalb also 
sollte nicht z. B. ein Funktionsausdruck existieren, der (1) und (2) in 
den betreffenden Spielräumen zugleich darstellt? 

Diese Fragen sollen hier nicht weiter verfolgt werden, denn dazu 
gehören Hilfsmittel, welche nur dem gründlichen Kenner der höheren 
Mathematik zu Gebote stehen. Aber zum Nachdenken anregen, das 
können sie allerdings. 


Übungen zu & 6. 
1. Die Funktion 
3 


jo Va YyP+1+Vy-VyP+1 
ist umzukehren. 


2. Gegeben die Gleichung: 
F(&, y)=6#°+1Ta0y+ 129? — 222 — 3l1y+20=0. 
Es soll y explizite als Funktion von x bestimmt werden. 
3. Gegeben die Gleichung der Bernoullischen Lemniskate: 


Fay)=@+yP)’—- aa y)—0. 
Es soll für x und y eine Parameterdarstellung gefunden werden, indem 


man einführt 
LE INT 
z=arc (tg En ) 


4. Gegeben die Gleichung der sog. Conchoide oder Muschelkurve 
«Var tM)—- r=0. 
Es soll für x und y eine Parameterdarstellung gefunden werden, in- 


dem man einführt: 
21 Y 


TS. Pre 


$ 7. Die Hyperbelfunktionen und die hyperbolischen Areafunktionen. 


63. Die Hyperbelfunktionen. Sie werden aus der Exponen- 
tialfunktion e” und ihrem reziproken Wert 1:® — —=.eT? wie folgt zu- 
sammengesetzt: 


3 (1) 
Ber ex 2 e=® 
Tanga = ol re 


Daß man diesen Verbindungen die besondern Bezeichnungen: 


Sina, Kojaz, Tangz, Kotg x (2) 


63. Sin x, Kojx, Tg x, Kotg x. 87 


(gesprochen Sinus Hyperbolicus z usw.) und den Namen Hyperbel- 
funktionen gegeben hat, läßt auf dreierlei schließen. Erstens auf 
einen besonders wichtigen Anlaß, sie auf diese Weise so zu sagen 
selbständig zu machen, da ja die Möglichkeit der Zusammensetzung 
gegebener Funktionen unerschöpfbar groß ist. Zweitens auf eine 
recht innige Verwandtschaft mit den trigonometrischen Funktionen, da 
der Unterschied in der Schreibweise sich auf die Wahl deutscher statt 
lateinischer Schrift und großer statt kleiner Anfangsbuchstaben be- 
schränkt, während beim Sprechen das Wort hyperbolicus hinzu- 
gesetzt wird. Drittens auf eine Möglichkeit, die Hyperbelfunktionen 
geometrisch an einer Hyperbel zu veranschaulichen, etwa so wie die 
trigonometrischen Funktionen am Kreise veranschaulicht sind ($ 5). 
Zunächst ergibt sich aus (1): 


. Snmx Koi & 
rn ee (3) 
(Man vergleiche: tgr = - ty — nn) (3®) 


Es folgt weiter aus (1): 


Kıiz +SEnz=e, Kor -Sine=e", (4) 

Bis0r daran, ect = 1 1str, 
Kor — Sirx=1. (5) 
(Man vergleiche: co? z+sm’r—=1). (9%) 


Bis auf das entgegengesetzte Vorzeichen ganz gleich gebildet! . 
Während aber (5°) beweist, daß der Punkt, welcher cosz und sin x 
zur Abszisse und Ordinate hat, auf einem Kreis um O0 mit dem 
Radius 1 liegt (Fig. 15), zeigt (5), daß der Punkt P mit der Abszisse 
Kojx und der Ordinate Sinx auf einer (gleichseitigen) Hyperbel 
liegt, deren reelle Halbachse =1 ist. Damit ist der Name „Hyperbel- 
funktionen“ vorläufig erklärt. | 

Es sei also (Fig. 24): 

KRONE ZN? (6) 
(entsprechend Fig. 15: 0Q=cosz, QP=sine). 
Die Ähnlichkeit der Dreiecke zeigt: | 
AR:0A=9QP:O0Q oder AR:1=Sinz:fojx)] 
BS:OB=00:QP oder BS:1 = Sof »: Sin x | 
AR 2920.08 = Solgr (7) 


(entsprechend Fig. 15: AR=tgx, BS= cotg a). 


also nach (5) 
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Endlich ist, wie in [254] gezeigt werden wird: 
x = 2: Sektor AOP (der Hyperbel) Ben} 
(entsprechend zu (9) [45] x==2 Sektor AOP (des Kreises)). 


Von den drei Deutungen der Größe x in |45], nämlich erstens als 
Winkel (angulus) AOP, zweitens als Bogen (arcus) AP, drittens als 
Fläche (area), überträgt sich hier nur die dritte. Das & ist für die 
Hyperbelfunktionen nach (8) 
eine Fläche (area), dagegen sind 
der Winkel AOP und der 
Hyperbelbogen AP von « durch- 
aus verschieden. 

Eigentlich fehlt in der Ver- 
wandtschaft zwischen Hyperbel- 
funktionen und Kreisfunktionen 
nur ein Merkmal, nämlich die 
periodische Wiederkehr zu dem- 
selben Punkt P, wenn x um die- 
selbe (reelle) Zahl zu- oder ab- 
nimmt. Denn wenn x, das selbst- 
verständlich dem Umlaufssinn 
entsprechend [9] ein Vorzeichen erhält, alle Werte von — oo bis 
+ 00 durchläuft, so durchläuft P den ganzen rechten Hyperbelast von 
der asymptotischen Annäherung an die eine Asymptote bis zu der-: 
jenigen an die andere. (Der linke Hyperbelzweig kommt gar nicht in 
Betracht). 

64. Aus den analytischen Definitionen (1) und den analytischen 
Eigenschaften der Exponentialfunktion oder auch aus der eben ge- 
brauchten geometrischen Darstellung ergibt sich der ungefähre Verlauf. 
der Hyperbelfunktionen, wenn x wie soeben beschrieben wachsend alle 
Werte von — oo bis Ö und dann weiter von OÖ bis + © annimmt, 
wie folgt: 

I. Sin x durchläuft wachsend alle Werte von — oo bis O und dann 
weiter von OÖ bis + 00. Im ganzen nimmt ©inx jeden Wert von 
— 00 bis + oo an, jeden Wert aber nur einmal. Im besonderen ist: 


«) Sn -x)=— x; P) Sin(+©)=+; 1) 
») Sn(0)=0; 6) Sin (-«) = — Sine. 
II. of x durchläuft zuerst abnehmend alle Werte von + oo bis 
+ 1 und dann wieder wachsend alle Werte von +1 bis +. Es 


ist also Soj& nur positiv und >1. Innerhalb dieses Spielraumes 
wird aber jeder Wert zweimal erreicht. Im besonderen ist: 


Fig: 24. 


64, 65. Verlauf der Hyperbelfunktionen. Kettenlinie. 89 


Ute MA) -4%; 
) RO) = +1, 9) Ri 2)= + He. 
HI. Tg x durchläuft wachsend alle Werte von — 1 bis O und 


dann von O bis +1. Im ganzen nimmt Tgx alle Werte von — 1 
bis + 1 an, jeden nur einmal. Im besondern ist 
«) EI eds ß) Ss (+o)=+Hl, (3) 
a) =-09 Un n)=— gr. 
IV. Slotg x durchläuft abnehmend alle Werte von — 1 bis — ®, 
_ springt dann unmittelbar von — oo bis + oo und nimmt weiter ab 
von + bis +1. Im ganzen nimmt Stotg x alle Werte von — oo 
bis — 1 und von +1 bis + 00 an, jeden nur einmal. Im beson- 
deren ist: 
1, DRS) -+L 
v) Kotg (O)=Fw, 6) Kotg (— x) = — Kotg x. 
Es sind Tafeln der Hyperbelfunktionen berechnet worden. In der 
„Hütte“, Ingenieurs Taschenbuch gehen sie von 2=0 bis «= +5,09. 
Die geometrische Veranschaulichung ihres Verlaufes, entsprechend den 
Figuren 16 und 17, ist hier nur für: 


ex — ex (5) 


y= Sul = ) ? 


oder etwas allgemeiner für: 
h(- =) | 
y—h%o) er = . (er er (8°) 


wiedergegeben. Man nennt die 
Kurveeine Kettenlinie(Fig.25) 
(die um den Scheitel herum 
einer Parabel sehr ähnlich 
sieht, weswegen Galilei zuerst 
annahm, sie möchte wohl eine 
Parabel sein). 

65. Man könnte das ganze 
Formelsystem [51], abgesehen 
von [511] und [51 IX] (da 
der Periodizitätsmodul x hier 
fehlt), in ein entsprechendes . 
und beinahe gleichlautendes 
System für die Hyperbel- 
funktionen umwandeln. So 
folgt aus (3), (4) und (5) in 
Nummer 63, entsprechend 


[51 II]: 
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= | a, ve Ve 
y- Sina, so: ofe=Yy+l, nn Kolge = —, (1) 
re 
VER ar Ten (2) 
(in (1) darf y positiv oder negativ, dagegen: die Wurzel nur positiv 
sein. In (2) muß y positiv und >1 sein, während die Wurzel positiv 
oder negativ sein darf, vgl. [64]). 

Die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen lassen 
sich aus dem Additionstheorem: 


y=Roia, so: Sine=-yYy—1, Tgr= 


edı r%2 — efı . ea 


der Exponentialfunktion wie folgt ableiten. Es ist nach [63 1] und [63 4]: 


(2, +2) (21 +23) 7] 29 et u 
. e 6 eı. e"— e EP 
—_ (Kofx, + Sin z,) (Koi, + Sinz,) — (Ko x, — Sin) (Ko x, — Sinz,) 
—- 5 : 


oder nach Ausmultiplikation im Zähler und Zusammenziehung der 
Glieder, wenn ebenso mit So) (x, + x,) verfahren und dann auch noch 
&% +%, durch x, —%, ersetzt wird: 


Sin (x, +2%,) = Sinz, Koja, + Kofler, Sinz,, 
Ko) (x, +2) = Kur, Koja, + Sinz, ©Sine,, 


(8) 


also entsprechend den ersten vier Formeln von [51 IV]. So kann 
man allen Formeln der Goniometrie, außer denjenigen, in welchen die 
Periodizität der trigonometrischen Funktionen zu Tage tritt (d.h. x 
vorkommt), entsprechende Formeln der Hyperbelfunktionen zur Seite 
stellen in einer Weise, daß, wer letztere Formeln sieht, ohne eine 
Ahnung von Hyperbelfunktionen zu haben, wohl meinen könnte, es 
sollten goniometrische Formeln sein, in denen statt lateinischer deutsche 
Schrift und statt kleiner große Anfangsbuchstaben gebraucht wären 
und in denen noch eine Menge Vorzeichenfehler stecken (vgl. z. B. 
[63 5] und [63 5°]. 

Kurz, die äußere Verwandtschaft zwischen Hyperbelfunktionen 
und trigonometrischen Funktionen könnte gar nicht größer sein, als 
sie ist. Sollte ihr nicht auch eine ebenso große innere Verwandt- 
schaft entsprechen? [$ 28]. 


66. Die hyperbolischen Areafunktionen sind die Um- 
kehrungen der Hyperbelfunktionen und entsprechen also den gewöhn- 
lichen arcusfunktionen. Die beiden Gleichungen: 

y- Uı(Cm-=x) und z=E©iny, 1 
ebenso: y= Ur (Stof =x) und = Kofi y, ( ) 


66, 67. AS = HENRI > KR Ar 2er Br Ar Er Fee 9] 


ebenso: Vest ererendam ig y, 
ebenso: y=AlKotg=x) und z= Kotgy 
bedeuten ein und dasselbe. 

Ar (Sin = x) wird gesprochen: Area!), deren hyperbolischer Sinus 
— x ist, usw. Also auch deutsche statt lateinischer Schrift, große statt 
kleiner Anfangsbuchstaben, während beim Sprechen noch hyperbolieus 
hinzugesetzt wird. 

Die Entwicklungen von [64| ergeben im Sinne der Umkehrung: 
1 M(Sin—=x) wächst von — oo bis + 00, wenn x von — 
bis +00 wächst. Es ist also Ar (Sin = x) eine (im Gebiet der reellen 
Zahlen) völlig eindeutige Funktion von &. Im besonderen ist: 

ao) Ar (Sin = —- o)=— ©, PB) Ar (Sin=+ oo) = (2) 

) u (Sin-0)-0, 8) ı Sin=-—-n)=- - Uı(Sin=x). 

I. Ar(Xoj = x) existiert nur, wenn 1<#a< +8, d.h. wenn # 
positiv und >1 ist. Innerhalb dieses Spielraumes hat Ar (Sof — 2) 
für jeden Wert von x zwei entgegengesetzt gleiche Werte, die für 
x = + 1 zusammenfallen mit 0, von da aber mit x absolut wachsend 
alle Werte von O bis + ® annehmen. Im besonderen ist: 


eo) ı Koi=+1)=-+I, PUR = +Rm)= +8. DB) 

III. Ar (Tg = x) existiert nur, wenn |z|<1 ist. Innerhalb dieses 

Spielraumes durchläuft Ar(Tg—= x) wachsend alle Werte von — © 
bis + ©, wenn x von — 1 bis + 1 wächst. Im besonderen ist: 


eo) AH(lg=- —- 1)=—- ©, P) ı&g=0)=0, 
y, ı g=-+)=- +8, 9) ug = - 1) = - (Tg —r). 
IV. Ar (fotg = x) existiert nur, wenn |x|>1, also: 
entweder 1<re<+x, ode -—1l1>xe>—-x 
ist. Durchläuft x abnehmend alle Werte von — 1 bis — oo und nach 
einem Sprung von — © zu + 00 wieder abnehmend alle Werte 


von + © bis +1, so durchläuft Ar (Stotg=x) wachsend alle Werte 


von — oo bis O und darauf von O bis + oo. Im besonderen ist: 

ec) A(otg=—1)=—- ©, P) UlKotg= + Rx) = 

y) URotg=+1)=+w, 6) ArlKotg= — x) = — ee (9) 
67. Wie nach [63 1] die Hyperbelfunktionen auf die Exponential- 

funktionen, so sind ihre Umkehrungen, d.h. die hyperbolischen Area- 


funktionen auf die Umkehrung der Exponentialfunktion, d. h. auf die 
logarithmische Funktion zurückführbar. Zur Ableitung der zugehörigen 


(4) 


1) Nicht areus, denn & in Fig. 24 ist kein Bogen oder arcus, sondern eine 
Fläche oder Area |63]. 
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Formeln verfahre man genau so wie in $ 5 wiederholt bei Umkeh- 
rungen geschehen, d. h. man schreibe zunächst in [631] y statt x, 
so aa, 


ee — ec! 1 1 (ey)? — 
Siny=- 75 7 1a PYE 


(er)? — 2©inı ae 1=0, oder, nach @ aufgelöst: 


oder: 


(die Wurzel darf nur positiv sein, da e nur Br . Werte an- 
nehmen kann). Die Umkehrung nach [42 2] ergibt: 


BE  ulammeein) 
Setzt man nun nach [66 1]: Siny=x, y-Xr(Sin=x), so folgt: 
Ur (Sin=x) = In (e-+Yx+1). 


In gleicher Weise verfahre man mit den drei andern Formeln 
von [631]. Es folgt das System: 


A (Sin-x) ne + Ye +1), (1) 
A(Rof=r) ne + VR—1), RE) 
Ar(20 =) a (3) 
Ar Kotg= x) In ee ne (4) 


Es sei noch bemerkt: 

Zu (1): x darf alle Werte von — oo bis + 00 haben, die Wurzel 
aber muß, wie schon bemerkt, positiv genommen werden, wie ja auch . 
daraus folgte dab sonst de Ne negativ en würde und 
negative Zahlen keine (reellen) Logarıthmen haben. | 

Zu (2): x| muß >1 sein, während die Wurzel positiv oder negativ 
sein darf, im Einklang mit der in [66] gemachten Bemerkung, dab 
Ar(Koj= x) eine zweideutige Funktion sei, also: 


A (Rof=a)—-In (+ Verr—1) oder Ar (Ro=x)= In — |VYar—1)), 


Das Produkt der beiden Numeri ist = 1, also sind die beiden Loga- 
rithmen entgegengesetzt gleich, also auch die beiden Werte von 
Ar(Koj= x), wie es nach [66] sein muß. 

Zu (3): Es muß 1>x>—1 sein, erstens nach [66], dann aber 
auch, weil sonst der Numerus negativ würde, also kein (reeller) 
Bee vorhanden wäre. 

Zu (4): Es muß 1<|«| sein, erstens nach [66], dann aber 
auch, weil sonst der Numerus negativ würde, also kein (reeller) Loga- 
rıthmus vorhanden wäre. 


68. Zusammenhang zwischen Hyperbel- und trigon. Funktionen. 95 


68. Die Hyperbelfunktionen und ihre Umkehrungen betrachtet 
man als eine in mancher Hinsicht sehr willkommene Ergänzung und 
Abrundung des Reiches der elementaren Funktionen. Zwar sind sie 
für die Anwendungen viel weniger wichtig, als die Kreisfunktionen 
und ihre Umkehrungen, aber doch wichtig genug, daß dieser Para- 
graph schon deshalb kaum fehlen dürfte. Die Kettenlinie war ein Bei- 
spiel, die Bewegung im widerstehenden Mittel unter gewissen Voraus- 
setzungen ist ein anderes [189]. Der Grund aber, welcher hier den 
Ausschlag zu seinen Gunsten gegeben hat, ist die Verwandtschaft 
zwischen Exponentialfunktionen und Hyperbelfunktionen einerseits, 
und zwischen Hyperbelfunktionen und trigonometrischen Funktionen 
andererseits. 

Sie wird in $ 23 wieder von einem höheren Standpunkt auf- 
genommen werden. Vorläufig sei als Ersatz der Winkel (Fig. 24) 


xa=A0OT 
eingeführt, durch welchen die hyperbolischen Funktionen sehr einfach, 
wenn auch in ganz anderer Weise als wie eben angedeutet, in trigono- 
'"metrische Funktionen übergeführt werden. Es ist: 
Se u Deaı TA, ALTES A0OFlge, 
Riz=yl1+Smza=yVl+tgd=1:cose, 
Igar- Einz: Kor tea. cosa—=sina, 
Koge=1:Tga=1:sine, 
oder zusammengestellt: 
Site 0: Kurz = Sec «= 1: cosie, 
BR Hsinn 0: Solg 2 = cosee« —=L:sine,-. (b) 
Sea le: nier = c9.0 Sinlec = 1 2 O1 2 — cotge. 


Hierzu sei noch zweierlei bemerkt. 1. « geht in (1) von — bis + ı 
2. Man verwechsle « nicht mit Winkel AOP. 


Übungen ZUeS 0 
1. Die Additionstheoreme für 
Ar (Sin=r) + U (Sin=y) 


usw. sollen aufgestellt werden und zwar auf zwei Weisen. Erstens 
wie in $ 5 mit den trigonometrischen arcus-Funktionen geschehen 
und zweitens durch Überführung der hyperbolischen areus-Funktionen 
in natürliche Logarithmen nebst nachfolgender Anwendung der Formel: 


Inu + nv = In (up). 
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2. Es soll Sin 2%, Roi 2x, Tg2xr, Kotg2x,.... bis Sin 6z, 
KRof 6x, Tg 6x, KRotg 6x entwickelt und mit den entsprechenden Ent- 
wicklungen der Kreisfunktionen verglichen werden. 

3. Ar (Sin = — 5,4321), Ar(Kof = + 1,2395) sollen mit einer 
fünfstelligen Logarithmentafel berechnet werden (fünf Stellen). 

4. Sin (2,5785), Kof (2,5785), Tg (2,3785), Kotg (2,3785) sind 


mit einer fünfstelligen Logarithmentafel zu berechnen. Fünf Stellen. 


s 8. Einteilung der Funktionen. 
(Die ganzen Funktionen.) 


69. Die übliche Einteilung der Funktionen in zwei Hauptgruppen, 
in algebraische und in transzendente Funktionen, bezieht sich 
auf die Beschaffenheit des Funktionsausdruckes. 

Algebraisch heißt eine Funktion von &, wenn in ihrem Funk- 
tionsausdruck mit & unter Hinzunahme möglicherweise vorhandener, 
wenn auch vielleicht willkürlicher Konstanten oder Koeffizienten nur 
die sechs spezifisch algebraischen Operationen: Addieren, Subtrahieren, 
Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Wurzelausziehen vorge- 
nommen worden sind und zwar nur in einer endlichen Anzahl, so 
daß es sich nicht etwa um einen unendlichen Ausdruck, vielleicht 
eine unendliche Reihe oder ein unendliches Produkt handelt ($ 10). 
Algebraisch sind z. B. die Ausdrücke: 


Ve+5a+6; Ttde-a, 2: 


Transzendent heißt jede Funktion, welche nicht algebraisch 
ist, z. B. 

sin w, Sn.g, er Iner sarolcose2) 

Zu dieser Einteilung sei noch bemerkt: 

Erstens. Das Beiwort algebraisch oder transzendent bezieht 
sıch ausschließlich auf die Art und Weise, wie x und nicht wie etwa 
willkürliche Konstante in dem Funktionsausdruck enthalten sind. 
Der Ausdruck zsina +Y1-—a?cosa stellt eine algebraische Funk- 
tion von x vor, obgleich mit a transzendente Operationen vorgenommen 
worden sind. ! 

/weitens. Haben bei einer Zusammensetzung transzendente und 
algebraische Funktionen mitgewirkt, so heißt das Ergebnis trotzdem 
transzendent, auch wohl gemischt transzendent algebraisch, z. B.: 


sin, VE no ur 
Drittens. Gelegentlich kann eine algebraische Funktion in 


transzendenter Form erscheinen, z. B. e?"*, denn dieser Ausdruck ist 
nichts anderes als eine andere Form für «°. 
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Viertens. Die Bezeichnungen algebraisch und transzendent werden 
auch auf Funktionen mehrerer Veränderlicher angewendet. So ist: 
z= an +bay+cP+ec+fy+g 
eine algebraische Funktion von x und y, dagegen 
z2=sin(c+e) 
eine transzendente Funktion von & und y. 

Fünftens. Die Bezeichnungen algebraisch und transzendent 
werden auch auf implizite durch eine Gleichung F'(x,y)=0 definierte 
Funktionen angewendet. -Bezeichnet /' eine algebraische Funktion 
von <& und y, so heißt auch y eine algebraische Funktion von «, 
ganz gleichgültig, ob die Gleichung algebraisch auflösbar sei oder 
nicht. - So bestimmt die Gleichung: 

P—2ıy + —T=0 

eine (implizite) algebraische Funktion von x, obgleich ein expliziter 
algebraischer Ausdruck für y, der dieser Gleichung genügen würde, 
nicht existiert. Bezeichnet aber F' eine transzendente Funktion von 
x und y, so ist auch y implizite eine transzendente Funktion von &, 
vorbehaltlich der gelegentlichen vorhin schon erwähnten Ausnahmen, 
daß eine algebraische Funktion verkappt unter einer transzendenten 
Flagge segelt, wie in dem Beispiel Inz+Iny=1. Denn diese 
Gleichung kann umgeformt werden in: 


Ina 26der ’auch-in: 24 = e, 
so daß y eine algebraische Funktion von & wird. 


70. Die transzendenten Funktionen vollständig in Gruppen 
oder Unterabteilungen zu bringen, ist schlechterdings unmöglich. Zwar 
hat man einige besonders benannt, wie die trigonometrischen Funk- 
tionen, die logarithmischen Funktionen, die Exponentialfunktionen. 
Aber schon die aus ihnen zusammengesetzten Funktionen spotten bei 
der unbegrenzten Möglichkeit, immer wieder zusammenzusetzen, jeder 
Bemühung um ein klares Einteilungsprinzip. Dann aber kennt der 
Mathematiker von Fach außerdem gar viele Funktionen von höherer 
 Transzendenz, wie die elliptischen, die hyperelliptischen, die Abelschen 
Funktionen usw. Die algebraischen (expliziten) Funktionen werden 
eingeteilt in irrationale und rationale Funktionen, z. B. die Ausdrücke: 


— ee 5+3YVx 
Vo, Ver ya, EVE_, 
7—5y1+x«? 
sind irrational, weil x unter. Wurzelzeichen vorkommt. Dagegen sind 
algebraische Ausdrücke ohne Wurzeln, wie: 


Be, ar 523° —82°"+ 112 —7 


ee 
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rational. Doch können gelegentlich auch rationale Funktionen irrational 
scheinen, wie die Funktion Vx°, welche nichts anderes ist als @°. 
Die rationalen Funktionen werden wieder eingeteilt in die ge- 
brochen rationalen und die ganzen rationalen Funktionen; bei 
ersteren hat der Funktionsausdruck eine Bruchform, z. B. ist: 
+5 
3 ix 
eine gebrochene rationale Funktion von x. Bei letzteren ist dies 
nieht der Fall, z. B. sind: 
a L. 8x’ +112—7 
ganze rationale Funktionen von &. 
Für die Folge wird eine ganze bez. gebrochene rationale ee 
ische Funktion kurz eine ganze bez. gebrochene Funktion genannt 
und als solche mit: 


GH) bez...) 
bezeichnet werden. 

Genau wie in [69] bei den Hauptgruppen geschehen, so kann 
auch die weitere Teilung in Untergruppen auf Funktionen von mehreren 
Veränderlichen ausgedehnt werden. So ist z.B. ax +bzy+cy’+ey-+f 
eine ganze Funktion @(z, y), dagegen ra er eine gebrochene 
rationale Funktion R(x, y). Eine ganze Funktion mehrerer Veränder- 
lieher heißt homogen, wenn alle Glieder denselben Grad haben. So 
ist z.B. 


aa? +bay+ ey: 


die allgemeinste homogene ganze Funktion zweiten Grades von = 

und y. Setzt man y= xz, schreibt sie dann in der Form: 
x”(a+b2-+ cz?) 

und erweitert auf beliebige Grade, so folgt aus dem Fundamentalsatz 

der Algebra [76]: Eine homogene ganze Funktion zweier Veränder- 


lieher kann auf nur eine Weise in Faktoren ersten und nieht mehr 
zerlegbare Faktoren zweiten Grades zerlegt werden. Beispiele: 


“+32 laty)a+2y), 
u — 6a’y + 11ny? — 6y° = (a Y) (a — 29) (39), 
rat) —ayty). 
71. Das eingehende Studium der algebraischen Funktionen ist 
die Aufgabe der höheren Algebra, eine sehr schöne, aber auch sehr 
schwierige und sehr umfassende Aufgabe, weil der Fragen, welche 


aufgeworfen werden können, so viele und so vielseitige sind. Die 
Ergebnisse, wenigstens die allgemeinsten und einfachsten, kommen 
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auch der Differential- und Integralrechnung sehr zugute; deshalb 
mögen einige hier genannt und zum Teil auch abgeleitet werden. 
Die ganze Funktion ersten Grades 
y-a+bx=G,(«) (1) 
ist die einfachste aller Funktionen überhaupt, wie sie auch 
geometrisch vertreten wird durch die einfachste aller Kurven, 
die Gerade. Ein Merkmal, welches ihr von allen Funktionen allein 
zukommt, ist die Proportionalität der Veränderungen von & und y. 
Man nehme zwei Wertepaare (xy) und (x,y,) an, welche (1) genügen, 
also daß: 
| y=a+tbı, y=-a+rba, 


ee nilderdie Beiden Differenzen 


Ar=n —% Ay-y-y=b(a, —%); 
also: 


Ay=bAis; A=-2"-b=tgp [28]. (2) 


Es sind /y und 1x einander proportional oder der Differenzen- 
quotient A ist konstant. Umgekehrt. Hat eine Funktion die Eigen- 
schaft, daß ihr (erster) Differenzenguotient konstant ist, so kann sie 
nur eine ganze Funktion ersten Grades sein. Denn aus (2) folst 
durch Umkehrung: 


IAy=-AAK (y-y)=bia 2); y-(y —br,) + br 


und dies ist wieder (1), wenn man das zweite Paar (z,y,) konstant, 
das erste (xy) als veränderlich ansieht und y, — bz, durch a ersetzt. 

Ein zweites Merkmal einer ganzen Funktion ersten Grades ist, 
daß ihre Umkehrung auch eine ganze Funktion ersten Grades ergibt, 
denn aus 


y=a+bx folgt: = (- 7) + (4) y- 


Ein drittes Merkmal ist, daß durch Zusammensetzung zweier 
sanzen Funktionen ersten Grades wieder eine ganze Funktion ersten 
Grades entsteht. Aus y=a+bzx und 2=a, + b,y folgt durch Zu- 
sammenziehung: ! 


2= a, +b,(a+bx) = (a, +b,a) + (bb,)&. 


- 72. Die ganze Funktion zweiten Grades oder der quadra- 
tische Ausdruck 
y=G(a)=a+tbx + ca (1) 


hat drei willkürliche Koeffizienten a, b, c, nur darf “c nicht ver- 

schwinden, weil sonst der zweite Grad sich auf den ersten reduzieren 

würde. Eine Verbindung zwischen ihnen werde aus sofort hervor- 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 7 
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tretenden Gründen durch einen besonderen Buchstaben hervorgehoben. 
Sie ist die sogenannte Determinante oder Diskriminante des Ausdruckes: 


D=ac— (2); (2) 


welche man sich ein für allemal merke. 

Geometrisch wird (1) veranschaulicht durch eine (gewöhnliche) 
Parabel, deren Hauptachse zur y-Achse parallel ist (Fig. 26). Man 
forme nämlich mittelst der „quadratischen Ergänzung“ um in: 


TE (+ g2 ala) -)) ct) +, 


= [nr zoder eye el(«+5,) + =] (1a) 


C 


Auch diese Umformung sei hier ein 
für allemal gemacht. Setzt man zur 
Abkürzung: 

b D 

Tee ed Pe (3) 
ind s=@+0, y=y+ß, (&) 


so geht (la) über in: 


re 
Ki 


Va (1b) 


Damit ist der Beweis erbracht, denn (4) drückt eine Parallel- 
verschiebung aus und (1b) ist bekanntlich die Scheitelgleichung einer 
Parabel mit dem Halbparameter p, deren Scheitel sich in 5 befindet, 
deren Hauptachse die y-Achse ist und deren Krümmung in S um 
die + y'- oder die — y-Achse geht, je nachdem rechts das + Zeichen 
oder das — Zeichen steht, also je nachdem ce positiv oder negativ ist. 

73. Zerlegung in Faktoren ersten Grades. Da das Produkt 
zweier ganzer Funktionen ersten Grades stets eine ganze Funktion 
zweiten Grades ergibt, z. B.: 


(3+72)(4— 52) = 12 + 13x — 35a, 
so liegt die Frage sehr nahe, ob und wann es möglich ist, umgekehrt 


eine gegebene ganze Funktion zweiten Grades in zwei Faktoren ersten 
Grades zu zerlegen, so daß die Identität besteht: 
a+be+c®=(de+e\(fe+9). - (1) 
Sie läßt sich ein klein wenig vereinfachen, wenn man 
e 
Tr aies Fi oder: e= — da, 9=—- fü 


setzt und sich überlegt, daß df=c sein muß, wie sich nach Multipli- 
kation der beiden Faktoren in (1) durch Vergleichung der Koeffizienten 
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des Höchstgliedes auf der Stelle ergibt. Also: Wann ist bei ge- 
gebenem «a, b, c und bei gesuchtem x, und x, die Identität: 
a+be +” =c(e —%) 2 — X) (la) 
möglich? Um diese Frage zu entscheiden, setze man für x im be- 
sonderen einmal x, und das anderemal &,. In beiden Fällen ver- 
schwindet die rechte, also auch die linke Seite, d.h. x, und x, müssen 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung sein: 
y-arbi+ "=, =(. (2) 
Sie folgen aus (la) in [72] sofort, nämlich: 
lee m, 
I [H Er ( ) 
Umgekehrt: Sind x, und x, se von (2), so ist identisch, d. h. 
für jeden Wert von & 
G,()=za+bi+c=clk — 2) —%) 
Beweis. Es ist nach (3) 
2b D_ 
e 


mithin: < 
(8 — 2) @— 2) = e(e — = +2) + X) 


— (a a )\=a+ba+ cat. 


Nach (3) ist das Vorzeichen der Diskriminante D entscheidend 
für die Möglichkeit der Zerlegung. 

Erster Fall: D>0O. Die beiden Wurzeln x, und x, sind kom- 
plex. Die Zerlegung in (reelle) Faktoren ersten Grades ist nicht 
möglich. Beispiel: 

y-1+4x +5... 

Hier st D=5-1—2°?= +1; die Zerlegung ist nicht möglich. 

Im Zusammenhang hiermit steht, daß y nach (1a) in [72], wenn 
D>0 ist, erstens niemals verschwinden, zweitens aber auch niemals 
sein Vorzeichen wechseln kann, wenn man für x andere und andere 
Werte einsetzt, sondern immer positiv oder immer negativ bleibt; je 
nachdem c (oder a) PEN oder negativ ist. (Wenn nämlich D po- 


sitiv ist, muß ac= D +(5 ) erst recht positiv sein, so daß a und £ 


alsdann gleiche Vorzeichen haben müssen.) 
Zweiter Fall: D=0. Die beiden Wurzeln x, und x, sind 


reell, fallen aber zusammen. Es ist: 


7 
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Die beiden Faktoren ersten Grades sind einander gleich. Die 
Funktion kann zwar verschwinden (nämlich für 2—=%, = ı,), aber 
nicht ihr Vorzeichen wechseln. Beispiel: 

y=12— 122 +38. 

Hier ist: 

D=-3:.2-68=0, ==; -+r2, 

32? — 122 +12 = 3(e - 2) -2)=3& 2). 
Allgemein geht im vorliegenden Falle (la) in [72] über ın: 
y-c(@+3,): 

Dritter Fall: D<0. Die beiden Wurzeln x, und x, sind reell 


und voneinander verschieden. Die Funktion zweiten Grades ist in 
zwei reelle Funktionen ersten Grades zerlegbar. Beispiel: 


= 4- 27 432% 
Hier ist: 


DAB 


&, 3 ? 
3 120 +4 3(2— ae 


Damit steht im Zusammenhange, daß y zweimal verschwinden 
kann und dabei jedesmal sein Vorzeichen wechselt, wie auch (1a) in 
[72] zeigt, da in der eckigen Klammer das erste Glied positiv ist und 
alle Werte von OÖ bis + 0© zweimal annehmen kann, während das 
zweite Glied einen negativen und konstanten Wert hat. 

74. Die ganze Funktion zweiten Grades hat das ihr allein an- 
gehörende Merkmal, daß der aus irgend drei Wertepaaren (xy), (2%, ), 
(%%) gebildete zweite Differenzenquotient B [30] immer denselben 
Wert hat. Es ist nämlich B=2e. (Vergl. A=b in [71)). 

Beweis. Nach [30] bilde man aus &, &,, &, und: 


y=-a+bx+cı, „=a+baz, +c%’, %=a+brx, + ca, 
zunächst die beiden ersten Differenzenquotienten: 


Ah Ze Ha ea Narbe en) ba 
LET A nr u. — 8 3 


uUh® 


A=b+ela,+x; ebenso: A=b+ Ca # 2%) 


und darauf den zweiten Differenzenquotienten [30 7]: 


44 _2A—4 _2[d +. +m)) - tes +D)] 
— (40 + 4,) Rs en 
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Umgekehrt: Hat eine Funktion die Eigenschaft, daß der aus 
irgend drei Wertepaaren gebildete zweite Differenzenquotient B. kon- 
stant (aber 2 0) ist, so ist sie ganz und vom zweiten Grade. 

Beweis. Es ist ganz allgemein [30 11]: 

B Y 
a (0 — 2) (8 — &,) 


Y, Ya 
se ) ar (2, 


(&, — &) (X — We 
daher, nach y aufgelöst: 


ER %— & B/ 
sel Fee TYaz, Ser ar He Ta)E m). 


Man betrachte hier (x,, y,) und (%,, 9) als zwei gegebene 
. Wertepaare, dagegen (x, y) als ein veränderliches Wertepaar. 
Dann ist die rechte Seite eine ganze Funktion zweiten Grades, denn 
das erste und das zweite Glied sind jedes vom ersten und das dritte 
ist vom zweiten Grade, so daß nach Auflösung und Zusammenziehung 
ein Ausdruck von der Form a +bx-+ ca? entsteht. Der Koeffizient 
des Höchstgliedes würde offenbar werden: 


B 
Te (2) 


wie es nach (1) sein muß. 


75. Die ganze Funktion n!® Grades oder n® Ordnung: 

y=a+bc+ca +. +1! m=G,(&) Fi) 
hat na -+ 1 willkürliche Koeffizienten, nur darf m, der Koeffizient des 
Höchstgliedes nicht verschwinden, weil sich sonst der Grad erniedrigen 
würde Die durch (1) dargestellte Kurve nennt man wohl eine all- 
gemeine parabolische Kurve oder eine Parabel n'® Ordnung, 
welche Bezeichnung offenbar darauf gegründet wird, daß die Kurve sich 
für n = 2 in eine gewöhnliche (Apollonische) Parabel verwandelt [72]. 
(Für n=1 wird die Kurve eine Gerade; also darf eine Gerade auch 
eine Parabel erster Ordnung genannt werden.) 

Für sehr große Werte von x| entscheidet in (1) das Vorzeichen 
des Höchstgliedes, mit welchem verglichen die übrigen Glieder als 
von niederer Ordnung dann nicht mehr in Betracht kommen. Die 
Parabel n‘* Ordnung zeigt demgemäß ein verschiedenes Verhalten für 
gerade und für ungerade n. Ist n gerade, so hat y für sehr große 
|x| dasselbe Vorzeichen, nämlich dasjenige von m, gleichgültig ob x 
positiv oder negativ angenommen wird, da dann x” immer positiv ist; 
ist aber n ungerade, so. hat y für sehr große |x| entgegengesetzte 
Vorzeichen, wenn x positiv und wenn x negativ angenommen wird, 
da dann auch x* positiv oder negativ ist. Die Gerade und die ge- 


wöhnliche Parabel zeigen ja schon vollkommen deutlich diesen Unter- 
schied. 
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Überhaupt ist der Grad oder die Ordnung n für die meisten 
Eigenschaften der Funktion maßgebend, wie sich z. B. in dem Satze 
zeigt, daß dieser Grad unverändert bleibt bei irgendeiner linearen Sub- 
stitution, d. h. bei einer Substitution ersten Grades: 


en px +4, (2) 
mittels welcher & durch x’ ersetzt werden soll. Denn die Einsetzung 
von (2) in (1) ergibt: 
y-a+bpe+N)+eße tt ++ t+mpaet+g", 
oder, nachdem die Potenzen von px + g mittels des binomischen Lehr- 


satzes entwickelt und die Glieder von gleichem Grade wieder zu- 
sammengezogen worden sind: 

y-a+bEe+cl?+--- +lar 4m”, 
also wieder eine ganze Funktion n‘” Grades; die sich nicht auf den 
n — 1” Grad reduzieren kann, da m’ nur von dem letzten Gliede: 
m (px + q)" herstammt und daher — mp” ist, folglich nur verschwinden 
würde, wenn p= (0 wäre, was nicht vorausgesetzt wird. 

Wohl aber ist es stets möglich, durch die Substitution (2) den 
Koeffizienten 1” des nächsthöheren Grades zum Verschwinden zu 
bringen. Es ist dies eine Erweiterung der seit Jahrtausenden be- 
kannten Theorie der „quadratischen Ergänzung“ [72], welche z. B. 
benutzt wird, um Gleichungen dritten Grades: a+bx + ca’ +da?—=0 
auf die „reduzierte“ Form #?’+ mx’ +n= 0 zurückzuführen, worauf 
die Formel des Cardan oder für den Fall des sogenannten Öasus irredu- 
cibilis die trigonometrische Lösung des Vieta anzuwenden ist. 


76. Über die Möglichkeit, in Faktoren niederen Grades zu zer- 
legen, entscheidet der Fundamentalsatz der Algebra. Eine ganze 
Funktion n‘ Grades läßt sich immer und nur auf eine Weise zer- 
legen in Faktoren ersten Grades und in Faktoren zweiten Grades mit 
positiver Determinante [73], d. h. in solche Faktoren zweiten Grades, 
die sich nicht in zwei reelle Faktoren ersten Grades zerlegen lassen. 

Die Worte ‚nur auf eine Weise“ sind zu verstehen, daß erstens 
abgesehen wird von der Reihenfolge der Faktoren, (kommutatives Ge- 
setz |3]) und zweitens abgesehen wird von konstanten Faktoren, in- 
sofern etwa alle Koeffizienten eines Faktors mit ein und derselben 
Zahl A multipliziert und dafür alle Koeffizienten eines anderen Faktors 
durch A dividiert werden könnten. 

Nur firn=2, n=3, n=4 und n=5 ist es der elemen- 
taren Algebra möglich gewesen, diesen Satz zu beweisen. Für ein 
beliebiges n muß auf die höhere Algebra verwiesen werden, im be- 
sonderen auf die grundlegenden Forschungen des gewaltigen Mathe- 
matikers Gauß, der den Fundamentalsatz zuerst allgemein bewiesen hat. 
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Der Fundamentalsatz hängt auf das innigste zusammen mit der 
Lösung einer Gleichung n“" Grades. Der Ansatz, einen der etwa vor- 
handenen Faktoren zweiten Grades = zu setzen, führt zu nichts, da 
die Diskriminante positiv sein sollte, also die beiden Wurzeln komplex 
sind. Wohl aber gibt jeder Faktor ersten Grades = gesetzt, eine 
Wurzel der Gleichung: 


y=a+bz+c® +. + !+m"—=0, (1) 
wie umgekehrt irgendeine Wurzel x, dieser Gleichung einen Faktor 
2 — x, bestimmt. Denn es ist allgemein: 


Y 2 % B* b(® Bi x) 2, e(® Tu 2. ae Sa + (x == ok m(& Aa RE 
Ist „„=0, d.h. ist x, eine Wurzel von (1), so vereinfacht sich 


die linke Seite. Sie wird y selbst. Bei der rechten Seite kann in. 
jedem Glied der Faktor x — x, nach der allgemeinen Formel: 


an — ee (X 2 %,) (arTt+ an Pe AL N) 


abgesondert werden. Also hat auch y diesen Faktor x — a,. 
Folglich hat die Gleichung (1) so viel reelle Wurzeln, als Fak- 
toren ersten Grades vorhanden sind, wobei allerdings, wie schon in [73] 
für n= 2 hervorgehoben worden ist, mehrere Faktoren, also auch 
mehrere Wurzeln zusammenfallen können. | 
Fehlen Faktoren zweiten Grades, so existieren n reelle Wurzeln, 
andernfalls ist deren Anzahl um eine gerade Zahl geringer, also n—2, 
n—4,... Eine Gleichung ungeraden Grades hat daher mindestens 
eine reelle Wurzel. Eine Gleichung geraden Grades kann aber 
möglicherweise überhaupt keine reelle Wurzel haben, wenn nämlich 
nur Faktoren zweiten Grades (mit positiver Determinante) vorhanden 
sind. In diesem Falle kann die Funktion niemals ihr Vorzeichen wechseln, - 
sondern ergibt, was auch für x eingesetzt wird, entweder nur positive 
oder nur negative Werte, je nachdem m positiv oder negativ ist. 
Noch sei erwähnt, daß man zwei Funktionen @,(x) und @,(%) 
relativ prim zueinander nennt, wenn sie weder einen Faktor ersten, 
noch einen Faktor zweiten Grades gemeinsam haben. Ob sie relativ 
prim sind oder nicht, findet man, wie bei gewöhnlichen Zahlen, durch 
einfaches, fortgesetztes Ausdividieren, wovon [161] ein Beispiel 
liefern wird. 
Unendlich große Wurzeln. Ist x, eine Wurzel von (1), so 
hat die Funktion @,(x) den Faktor « — x, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, den Faktor:- 


Far er 


un) 
Wird |x,| über alle Grenzen vergrößert, so verschwindet zuletzt 
der reziproke Wert 1:x, und der eben genannte Faktor ersten Grades 
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wird konstant. Folglich reduziert sich @,(x) auf den n — 1‘ Grad 
und wenn p Wurzeln unendlich groß werden, auf den (n — p)'” Grad. 
Und umgekehrt, wenn der Koeffizient m oder die beiden Koeffizienten 
m und 2 usw. verschwinden, d.h. wenn die Funktion n‘”" Grades zu 
einer Funktion n — 1!®, n — 2'%,... Grades wird, so sind eine, zwei, 
... Wurzeln der Gleichung (1) unendlich groß geworden. 

77. Die ganze Funktion n'* Grades: 


y=-6,()=atbe+ca+.-:+lar-!i mar (1) 
hat das ihr allein zukommende Merkmal, daß der aus irgend n+1 
Wertepaaren 


(&, Yo), (2, Yı), (#3, Ye), Fa VASE Yioılı (2, Yn) (2): 
gebildete, in [31] mit L bezeichnete »' Differenzenquotient immer 
denselben Wert, nämlich: 

L=n!m (3) 
erhält. Umgekehrt. Hat eine Funktion die Eigenschaft, daß der aus 
n + 1 Wertepaaren (2) gebildete Differenzenquotient L immer den 
gleichen Wert ergibt, welche Wertepaare man auch herausgreift, so 
ist die Funktion eine ganze Funktion n'%" Grades und der Koeffizient 
des Höchstgliedes ist durch die Formel bestimmt: 

m Lin! (3a) 

Für a=1 und n=2 siehe den Beweis [71] und [74]. 

Für ein beliebiges » empfiehlt es sich, erst die Umkehrung zu 
beweisen. | | 

Erster Beweis. Man nehme die Formel [314], ersetze aber 
gemäß der in [28] getroffenen Vereinbarung x und y durch x, und 4, 
betrachte (2,,Y%) (u, Y) --- &u-ı, In_ı) als gegeben, so daß auch 
A, B,... bis K als gegeben angesehen werden können. Dagegen 
seien &, und y, veränderlich, so daß der Index » fortgelassen wird, 
worauf sie einfach x und y heißen. Nach diesen kleinen Abänderungen 
wird die genannte Formel: 


yv-Hntn@-W+za@-WR-)+,R-n)e-m)e-%) 
+ y@-W)@- 2): (@- 2.) “ 
Ina aaa) @ 2.) 


Rechts sind %,, 29, 2, :-- &_15 4 B,... K als gegeben zu be- 
trachten, wie eben erläutert. Dagegen ist x veränderlich. Wenn nun, 
wie vorausgesetzt, der Wert von Z überhaupt konstant ist, so ist die 
rechte Seite von (4) eine ganze Funktion »'" Grades, die allerdings 
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erst nach Potenzen von x entwickelt werden müßte, wenn es auf die 
Form (1) ankäme, was aber ganz und gar nicht der Fall ist. Die 
höchste Potenz kann nur vom letzten Gliede stammen, da nur dieses 
den Höchstgrad » erreicht. Somit wird der zugehörige Koeffizient in 
der Tat durch (3a) bestimmt. 

Zweiter Beweis. Man nehme » + 2 Wertepaare: 


(Lo), Aryl - + ini, In-ı) An I) Y)- (8) 

Wenn der n' Differenzenquotient zwischen je a +1 dieser n+ 2 

Wertepaare konstant = L ist, so muß nach [32] der (n + 1)'° Diffe- 

renzenquotient zwischen ihnen allen verschwinden. Also nach [313] 
(nur na +1 statt n gesetzt): 


: Yo 


u): (& — 2) (0 E) 


Yı 
Be et) (m, - %) 


(6) 
Yn 
(2, 5 x) Se ie x) Ro, (% %,—1) (2, — &) 


+++ 


_ 


(E — %,) (8 e% u) — 1) (En) £ 
oder wenn aus dieser Gleichung y berechnet: wird: 


Oz %) (x KH Ge) (a TE %,) 


1 We ers em 


(@ — %) (E— 823)» - (a==%2,) 
INT En e,) (7) 
— 

(x — x) on RE 
a 


Man betrachte von den (n + 2) a (5) nur das letzte 
als veränderlich, die übrigen als gegeben. Dann wird jedes Glied der 
rechten Seite von (7) eine ganze Funktion nn‘ Grades, also auch (7) 
“selbst. Allerdings könnten ja die Glieder höchsten Grades sich auf- 
heben. Doch dies tritt nur dann ein, wenn, was ja nicht sein soll, 
L verschwindet. Denn der Koeffizient von x” in (7) ist: 


Yo Y, 
m — : a 
(dp U) TR) 0) zu ea en) 
EEE ENT N BEL In 


(& Br %o) (&, TE 2): KR (& 66: %-1) 
d.h. (nach [313]: m =L:n! 
Die Umkehrung ist also bewiesen und sogar auf zwei verschiedene 


Weisen. Was den Satz selbst betrifft, so überlege man, daß (1), (4) 
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und (7) zwar in der äußeren Form verschieden sind, aber doch zur 
Identität gebracht werden können. 

Man darf also (7) statt (1) nehmen. Da aber ferner (7) aus (6) 
folgt, so darf man auch (6) statt (1) nehmen. Also folgt aus (1), 
daß der (» + 1)'° Differenzenquotient zwischen irgend » +2 Werte- 
paaren (5) verschwindet, d. h. daß der »‘° Differenzenquotient zwischen 
irgend n + 1 Wertepaaren konstant ist, w. z. b. w. 

Beispiel. Gegeben sei die Funktion: 


yÄl+tı- ++. 
Man setze für x die 6 Werte ein: +1, -—1, —3,0, +2, —2, 
so folgen für y die 6 Werte: +2, 0, —146, +1, +39, — 13. Ä 
Also muß der fünfte Differenzenquotient zwischen den sechs 
Wertepaaren 


Ge El 
nach [773] den Wert haben 5!1 = 120 (Probe schon in [32] und 


sogar zweimal). 


78. Interpolationsformeln. Die Formel [77 4] schreibt man 
Newton, die Formel [77 7] schreibt man Lagrange zu. Beide 
Formeln lösen die Aufgabe, eine ganze Funktion n‘”" Grades zu er- 
mitteln, wenn irgend welche » + 1 Wertepaare: 


2 96) (. Yılı (a, Yo) (2 Yn) (1) 


gegeben sind, oder geometrisch ausgedrückt die Aufgabe, eine para- 
bolische Kurve n' Ordnung durch irgend welche n + 1 Punkte der 
Ebene hindurchzulegen (bei gegebener Richtung der x-Achse). Sie 
werden sehr häufig als Interpolationsformeln. benutzt, um für beliebige 
Werte von x, die in dem Gesamtspielraum der Werte &,, &,... %, 
liegen, die zugehörigen Werte von y zu ermitteln, wenn auch vielleicht 
nur angenähert. 

Die Interpolationsformel von Lagrange, also die Formel 
177 7] hat folgende Vorzüge. Erstens. Sie geht unmittelbar auf die 
gegebenen Wertepaare (1) zurück. Zweitens. Sie ist völlig sym- 
metrisch, denn bei der Vertauschung der Wertepaare (1) vertauschen 
sich rechts die Glieder. Drittens. Ihre Richtigkeit läßt sich sofort 
auf die leichteste Weise bestätigen. Setzt man z.B. in [7] x =x,, 
so wird der erste Bruch = 1, weil sein Zähler mit dem Nenner 
identisch wird, während die andern Brüche verschwinden, weil ihre 
/ähler wegen des Faktors 2— x, verschwinden. Es folgt also y=y,, 
wie es sein muß usw. Zahlenbeispiel: Erste Übungsaufgabe. 

Die Interpolationsformel von Newton, also die Formel [77 4] 
entbehrt der genannten drei Vorzüge. Denn erstens setzt sie die 
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aus (1) zusammengesetzten Differenzenquotienten A, B,... K,L als 
vorher bereits berechnet voraus. Zweitens. Die Symmetrie ist nicht 
ohne weiteres ersichtlich. Drittens. Auch die Probe auf ihre Rich- 
tigkeit ist lange nicht so durchsichtig wie bei [77 7]. 

Dafür hat die Newtonsche Formel andere Vorteile. Erstens. Sie 
ist, wenn A, B,... K, L berechnet sind, erheblich einfacher, da das 
erste Glied konstant, das zweite vom ersten Grade, das dritte vom 
zweiten Grade usw. und nur das letzte Glied von »'” Grade in bezug 
auf x ist, während bei Lagrange alle Glieder vom n'” Grade sind. 
Zweitens. Wenn die Werte 


EN RE 


eine arithmetische Reihe bilden (oft kann man sich so einrichten, daß 
es geschieht), so ist die Berechnung der A, B,... K, L sehr einfach, 
da sie dann nach [29 3] erfolgen kann, so daß nur die höheren Diffe- 
renzen der y zu bilden und durch die entsprechenden Potenzen von 


A, = A, Sy nen = IX, 


zu dividieren sind. Zahlenbeispiel: Erste Übungsaufgabe. 

Im übrigen können die Newtonsche und Lagrangesche Formel 
nur äußerlich verschieden sein, da sie ja dieselbe Funktion bestimmen. 

Sind nur zwei Wertepaare gegeben, so wird die Formel vom 
ersten Grade. Man interpoliert dann „linear“, wie z. B. bei dem 
Gebrauch der P.P. in logarithmischen Rechnungen zur Berücksich- 
tigung der letzten Ziffern des Numerus (vgl. [136]). Diese Art Inter- 
polation setzt voraus, daß der Verlauf der Funktion in dem betreffenden 
Spielraum zu wenig von dem geradlinigen Verlauf abweicht, als dab 
der Unterschied in Betracht käme [136]. Ist die Abweichung zu 
groß, so nehme man drei Wertepaare und interpoliere mittels einer 
Parabel usw. 

Selbstverständlich kann man auch mit anderen als mit ganzen 
Funktionen interpolieren; doch nur ausnahmsweise wird sich bei einer 
solchen Abweichung ein Vorteil herausstellen. Man müßte schon 
über die Art der Funktion wenigstens ungefähr unterrichtet sein oder 
sonstige Anhaltspunkte haben zur Verwertung anderer als der ganzen 
Funktionen, z. B. daß die Rechnungen nach der Lagrangeschen oder 
Newtonschen Formel bei einer großen Zahl von gegebenen Werte- 
paaren recht umständlich werden. Aber dann kann man ja den Spiel- 
raum in mehrere Teile zerlegen und für jeden Teil einen niederen Grad 
nehmen. Kurz, die ganzen Funktionen empfehlen sich ganz besonders 
für die Interpolation und zwar nicht allein durch ihre Einfachheit, 
sondern auch durch ihren einfachen geometrischen Verlauf, der kaum 
jemals unvorhergesehene Überraschungen bietet, die sich bei der 
Zeichnung durch unvorhergesehene Wendungen. und starke Krümmungen 
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zwischen den gegebenen Punkten zu erkennen geben würden (Fig. 27). 
Übrigens kann man auch „graphisch“ interpolieren, wobei die Werte- 
paare (1) am besten auf Millimeterpapier 
eingetragen werden, um alsdann eine mög- 
lichst „glatte“ Kurve durch sie hindurch 
zu legen und darauf für einen beliebigen 
Wert von x den zugehörigen Wert von y 
abzulesen. 
Interpolieren und Extrapolieren. 
Fig. 27. Jede Interpolation ist mehr oder minder un- 
sicher, denn so gewiß, als man durch eine 
beliebige Anzahl gegebener Punkte unendlich viele Kurven bestimmen 
kann, so gewiß ist es auch, daß analytisch unendlich viele Inter- 
polationsformeln möglich sind. Von welchen Gesichtspunkten man 
sich leiten lassen soll, um die „beste“ zu erhalten, ist soeben kurz 
erläutert worden; es ließe sich allerdings vieles noch weiter ausspinnen. 
Die Unsicherheit nimmt zu, wenn die Interpolationsformel zum 
Extrapolieren benutzt wird, d. h. wenn man in sie für « Werte setzt, 
welche außerhalb der gegebenen Werte liegen. Je weiter, desto mehr 
Mißtrauen wird man den errechneten Werten berechtigter Weise ent- 
gegen bringen und es ist daher nicht zu viel behauptet, daß der Ge- 
brauch einer Interpolationsformel zum Extrapolieren im allgemeinen 
ein Mißbrauch sei, vor dem man sich besonders in den Anwendungen 
sehr zu hüten habe. Dies gilt namentlich von den vielen hunderten 
und tausenden von Formeln, welche sich in der Technik oder den 
Naturwissenschaften gut bewährt haben, aber oft keine eigentliche 
Begründung oder Ableitung aufweisen können. Man kann nicht 
wissen, ob eine solche empirische Formel, welche z. B. die Spannung 
des gesättigten Wasserdampfes als Funktion der Temperatur zwischen 
etwa £—= 100 und = 150 gut ausdrückt (= Temperatur in Celsius- 
graden), für = 200 oder gar = 300 überhaupt noch Annäherungs- 
werte gibt. Durch unberechtigte Extrapolationen mit solchen Inter- 
polationsformeln, die weiter nichts sind, als solche, ist schon mancher 
Irrtum herbeigeführt worden. 


Übungen zu $ 8. 
1. Zwischen den Wertepaaren: 
EB) EI FIN 3 VG 
soll interpoliert werden erstens nach der Formel von Newton, zweitens 
nach der Formel von Lagrange und drittens durch Bestimmung der 


Koeffizienten a, b, c, d in der ganzen Funktion dritten Grades y— 
a+bxe + ca? + dx. Anwendung auf die ganzzahligen Zwischenwerte 
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z=0, +1, +4, +5, +6. Schließlich sind die beiden ersten 
- Formeln durch Entwicklung nach Potenzen- von x mit der dritten 
zur Identität zu bringen. 

2. Es ist nachzuweisen, daß die Funktion: 


y=arce(sin=—4eos®’x-+5cos& 
Y 


trotz ihrer scheinbaren Transzendenz doch algebraisch ist. 

ö. Gegeben: 

X=-ax+tby+ca2, Y=-ac+by+@2, Z=%CH+bY-+ 632. 
Welche a müssen zwischen den neun Koeffizienten a,, b,, 6;; 
Ay, Dg, 69; Ay, dz, 6, erfüllt. sein, damit das Wertsystem (xyz) mit 
dem en (XY 7) ad werden kann? 

4. Es ist nachzuweisen, daß eine ganze Funktion f(x) n‘ Grades 
von &, wenn sie in n verschiedene relle Funktionen ersten Grades 
zerlegbar ist, so viele Vorzeichenwechsel und so viele Vorzeichenfolgen 
in den Koeffizienten hat, als die Gleichung f(x) =0 positive und 
negative Wurzeln hat. 

5. Zeichenregel des Cartesius. Eine Gleichung n'" Grades 
hat höchstens so viel positive Wurzeln, als in den Koeffizienten 
Zeichenwechsel und höchstens so viel negative Wurzeln, als in den 
Koeffizienten Zeichenfolgen enthalten sind. 


Dritter Abschnitt. 


Entwicklung des Stetigkeitsbegriffes. 


$ 9. Stetigkeit, Unstetigkeit. Das unendlich Kleine und das 
unendlich Große. 


79. Stetige Größen oder Kontinua. Die ursprüngliche natür- 
liche ganze Zahl dient zum Zählen gegebener Vielheiten von Dingen 
Der Mathematiker bezeichnet sie als durchaus unstetig, insofern sie 
sich nur sprunghaft um eine oder mehrere Einheiten ändern kann. 
Erst durch Einschaltung der Brüche und der Irrationalzahlen im 
allerweitesten Sinne entsteht die stetige Zahl, welche bei Ziffern- 
rechnungen als unendlicher Dezimalbruch alle stetigen Größen, oder, 
wie man wohl sagt, alle Kontinua, wie Längen, Winkel, Flächen, 
Zeiten usw. nach vorangegangener Wahl der zugehörigen Größen- 
einheiten auf das genaueste vertreten kann. 

Die einfachste Art einer stetigen Änderung einer stetigen Größe 
besteht darin, daß sie nur wachsend oder nur abnehmend von einem 
Wert zum andern übergeht und dabei alle Zwischenwerte in stetiger 
Folge durchläuft, also jeden derselben nur einmal annimmt. Man 
kann aber auch voraussetzen, ohne die Stetigkeit der Veränderung auf- 
zuheben, daß Umkehrstellen vorhanden seien, in welchen das Wachsen 
in ein Abnehmen oder das Abnehmen in ein Wachsen übergeht, wenn 
nur zwischen zwei solchen Stellen während der Veränderung alle 
Zwischenwerte in stetiger Folge durchlaufen werden. Die alltäglichste 
Erfahrung zeigt, daß z. B. eine abhängige Veränderliche sich in der 
eben beschriebenen Weise ändern kann, selbst wenn die ursprüngliche 
Veränderliche nur wächst oder nur abnimmt. 

Stetige Funktionen. Eine Funktion y=f(x) heißt stetig, wenn 
einer stetigen Veränderung von x eine stetige Veränderung von % 
entspricht. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Funktion eindeutig sei, 
oder doch, wenn an sich mehrdeutig, durch Beschränkung auf je 
einen Wert eindeutig gemacht worden sei [16]. Die zweideutige 


Funktion: y= Y1-+ x? kann also erst stetig werden, wenn man nicht 
unvermittelt von einem positiven Wert der Wurzel zu einem nega- 
tiven Wert überspringt. Dann aber ist sie auch wirklich stetig, wie 
sich in aller Strenge nachweisen läßt. 
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In diesem Sinne soll von nun an eine stetige Funktion eindeutig 
stetig sein, aber das Beiwort „eindeutig“ als selbstverständlich fort- 
gelassen werden. 


80. Unstetigkeitsstellen und Unendlichkeitsstellen. Die 
bisher in $ 4 bis $ 8 durchgenommenen Funktionen sind im allge- 
meinen stetig. Doch haben einige von ihnen Unstetigkeitsstellen. 
So ist z. B. die Funktion y=1:x für alle Werte von x stetig, 
nur nicht für <&=0. Denn geht x in stetiger Weise durch O hin- 
durch, etwa von negativen zu positiven Werten über, so springt y 
unvermittelt von — oo bis + 00 [39]. Der gleiche Sprung von — © 
bis + oo oder von + 00 bis — oo wird ja auch von tg x und cotg x 
‘gemacht [49] und [50]. 

Diese als Beispiele angeführten Unstetigkeitsstellen sind für y 
zugleich Unendlichkeitsstellen. Es ist ja auch selbstverständlich, 
daß umgekehrt jede Unendlichkeitsstelle zugleich eine Unstetigkeits- 
stelle sein wird, weil Stetigkeit bei unendlichen Werten überhaupt 
nicht mehr in Frage kommt. Es lassen sich aber auch Beispiele 
bilden, in welchen eine Unstetigkeitsstelle keine Unendlichkeitsstelle 
ist. Man betrachte etwa die Funktion: 

il 

Wa: 

sie ist für alle (endlichen) Werte von & stetig, nur nicht für = 0, 
da alsdann der Exponent von — oo bis + 00, also y selbst von 
e®°—=(0 bis e*—=+ 00 springt. Die Unstetigkeitsstelle x = 0 
ist also nur noch einseitig eine Unendlichkeitsstelle, denn der 
Sprung geht nicht mehr von — © bis + 00, sondern von O bis +. 
Doch nun betrachte man etwa die Funktion: 

1 

IE ER 
11272 

sie ist für alle (endlichen) Werte von x stetig, nur nicht für <= 2, 
da alsdann der Exponent von — oo bis + 00 springt. Der Nenner 


springt also von 1+0=1 bs 1 =, folglich springt y 


selbst von -—1 bis ——0. Die Unstetigkeitsstelle hat ganz auf- 
j. oo 


gehört, eine Unendlichkeitsstelle zu sein. Der Sprung ist endlich 
geworden, denn er geht von +1 bis 0. 

Unstetige Funktionen. Es wäre leicht genug, in Anlehnung 
an das letzte Beispiel Funktionen zu bilden, welche nicht nur an 
einer, sondern sogar an beliebig vielen Stellen unstetig sind. 
Wenn man annimmt, daß sich solche Stellen immer mehr häufen, 
diehter und dichter aneinander rücken, so gelangt man zuletzt zu 


me 
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dem Begriff einer völlig, durch und durch unstetigen Funktion, 
d.h. einer Funktion, welche nirgends, auch nicht in einem noch so 
kleinen Spielraum stetig ist. Ob es möglich ist, eine. solche Funktion 
auch wirklich mathematisch durch einen Funktionsausdruck wieder- 
zugeben, darauf kommt es hier gar nicht an, sondern nur auf die 
Auffassung der Stetigkeit nicht sowohl als einer Eigenschaft, die den 
Funktionen an und für sich zukommt und die nur einige unter ihnen 
und auch nur an vereinzelten Stellen verlieren, als vielmehr einer 
Eigenschaft, welche überhaupt erst vorauszusetzen ist, weil sie in 
dem ursprünglichen Funktionsbegriff a priori gar nicht liegt, oder 
doch nur wegen der durchgängigen Stetigkeit der einfacheren mathe- 
matischen Funktionen stillschweigend hineingelegt worden ist. 

„Natura non facit saltum“, d. h. die Abhängigkeiten der Wirk- 
lichkeit sind stetig. Ob dieser uralte Satz auch in mathematischem 
Sinne streng richtig sei, kann durch Erfahrung schwerlich jemals 
bejaht, noch verneint werden, wenn, wie man annimmt, unsere 
Beobachtungen und Messungen immer eine Grenze der Genauigkeit 
haben werden, die man zwar weiter und weiter treiben, aber niemals 
zum Verschwinden bringen kann. Daher wäre sehr wohl möglich, 
daß einerseits eine Naturerscheinung, welche nach Wahrnehmung 
und Messung stetig zu sein scheint, trotzdem unstetig erfolgt, nur 
daß die Sprünge zu klein sind, um bemerkt zu werden. Anderer- 
seits könnte eine sprunghaft scheinende Veränderung trotzdem stetig 
verlaufen, wenn sie so schnell vor sich geht, daß Zwischenstufen 
nicht bemerkt werden. Und so beweist eigentlich weder schein- 
bare Stetigkeit etwas für, noch scheinbare Unstetigkeit etwas gegen 
die wirkliche Stetigkeit in der Natur. Man nimmt letztere an, 
weil erstens die scheinbare Stetigkeit weitaus überwiegt und weil 
zweitens bei scheinbarer Unstetigkeit schärfere Messungen sehr oft 
vorher nicht bemerkte Zwischenstufen aufgezeigt haben. So zweifelt 
man nicht daran, daß das Geschoß sich stetig im Rohr bewegt; und 
in der Tat ist es der inneren Ballistik gelungen, diese Bewegung bis 
zu einem gewissen Grade messend zu verfolgen, obgleich die ganze 
Zeit vom Abbrennen des Pulvers bis zum Austritt aus dem Rohr nur 
Bruchteile einer hundertstel Sekunde beträgt. 

Es ist daher erklärlich, daß der Begriff der Stetigkeit, der Kon- 
tinuität nicht nur für die reine Mathematik, sondern auch für ihre 
Anwendungen in der Mechanik, der Physik, den Naturwissenschaften, 
der Technik usw. unermeßliche Bedeutung erlangt hat. Für die reine 
Mathematik dient als Hauptbeispiel die Differential- und Integral- 
rechnung, welche durchaus stetige Veränderungen voraussetzt 
und was ihre Anwendung angeht, so genügt ein Blick etwa in die 
„Hütte“, des Ingenieurs Taschenbuch, um die Fülle der Differential- 
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und Integralformeln in den verschiedensten Gebieten der technischen 
Wissenschaften zu zeigen. 


81. Das unendlich Kleine. Stetigkeit ist nicht möglich ohne 
das unbegrenzt Kleine oder das verschwindend Kleine, oder 
wie man meist sagt, das unendlich Kleine. Wenn etwa ein Länge b 
durch stetige Vergrößerung oder Verkleinerung in eine andere Länge a 
übergeht, so muß der Unterschied, ehe er ganz verschwindet, kleiner 
werden als jede noch so kleine, aber gegebene Länge. Denn andern- 
falls würde ja zu allerletzt ein, wenn auch noch so kleiner Sprung 
übrig bleiben. Eine unendlich kleine Zahl ist also eine Zahl, welche 
sich der Null unbegrenzt annähert, oder deren absoluter Wert kleiner 
‘gedacht wird als jede noch so kleine, aber gegebene Zahl. Eine 
unendlich kleine Zahl ist, kurz gesagt, eine Zahl, welche 
noch nicht =O ist, aber doch =O wird. (Oder auch manchmal 
eine Zahl, welche eben anfängt, von O abzuweichen.) 

Aus dieser Erklärung ist zu entnehmen: 

1. Eine unendlich kleine Zahl kann niemals einen in Ziffern 
wirklich angebbaren Wert haben. Hier liegt für den Mathematiker 
das unterscheidende Merkmal zwischen seinem unendlich klein 
und dem gewöhnlichen sehr klein oder außerordentlich klein, das 
ja im Sprachgebrauch auch unendlich klein heißen könnte. 

2. Unendlich kleine Zahlen bedeuten an und für sich gar nichts, 
sondern sind immer nur Mittel zum Zweck, nämlich Mittel zur 
Auffindung wirklicher Zahlen oder Werte. Wenn z. B. beim Inte- 
grieren eine Linie oder eine Fläche oder ein Volumen, kurz ein „Kon- 
tinuum“ in unendlich viele unendlich kleine Teile zerlegt gedacht 
wird, so geschieht es in der Absicht, aus ihnen das „Integrum“, das 
Ganze, völlig genau, ohne den kleinsten Fehler durch ein sogenanntes 
Integrationsverfahren zu ermitteln. Ist dies geschehen, so hat das 
unendlich Kleine seine Arbeit getan und kann gehen. Es verschwindet 
spurlos von der Bildfläche. 
| 3. Bei algebraischer Auffassung werden die unendlich kleinen 
. Zahlen selbstverständlich auch algebraisch, also positiv oder negativ. 

Das unendlich Kleine haftet nur an dem absoluten Werte. 
| Das unendlich Große. Eine unendlich große Zahl ist eine 
Zahl, deren absoluter Wert größer gedacht werden soll, als jede 
noch so große, aber als gegeben betrachtete absolute Zahl. Sie soll 
nicht — oo sein, sondern = oo werden. Auch sie kann also gleich 
der unendlich kleinen Zahl niemals einen in Ziffern angebbaren wirk- 
lichen Wert haben. Auch sie bedeutet an und für sich gar nichts, 
sondern ist immer nur Mittel zum Zweck, um nachher spurlos von 
der Bildfläche zu verschwinden. Auch sie wird bei algebraischer Auf- 
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fassung positiv oder negativ unendlich groß, da das unendlich Große 
nur an dem absoluten Werte haftet. | 

Übrigens stehen das unendlich Kleine und das unendlich Große in 
dem folgenden Reziprozitätsverhältnis: Ist & unendlich klein, so 
ist der reziproke Wert: 


ne (1) 


€ 


unendlich groß. Umgekehrt: Ist n unendlich groß, so ist der rezi- 
proke Wert: 
1 
Be (2) 

unendlich klein. So kann man nach Belieben unendlich kleine durch 
unendlich große Zahlen oder umgekehrt ausdrücken, wovon die 
höhere Mathematik den vielseitigsten Gebrauch macht, z. B. [881], 
1127], 1977: - 

Das Endliche. Im Gegensatz zu den unendlich kleinen und zu 
den unendlich großen Zahlen bezeichnet man wirkliche Zahlen als 
endlich. Dabei werden +0 und + oo in der Regel ausgeschlossen, als 
Grenzen der unendlich kleinen und der unendlich großen Zahlen. 
Endlich heißt daher meistens: a) nicht 0; b) nicht ©; ec) nicht un- 
endlich klein; d) nicht unendlich groß. 

Doch kann O0 auch als endlich bezeichnet werden in dem Sinne, 
daß endlich hauptsächlich zu unendlich groß in Gegensatz gebracht 
wird. Es ist daher vorsichtig, wenn OÖ ausgeschlossen werden soll, 
zu sagen „endlich und von OÖ verschieden“. | 


82. Bei der Anwendung der vier Grundrechnungsarten auf das 
unendlich Kleine und unendlich Große in Verbindung mit endlichen 
Zahlen ergeben sich folgende achtzehn Ausdrücke, in denen a eine 
endliche Zahl (von OÖ verschieden), &, &, & unendlich kleine Zahlen, 
N,N,, N, unendlich große Zahlen bedeuten. 

a) Addieren und Subtrahieren, d. h. algebraisches Addieren: 


lL.+a+s, U.+a+n, UM. +.,+8, W.+e+n, V. 4m +4. 
b) Multiplizieren: 
VL e@-8: VILlans VI 28, lXun en, Nur 
c) Dividieren: | 


3.2, One 
€ a n je 


XV XV RT Se 
N & &, N, 


I. ist endlich, II. ist unendlich groß, II. ist unendlich klein (oder 
auch möglicher Weise = 0), IV. ist unendlich groß, V. ist zweifel- 
haft, VI. ist unendlich klein, VII. ist unendlich groß, VIH. ist un- 


Bere, 
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endlich klein, IX. ist unendlich groß, X. ist zweifelhaft, XI. ist un- 
endlich groß, XII. ist unendlich klein, XIII. ist unendlich klein, 
XIV. ist unendlich groß, XV. ist unendlich klein, XVI. ist unendlich 
groß, XVI. ist zweifelhaft, XVII. ist zweifelhaft. 

Daß diese Angaben, so weit sie das Ergebnis bestimmt angeben 
als unendlich groß, endlich, oder unendlich klein, offenbar richtig 
sind, ergibt sich unmittelbar aus den vorangegangenen Erklärungen 
über das unendlich Kleine, das unendlich Große, das Endlich. Man 
nehme z.B. I. Die algebraische Summe einer endlichen (von 0 ver- 
schiedenen) und einer unendlich kleinen Zahl ist selbstverständlich 
eine endliche, von ersterer unendlich wenig abweichende Zahl. Oder 
man nehme II. Wächst £ » absolut über alle Grenzen, so wächst 
auch +a@a-+n» absolut über alle Grenzen, d.h. +a+» ist unendlich 
groß usw. usw. 

Es bleiben noch V., X., XVIL, XVIIL; diese Verbindungen 
können sowohl unendlich große, als auch unendlich kleine, als auch 
endliche Zahlen ergeben; es kommt ganz darauf an, wie der Fall liest. 
Man betrachte zunächst V., also + n, + n,. Haben die Glieder einerlei 
Vorzeichen, so ist V. selbstverständlich unendlich groß und hat das- 
selbe Zeichen, z. B.: 

n+n=2n = unendlich groß. 


Haben sie aber entgegengesetzte Vorzeichen, so kann V. unend- 
lich groß, oder auch endlich, oder auch unendlich klein sein. Es 
se z.B n=n,n,—=2n, so ist: 

Hr =n—2n=—n= unendlich groß. 
Oder es sin =n,%,=n+5, so ist: 
nn» =n—- n+5)=—5= endlich. 
Oder es sein=n,n=n-+ eg, so ist: 
N —- mn =n— (n+:)=— e = unendlich klein. 

Ferner betrachte man X., also &-»n. Dieser Ausdruck kann un- 
endlich groß, endlich und unendlich klein werden. Es sei z. B. 
1.38%, 86 ist: 


1 1 Sr 
Eern=E-——=— = unendlich groß. 
€ 


on 


Oder es sei n=1:e, so ist: 
| e.n—=&:- —1- endlich. 
Oder es sei e=1:n?, so ist: 
Be... 
Die Nummern XVII und XVIII können nach dem in [81] auf- 
g# 
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gestellten Reziprozitätsgesetze auf X zurückgeführt werden, indem 
man setzt: = 1:n,, , =1:2. 
Sie gehen dann über ın: 
& n 


re ae 


1 
='N,:.E,. 
5 1 2 


N, 

Die vier eben betrachteten Fälle haben das eine Merkmal ge- 
meinsam, daß sie unbestimmte Ausdrücke ergeben, wenn die in ihnen 
vorkommenden unendlich kleinen und unendlich großen Zahlen durch 
ihre Grenzwerte, also durch O und oo ersetzt werden. Man erhält 


dann nämlıch: 
0 oo 


x — 080, 08, Te 

Umgekehrt: Wenn ein Ausdruck, in dem unendlich kleine oder 
unendlich große Zahlen, oder auch beide Arten vorkommen, dann un- 
bestimmbar wird, wenn man statt ihrer ihre Grenzwerte 0 und & ein- 
setzt, so läßt sich überhaupt nicht allgemein, sondern höchstens von 
Fall zu Fall entscheiden, ob er unendlich groß, endlich, oder un- 


endlich klein wird. Außer den vier genannten gehören z. B. hierher: 
(1 ni 2%, &, m’, { 
denn aus ihnen werden alsdann die unbestimmten Ausdrücke [16]: 
TEN BR 

Beispiele in $ 10. Jetzt sei zur nachdrücklichen Hervorhebung 
der Wichtigkeit solcher Betrachtungen nur erwähnt, daß ein „Diffe- 
rentialquotient“, ehe sein Wert bestimmt wird [$ 13], von der 
Form &,:, ein Integral aber von der Form &-n ist oder genauer 


ausgedrückt, von der Form einer Summe ist, welche nur unendlich 
kleine, dafür aber unendlich viele Summanden hat [$ 30]. 


83. Verschiedene Ordnungen des unendlich Großen und 
des unendlich Kleinen. Auf die Ausführungen in [82] beziehen 
sich die folgenden Erklärungen: 

Erste Erklärung. Zwei unendlich kleine Zahlen &, und & 
heißen von gleicher Ordnung unendlich klein, wenn der Bruch 


—, also auch der Bruch n 
endlich und von O verschieden ist. 
Zweite Erklärung. Zwei unendlich kleine Zahlen &, und 


heißen von verschiedener Ordnung unendlich klein, wenn der Bruch 


“also auch der Bruch * 
&, & 
nicht endlich, sondern unendlich klein, bez. unendlich groß oder um- 


gekehrt unendlich groß, bez. unendlich klein ist. Diejenige der beiden 
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Zahlen &, und &, heißt alsdann von höherer Ordnung unendlich klein, 
deren absoluter Wert kleiner ist. 
So sind = und 3=d: von gleicher Ordnung unendlich klein, 
denn ihr Verhältnis ist, wie klein auch & gesetzt wird, 
A = — endlich. 
&, 38 5) 
Ist dagegen &, = 8’, so ist &, von höherer Ordnung unendlich 
klein als &,, denn ihr Verhältnis ist: 


& & . . 
=. En Ar —= &, = unendlich klein. 
1 1 


Entsprechend gelte für unendlich große Zahlen die: 
Dritte Erklärung. Zwei unendlich große Zahlen n, und n, 
heißen von gleicher Ordnung unendlich groß, wenn der Bruch: 
=, also auch der Bruch 5 


ä 


Na 


endlich und von OÖ verschieden ist. 


Vierte Erklärung. Zwei unendlich große Zahlen n, und n, 
heißen von verschiedener Ordnung unendlich groß, wenn der Bruch: 
N, 
na 


N 
=, also auch der Bruch 
2 


nicht endlich, sondern unendlich groß, bzw. unendlich klein, oder 
umgekehrt unendlich klein, bzw. unendlich groß ist. Diejenige der 
beiden Zahlen », und n, heißt dann von höherer Ordnung unendlich 
groß, deren absoluter Wert größer ist. 

So sind n,—=n, n,=3n von gleicher Ordnung unendlich groß, 
denn ihr Verhältnis ist, wie groß auch n gesetzt wird: 

= ,,= 5 — endlich. 
Ist dagegen n, =n,?, so ist n, von höherer Ordnung unendlich groß 
als »,, denn ihr Verhältnis ist: 
Be ur 2 n, = unendlich groß. 
N, N, 

Man kann sagen: Eine unendlich kleine Zahl &, bleibt unendlich 
klein, selbst verglichen mit einer unendlich kleinen Zahl &,, wenn &, 
von höherer Ordnung unendlich klein ist. Man kann aber auch um- 
gekehrt sagen: Eine unendlich kleine Zahl &, wird unendlich groß im 
Vergleich zu einer anderen unendlich kleinen Zahl &,, wenn &, von 
niederer Ordnung unendlich klein ist. Sind aber &, und &, von gleicher 
Ordnung, so sagt man auch: die eine verglichen mit der anderen und 
die andere verglichen mit der einen wird endlich. Entsprechend drückt 
man sich bei unendlich großen Zahlen aus. 
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84. Wenngleich aus den gegebenen Erklärungen mit voller Klar- 
heit hervorgeht, daß der Ordnungsbegriff bei unendlich kleinen und 
unendlich großen Zahlen immer nur relative, niemals aber absolute 
. Bedeutung haben soll und haben kann, so sei dies doch noch zur 
Vorsicht ausdrücklich hiermit hervorgehoben. An und für sich ist 
eine unendlich kleine oder unendlich große Zahl nur schlechthin un- 
endlich klein oder unendlich groß in dem Sinne von [81]. Von 
einer Ordnung kann erst die Rede sein bei mehreren zu vergleichenden 
unendlich kleinen oder unendlich großen Zahlen. 

Alsdann aber greift man sehr oft eine, die etwa zuerst kommt, 
als unendlich kleine, bzw. unendlich große Zahl „erster“ Ordnung 
heraus, um auch den anderen, wenn irgend möglich, bestimmte Ord- 
nungen beilegen zu können. Wenn z. B. e unendlich klein von der 
ersten Ordnung genannt wird, so ist auch 38 von der ersten Ordnung, 
dagegen sind e°, &?, &*... von der zweiten, dritten, vierten Ordnung, 


und ferner Ye, Ye... von der Ordnung 3, 3... unendlich klein. 

Entsprechendes gilt für unendlich große Zahlen. Es ist sogar 
durchaus angemessen, n von gleicher Ordnung unendlich groß zu 
setzen, wie &e unendlich klein ist, wenn das Produkt &-n einen 
endlichen Wert hat. Hiernach wäre also z. B. 1:2 unendlich groß. 
von der ersten Ordnung, wenn & selbst unendlich klein von der ersten 
Ordnung ist. 

Die Einführung der Ordnung in unendlich kleine und unendlich 
große Zahlen kommt auch bei den folgenden Redewendungen zur 
Geltung: Endliche Zahlen heißen einander gleich, abgesehen von un- 
endlich kleinen Größen, wenn ihr Unterschied unendlich klein ist. 
Unendlich kleine Zahlen von gleicher Ordnung aber heißen einander 
gleich, abgesehen von höheren Ordnungen, wenn ihr Unterschied von 
höherer Ordnung unendlich klein ist. Entsprechend heißen unendlich 
große Zahlen von gleicher Ordnung einander gleich, abgesehen von 
niederen Ordnungen, wenn ihr Unterschied von niederer Ordnung un- 
endlich groß ist, als sie selbst oder endlich, oder sogar unendlich 
klein ist. Beispiele hierzu: 


Erstens. Die beiden endlichen Zahlen: 
u Se eh: 
wis 26 An 


sind einander gleich bis auf unendlich kleine Größen. Denn ihr Unter- 
schied ist: 


a 


2 54-68 
ee nee, 
Der Faktor & ist unendlich klein, der Bruch ist endlich, weil Zähler 
und Nenner endlich sind, also ist «— b unendlich klein, w. z. b. w. 
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Zweitens. Die beiden unendlich kleinen Zahlen: 
a=-1-ViI-8; d=%, (YL-e sei positiv) 


sind einander gleich bis einschließlich Größen von niederer als der 
. vierten Ordnung in bezug auf &, denn ihr Unterschied ist: 
EINER 2 2 2 el or yı age 8?) 
Re ee EN 
# King: u WE a DE ae Te) 
st 
oe 
Der Nenner ist endlich, also ist « — b von der vierten Ordnung un- 
endlich klein. 
Drittens. Die beiden unendlich großen Zahlen: 


a=|yn®+4An+7T|, b=|n+i]| 
sind einander gleich bis auf endliche Größen. Denn ihr Unter- 
schied ist: 


nn ann“ uk ED 2n-+6 
a—b=- = 

a+b VL 4An{Ttn-+i1  Vn® Tip engn 
Setzt man hier a=1:. und multipliziert Zähler und Nenner mit g, 
so folet: | 


re 
| Vit4et7e Se 
Der Bruch ist endlich, weil Zähler und Nenner endlich sind. 
Viertens. Die beiden unendlich großen Zahlen: 


a=|V"+7T|, d=-|ym®+3| 
sind einander gleich bis auf unendlich kleine Größen. Denn ihr Unter- 
schied ist 


a-—b= 


BR ONRE 4 
Ä 45 Vak ymids 

Der Bruch ist unendlich klein, da der Zähler endlich, der Nenner 
unendlich groß ist. 

85. Das Rechnen mit unendlich kleinen und unendlich großen 
Zahlen wird noch sehr gründlich geübt werden, denn auf ihm beruht 
die Differential- und Integralrechnung, welche deshalb auch Infini- 
tesimalrechnung genannt wird. Hier sei nur noch eine formale 
Definition einer stetigen Funktion aufgestellt, welche schärfer und 
bestimmter zum Ausdruck bringen soll, was in [79] über solche 
Funktionen steht. Gegeben sei die Funktion: 


y=f(@). (1) 


Man nehme für die ursprüngliche Veränderliche zwei unendlich wenig 
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verschiedene Werte, oder wie man kurz sagt, zwei „Nachbarwerte“ 
x und 2,—=&x-+e. Sind dann auch: y=f(x) und „=f(z,)=f(e+ e) 


Nachbarwerte, d. h. darf man setzen y, =y-+ &, oder: 
f@e+9)=f@)+ & (2) 


mit der Maßgabe, daß &, mit e zugleich unendlich klein wird, so ist 
eben die Funktion f(x) stetig. Beispiel: Die Funktion: 


5-+3 
v-f@a =, (3) 
ist stetig, außer für e=+ 5. Man bilde: 
wi 5+3% 5+3( +8) 5+3% 
Eier her © 5) re a 


ee @+ 9)] 
m T-20)7 -2@-X 9) 
öls 
ze) Fa 2e Le) 


Der Bruch ist eine unendlich kleine Größe e, (außer für 2—=1:2), 
denn sein Zähler ist unendlich klein, sein Nenner aber ist endlich 
und von OÖ verschieden. 

Also ist (2) erfüllt, d. h. die betrachtete Funktion ist stetig, außer 
für <= + 7:2. Und in der Tat springt sie für diesen Wert von 
— x bis + oo (vgl. [39]). 


Übungen zu $ 9. 


1. Die Abplattung « einer Ellipse wird von der zweiten Ordnung 
unendlich klein, wenn die Exzentrizität & von der ersten Ordnung 
unendlich klein wird. 

2. Setzt man x unendlich klein, so wird x — sin x von der dritten 
Ordnung unendlich klein. 

3. Die Differenz: 


e=Va—1 
(a positiv, nicht — 1, nicht — 0, Wurzel positiv), wird unendlich klein, 
wenn n unendlich groß wird und zwar so, daß en endlich bleibt. 
4. Gegeben die Parabel und der Kreis: 


Vo 
welche sich im Ursprung O berühren. Von welcher Ordnung wird 


Y— y unendlich klein, wenn X und x einander gleich und von der 
ersten Ordnung unendlich klein gesetzt werden. 
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86. Was der Mathematiker unter Grenzfall A eines allgemeinen 
Falles 5 versteht, das werden die folgenden zehn Beispiele wohl voll- 
kommen deutlich klar machen. Der Name soll sagen, daß zwar B 
nicht eigentlich A als Sonderfall einschließe, daß es aber doch mög- 
lich sei, A dem B über alle Grenzen hinaus anzunähern. 

1. Der Kreis ist kein regelmäßiges Vieleck. Läßt man aber die 
Eckenzahl des letzteren unbegrenzt wachsen, so nähert es sich augen- 
scheinlich unbegrenzt dem Kreise. Also ist der Kreis ein Grenzfall 
aller regelmäßigen Vielecke. 
| 2. Eine Irrationalzahl ist keine Rationalzahl, d. h. weder eine 
ganze Zahl noch ein Bruch zweier ganzer Zahlen. Betrachtet man 
aber irgend einen Nenner » und denkt sich als Zähler nach und 
nach alle ganzen Zahlen von — © bis + 00 gesetzt, so muß die 
Irrationalzahl zwischen zwei aufeinanderfolgenden Brüchen m:n und 
(m + 1):n liegen. Sie unterscheidet sich daher von jedem um absolut 
weniger als 1:n, d.h. um beliebig oder unendlich wenig, wenn man 
n beliebig oder unendlich groß macht. Also sind Irrationalzahlen 
Grenzfälle der Rationalzahlen. Seit ihrem ersten Auftreten in der 
Geschichte der Mathematik bis zum heutigen Tage kommt man ihnen 
auf diese Weise bei. 

3. Die Parallele /, durch einen Punkt P zu einer nicht durch P ge- 
henden unbegrenzten Geraden! schneidet diese nicht. ( Fig. 28.) Fällt man 
aber das Lot PQ auf !, verbindet P 
mit irgend einem andern Rn. R von 
! und nimmt an, daß AR sich unbegrenzt 
weit von @ entfernt, so wird der Winkel A 
zwischen dieser Verbindungslinie und ; A) 7 3 
der Parallelen unendlich klein. Also ist Fig. 28 
die Parallele ein Grenzfall aller Geraden, 
welche durch P gehen und / schneiden. Man sagt wohl: Parallelen 
schneiden sich in der Unendlichkeit und meint damit dasselbe. 

4. Eine Tangente an einen Kreis in einem seiner Punkte P ist 
keine Sekante, d.h. keine unbegrenzt verlängerte Verbindungslinie von P 
mit einem andern Punkte @ des Kreises. Nimmt man aber an, daß 
Q sich P unbegrenzt nähert, so wird der Winkel zwischen Tangente 
und Sekante unendlich klein. Also ist die Tangente ein Grenzfall 
aller Sekanten. Man sagt wohl und meint damit dasselbe: Eine Tan- 
gente an einen Kreis (oder eine beliebige Kurve) ist die Verbindungs- 
linie zweier benachbarter Punkte. 

5. Ein Punkt eines Kreises ist kein Schnittpunkt zweier 'Tan- 
genten, denn ein solcher liegt stets außerhalb. Läßt man aber die 
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beiden Berührungspunkte sich unbegrenzt nähern, so nähert sich auch 
der Sebnittpunkt ihnen unbegrenzt. Also ist ein Punkt eines Kreises 
(oder einer beliebigen Kurve) ein Grenzfall des Schnittpunktes zweier 
Tangenten. Man sagt wohl und meint damit dasselbe: Zwei benach- 
barte Tangenten schneiden sich im Berührungspunkt. 

Übrigens stehen 4. und 5. offenbar in geometrisch dualem oder 
reziprokem Gegensatz. Dort benachbarte Punkte, hier benachbarte 
Tangenten, dort die Tangente als Grenzfall der Sekante durch benach- 
barte Punkte, hier der Kurvenpunkt als Grenzfall des Schnittpunktes 
zweier benachbarter Tangenten [201]. 

6. Ruhe ist nicht Bewegung. Aber eine Bewegung kann, indem 

sie sich allmählich verlangsamt, unmerklich in Ruhe übergehen und 
insofern ist Ruhe nicht Gegensatz, sondern ein Grenzfall der Be- 
wegung. Wer Dynamik gründlich kennt, ist auch in der Statik zu 
Hause, wenn er sich ein für alle mal klar gemacht hat, was in der 
Mathematik ein Grenzfall ist. Er wird sich z. B. sofort darüber klar 
sein, daß in der Statik Zeit und Masse nur wie verhallende Töne 
aus der Dynamik nachklingen. 
1. Ein ebenes ist kein sphärisches Dreieck. Wenn aber der 
Kugelradius unbegrenzt wächst, so kann der Unterschied unbegrenzt 
klein werden; also ist ein ebenes Dreieck ein Grenzfall des sphärischen 
Dreieckes. 

Es muß daher möglich sein, die ebene Trigonometrie aus der 
sphärischen durch einen Grenzübergang abzuleiten. Wer den Versuch 
machen will, wird gut tun, sich der beiden Grenzformeln zu be- 
dienen [88]: 


sin 


lım = 1, im —.——1. 
(20) # (2=0) .* 

8. Größer ist nicht gleich und kleiner ist auch nicht gleich. 
Aber wenn auch a größer oder kleiner ist als b, so kann doch der 
Unterschied zwischen a und b möglicherweise bei stetiger Veränder- 
lichkeit unendlich klein werden. Also ist gleich ein Grenzfall sowohl 
von größer als auch von kleiner. 

9. Die abgeleitete Funktion ($ 13) ist kein Differenzenquotient. 
Aber der Wert eines Differenzenquotienten nähert sich der abgeleiteten 
Funktion unbegrenzt, wenn x und /y unbegrenzt klein, d.h. zu 
Differentialen dx und dy werden. 

10. Ein (bestimmtes) Integral ist keine Summe. Aber es. ist 
der Grenzfall einer solchen, wenn die Summanden unendlich klein 
werden und dafür ihre Anzahl unendlich groß wird. 

Diese zehn Beispiele, die man leicht auf hundert oder tausend 
bringen könnte, zeigen den mannigfaltigen Gebrauch, welchen man 
von dem Begriff eines Grenzfalles in der reinen Analysis, der Geo- 
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metrie und der angewandten Mathematik macht. Insbesondere sollen 
die letzten beiden vorwegnehmen, daß ohne ihn Differential- und 
Integralrechnung nicht möglich wären. 


87. Grenzwert oder Limes. Auf Zahlen oder Größen ange- 
wendet wird der Grenzfall zum Grenzwert oder limes. Wenn eine 
als veränderlich angenommene Zahl a sich einer gegebenen oder ge- 
suchten Zahl b unbegrenzt annähert, so sagt man: a habe b zum 
limes und drückt dies durch die Formel aus: 


lima=b (A) 
(lim @ wird gesprochen limes von a). 


So kann eine unendlich kleine Zahl & auch als eine Zahl erklärt 
werden, welche OÖ zum limes hat: 


hau: (2) 

umgekehrt könnte eine unendlich große Zahl n erklärt werden durch: 
lim n = ©. (3) 

Wenn ganz allgemein b der limes von a ist (a und b. seien end- 


lich), so heißt dies doch nichts anderes, als daß « — b unendlich klein, 
etwa = werde. Statt (1) darf man also auch schreiben: 
| a=b+e, (4) 
und umgekehrt folgt aus (4) wieder (1), wenn «a als veränderlich und 
b als gegeben oder gesucht gilt. Nur der Ausdruck in (1) und (4) 
ist verschieden. 
Meist hängt die Zahl a, auf deren limes db man hinaus will, von 
- einer andern Zahl « ab, die selbst einen limes, etwa ß hat. Also ein 
limes, der durch einen andern limes bedingt wird. Man gebraucht 
dann das Zeichen lim in der Regel nur einmal und schreibt so: 
Iima=-b (5) 
(e=P) 
und spricht: limes von a ist = b, wenn limes von « = ß ist (oder für 
lim «= ß). Drei Beispiele zur ersten Erläuterung: 


1. Die Reziprozität zwischen unendlich kleinen und unendlich 
großen Zahlen [81] kann formal ausgedrückt werden: 


im 0 mE 00 (6) 


2. Es sei u der Umfang eines Kreises und u, der Umfang des 
ihm einbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks. Dann ist zwar u, <u, 
dagegen: 

limu, =u. 


(n=x%) 
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3. Die Stetigkeit einer Funktion kann statt in der Form [85 2]: 


fa+2)=-fla)+&) (7) 

auch in der Form ausgedrückt werden: 
lim f(&,) = f(x) oder im fa + .)=f(«). (8) 

(2%, =%) (e=0) 


88. Eine Limesrechnung ist eine Rechnung, durch welche 
ein Grenzwert bestimmt werden soll, sei es mit mathematischer Ge- 
nauigkeit, sei es angenähert, etwa auf so und so viel Dezimalen 
richtig (so daß der übrigbleibende Abrundungsfehler nach oben oder 
unten nicht größer sein darf, als fünf Einheiten der nächstfolgenden 
Stelle). Es sei z. B. zu bestimmen: 

lim a 
(«=8) 
unter Annahme, daß «a nach |87] irgend wie von « abhängt. Ist 
diese Abhängigkeit stetig, dann ist die Limesrechnung sehr einfach. 
Man setze in a für « seinen lim, also ß ein und lim a ist bestimmt. 
Beispiel: 
BEZ 2108 7 


lim = +. 
ner 12-1 11 


Doch ist dies noch keine wirkliche oder eigentliche Limesrechnung. 
Eine solche entsteht vielmehr erst dann, wenn das unmittelbare 
Einsetzen von ß an Stelle von « zu unbestimmten Formen, etwa: 


Oo 
ERS 0:08, = 
führen würde, so daß sogar vor der Hand die Existenz von limes a 
noch zweifelhaft sein könnte. Dann nützt eben dieses Einsetzen 
nichts und es ist zur Umgehung oder Zerstörung der unbestimmten 
Form erst eine Umformung nötig, welche den Kern der Limesrechnung 

ausmacht. Vier Beispiele: 
= lim (Vor +5%+7-%). (Wurzel positiv.) (1) 

(e=+%) 

Das unmittelbare Einsetzen von € = + © würde 00 — 00 ergeben. 
Man nehme statt x den reziproken Wert: y=1:7; 2<=1:y und 
bemerke, daß lim x = x zur Folge hat: lim y = 0 [87]. Es ergibt sich: 


A lim ( en: a 2) = lim ÜHer a W Zt, 
(y=0) \z (y=0) 4 


Noch ist wenig erreicht, denn das Einsetzen von y= 0 würde aber- 
mals auf eine unbestimmte Form, nämlich auf 0:0 führen. Also 
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forme man nochmals um. Man erweitere Zähler und Nenner mit 
Vi+5y+7y® +1, so wird: 
A Tım 5y+ 7y? 
w-oylViHsyt +) 

Abermals würde nach Einsetzen von y=(0 die unbestimmte 
Form 0:0 entstehen. Doch jetzt kann der Faktor y im Nenner 
gegen den Zähler gehoben werden, (da er zwar unendlich klein, aber 
nicht = 0 sein soll). Man erhält: 

-A=Im sy 

| wo Vi töyH rg tr 

Endlich ist die unbestimmte Form aus dem Wege geräumt. Da 
der verbleibende Bruch stetig ist, so darf nunmehr y=(0 gesetzt 
werden. Man erhält also: 


Auch hier stellt sich die unbestimmte Form 0:0 quer ın den 
Weg. Man forme also Zähler und Nenner um. Der Zähler ist: 


Vil+2x—-1=-—" -—-; der Nenner ist: 


VIre ey TR / (Vita) — 1 N Be x 
(VYiFz) +Yitz+i1 (Vita) +Yıte+i 
Daher, wenn & (das ja wieder nicht = 0, sondern unendlich klein 
ist) fortgehoben wird: 
ER mn MED +HVıtRH+1, 
nn ) Vi+e+1 
Die unbestimmte Form ist beseitigt und der verbleibende Bruch 
ist eine stetige Funktion von &. Man setze also nunmehr unmittel- 


bar c=0 und erhält: 


1+1+1 3 

ae a, 
. sin } 
ae S 


Hier hilft die fortlaufende Ungleichung (IX) [51]: 
sine << tgr (<e<5), 
die durch Umkehrung ergibt: 
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a — Es cotg & 


sin & 


oder nach Multiplikation mit = 2 


In 


Ü ist hiermit in zwei en eingeschlossen. Die erste ist = 1, 
die andere aber, nämlich cos nähert sich der 1, da erstens cos & 
eine stetige Funktion von & und zweitens cos (0)=1 ist. Daher 
erst recht: 


sın © 
0OSEL. 


ER 
© 


(@=0) 


’ 


womit die Limesrechnung zu Ende ist. Bei ihr wurde zwar voraus- 
gesetzt, daß x positiv unendlich klein sei; da jedoch: 
sin (— x) — sin  sin& 
N en 


ist, so gilt die Formel auch für negativ unendlich kleine Werte von &. 


. _ 1— ws 
D = lim — 3: (4) 
(<= 0) X 


Dieser limes kann auf den vorigen zurückgeführt werden, da: 


RER / eN? 
2 Bin sin 
1— cos&z 2 1 2 
a2 A ES x 
ER, 


ist. Also nach (3), wenn dort « durch - ersetzt wird: 


LO 

Dam ers 

Ist eine Zahl, etwa x, von mehreren anderen, etwa Y,2,..., 
die selbst Grenzwerte haben, in stetiger Weise ab so setzt 
man selbstverständlich für y,2,... ohne Umschweife diese ihre Grenz- 
werte ein und die Sache ist erledigt. Andernfalls, besonders wenn 
sich wie vorhin unbestimmte Formen ergeben würden, ist wieder erst 
eine eigentliche Limesrechnung notwendig, zu der die vier eben durch- 
genommenen Beispiele als Vorbilder dienen können. 

Im besonderen ist, da Summen, Differenzen, Produkte und Quo- 


tienten stetige Eon sind: 
im(y+2)=lmy-+limz, 
lim (y-z2)=limy-limz, 


Diese Formeln sind im allgemeinen richtig. Wenn aber lim y und 
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lım 2 die Werte OÖ und ® haben, so können unbestimmte Formen 
auftreten, worauf alsdann eine eigentliche Limesrechnung anheben 
müßte. Vgl. [82]. | 

Da Differentialquotient und Integral, ehe im gegebenen Falle ıhre 
Werte bestimmt werden, ihrem Begriffe nach ursprünglich Grenzwerte 
sind und sein sollen, so ist Differential- und Integralrechnung 
im wesentlichen eine limes-Rechnung, von der die soeben durch- 


oO)? 
gerechneten Beispiele einen kleinen Vorgeschmack geben sollten. 


89. Geschlossene und unendliche Ausdrücke. Ein Aus- 
druck heißt geschlossen (oder endlich), wenn er zu seiner Berechnung 
eine endliche Anzahl mathematischer Operationen verlangt, wie z. B. 


der Ausdruck: 
VE 2), 
Ce de? 


welcher vier Rechnungen einschließt, nämlich eine Addition, eine Mul- 
tiplikation, eine Division und eine Wurzelausziehung Ein nicht ge- 
schlossener oder unendlicher Ausdruck dagegen ist ein Ausdruck, er 
eine nie aufhörende, eine unendliche Menge mathematischer Operationen 
erfordert. Hierher gehören z. B.: 


1: Die unendlichen Summen oder Reihen: 


%WtWwtU tu, +: in inf. 


2. Die unendlichen Produkte: 
U U Ugüg-- in inf. 


3. Die unendlichen Kettenbrüche: 


1 
u 1 
Se ee Rh 
4 +: - in inf. 


Selbstverständlich sind noch sehr viele andere Arten unendlicher 
Ausdrücke denkbar. So würde die Newtonsche Näherungsmethode 
[186] bei unbegrenzter Fortsetzung zu unendlichen Ausdrücken für die 
Wurzeln einer leichung führen. 

Die Elementarmathematik hat es fast nur mit geschlossenen Aus- 
drücken zu tun, aber auch hier werden schon hin ei wieder unend- 
liche Ausdrücke, z. B. unendliche geometrische Reihen: 


a+tag+ag+ag’+:-- in inf. 


betrachtet. Ja selbst in die niedere Rechenkunst sind sie als unend- 
liche Dezimalbrüche eingedrungen. Die Gleichung: 


x — 3,1415926.... 
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drückt doch x durch die unendliche Reihe aus: 
1 4 1 
netten 


Die Hauptanwendungen der unendlichen Ausdrücke sind indessen 
der höheren Analysis vorbehalten. 


90. Konvergenz und Divergenz. Ein unendlicher Ausdruck heißt 
konvergent, wenn er einen limes hat, d.h. wenn man bei unbegrenzter 
Fortsetzung der geforderten Operationen eine unbegrenzte Annäherung 
an einen Wert erzielt. Dieser Wert heißt alsdann der Wert des Aus- 
druckes, z. B.: 


1 55 1 1 ER de 
es ht at en 


Beweis. Es ıst: 


und allgemein: 
1 i 


1 1 

Die Abweichung von 1, also 1:2” wird unendlich klein, wenn 
n unendlich groß wird. Mithin ist die Reihe konvergent und ihr 
Wert ist =1. Ä 

Ist kein limes vorhanden, so heißt der Ausdruck divergent. Man 
betrachte die beiden Reihen: 

A) 1+2+3+4+5+---, 
B) 1—-1+1-1+1-.--.. 

A) divergiert, weil die Glieder mit unbegrenzt wachsender Stellen- 
zahl unendlich groß werden. Man sagt A) divergiert gegen + 0 
(seltener A) konvergiert gegen + 00). B) divergiert auch, obgleich 
weder die Glieder selbst unendlich groß werden, noch ihre Summe 
unbegrenzt wächst, sondern abwechselnd +1 und O ist. (Solche 
Reihen wie B) nennt man auch wohl oszillierend.) Die Gleichung: 


s=1-1+1-1+1-:-.- ın üf. 
ist daher sinnlos, denn die rechtsstehende unendliche Reihe hat keinen 
limes, d. h. keine Summe. 


Unter allen denkbaren unendlichen Ausdrücken haben also nur 
diejenigen einen „Wert“, welche konvergieren. Allerdings ist dieser 
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Wert kein geschlossener Ausdruck, sondern ein limes, dem man bei 
unbegrenzter Fortsetzung des Verfahrens beliebig nahe kommen 
kann. Doch steht nichts im Wege, ihn auch durch nur begrenzte 
Fortsetzung des Verfahrens so genau zu berechnen, als man nur immer 
will; nur muß man irgendwie einen Betrag bestimmt haben, innerhalb 
dessen die Abweichung vom limes bei dem Abbrechen der Operationen 
bleibt und diesen Betrag so bemessen, daß er der gewünschten Ge- 
nauigkeit entspricht. Beispiel in [94]. 

Umgekehrt sind von jeher konvergente unendliche Ausdrücke das 
letzte Mittel gewesen, um Grenzwerte zu ermitteln, indem man ein 
unbegrenzt fortsetzbares Verfahren ausfindig macht, welches zu dem 
Grenzwert führen muß. Über das „wie“ lassen sich bei der großen 
Allgemeinheit dieser Aufgabe keine besonderen Vorschriften erlassen, 
außer in der Differential- und Integralrechnung selbst, die ja im Laufe 
der Jahrhunderte zu einer strengen und einheitlichen Erledigung aller 
einschlagenden Fälle durch ihre Methoden vorgedrungen ist. Doch 
vielleicht ist es nützlich, wenn erst zwei Beispiele, welche beinahe zwei 
Jahrtausende alt, also wohl die ältesten ihrer Art sind, erläutert werden, 
aber nicht nur um ihres hohen» geschichtlichen Interesses, sondern 
auch um der Art und Weise willen, wie der größte Mathematiker des 
Altertums zu Werke gegangen ist, um solche, vor ihm kaum oder 
doch nur vorübergehend ins Auge gefaßte Fragen ernsthaft und ent- 
schlossen in Angriff zu nehmen, Fragen, die heute systematisch durch 
Differenzieren und Integrieren mit allen dazu gehörigen Sätzen und 
Theorien erledigt werden. 


91. Archimedes Kreisrechnung. Es sei u, u,, U, der Um- 
fang eines Kreises, eines ihm einbeschriebenen und eines ihm um- 
beschriebenen regelmäßigen n-Ecks. Dann ist zunächst zwar: 


U ZTUZ U, 
jedoch: 
v=limu, =1limQ,. se) 
(n=x) "  (n=x) 

Daß der Kreis die Grenze der ihm ein- und umbeschriebenen 
Vielecke sei, soll schon Eudoxus bemerkt haben, auf den dann wohl 
die erste, bewußte Aufstellung des limes-Begriffes zurückgehen würde. 
Archimedes hat den entscheidenden Schritt getan durch Auf- 
findung eines zugehörigen unendlichen Verfahrens, bestehend in der 
Verdoppelung der Eekenzahl. Die zugehörigen Formeln lauten in 
unserer Schreibweise: 


N 2 U, ne 
Dakine ’ 
u En 7 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 9 


%,= VO u: (2) 


ann 
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Sie sind auf ganz elementarem Wege ableitbar und stehen in 
fast allen Lehrbüchern der Geometrie. Für n = 6 ist, wenn der Radius 
— 1 gesetzt wird: 

6, U=4V3. 


Von diesen beiden Werten ausgehend berechnete Archimedes 
die Umfänge für n=12,n—=24, n—=48, n—= 96 und fand so seinen 
auch heute noch viel en, Beer für x: 


1-34-% (% 
oder genauer gesagt, er bewies, daß: re 
Ben dn (4) 


ist. Später, als die niedere ee weiter fortgeschritten war 
(zu Archimedes Zeiten gab es noch keine Ziffern), hat man die Ver- 
doppelung von n noch viel weiter 
fortgesetzt. Doch ist dies ursprüng- 
liche Verfahren seitdem längst über- 
holt [216]. 

Archimedes Quadratur der 
Parabel. (Fig. 29.) 

I. Die Verbindungslinie der Mitte 
D einer Parabelsehne mit dem 
Sehnittpunkt © der Tangenten in 
den Endpunkten A und B wird 
von der Parabel halbiert. Es ist 
CH=IRD: 

II. Die Tangente an die Parabel 
in E ist parallel zur Sehne AB. 
Auf diese beiden Sätze gründete 
Archimedes die Parabelquadratur 
wie folgt. Es werde der Einfach- 
heit wegen gesetzt: 


AACB=A;, Segment AKELB=S. 

Dann ist nach L: AAEB= = (und nach II. ist dieses Dreieck 

das größte dem Segment einbeschriebene Dreieck.) Folglich: 
5 | 
Dr 

Nun wende man I. und II. auf die nach Abzug des Dreiecks 

AEB übrig bleibenden zwei Segmente an. Es folgt: 
AAKE=$SAAFE=:AACE=1AACD= „A 

ebenso: AELB= ,,A, mithin: 
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A 2 A 1, 
= + 162 nn (1 + r) daher: 
A 1 
Nach Abzug des Fünfecks bleiben vier Segmente übrig über den 


Sehnen AK, KE, EL, LB. Verfährt man mit ihnen in gleicher Weise, 
so folet: 


Fünfecck AKELb = 


EA et 
rl 
So kann man fortfahren. Aber wenn auch das Segment stets 


größer bleibt als das Polygon, so wird der Unterschied doch kleiner 
und kleiner und zuletzt unendlich klein. Also: 


A 1 1 1 nk: 
s->(1+45 tee All inf.) 


Rechts steht eine konvergente geometrische Reihe, daher [93]: 
A 2 4 A 
Sr 

Der Inhalt des Parabelsegmentes ist zwei Drittel des In- 
haltes des umbeschriebenen Dreiecks oder vier Drittel des 
Inhaltes des größten einbeschriebenen Dreiecks. - 

Statt durch einbeschriebene kann man auch durch umbeschriebene 
 Polygone die Quadratur vornehmen, ausgehend von AAUB=AÄ, 
worauf das Trapez AFGB, dann das Sechseck AMNPOQB usw. 

folgen würde. Man erhielte dann die Reihe der Ungleichungen: 
A 


s<A, 8S<A-3, S<Aa-2(1+4,)- 


an deren Grenze die Gleichheit stehen würde: 


S-A-7(443 +24 ini), 
oder: 

A A 2 4 A 
Ban gar | 
“ also derselbe Wert für $ wie vorhin. Bei der Quadratur des Parabel- 
segmentes hat Archimedes hiernach sogar den letzten Schritt 
machen können, was ihm bei dem Kreise nicht gelungen ist, aber 
auch keinem andern je gelingen wird, wie man in neuerer Zeit streng 
bewiesen hat. Denn bei der Parabel ist er durch einen unendlichen 
Ausdruck hierdurch zu einem geschlossenen Ausdruck gelangt und 

obendrein zu einem äußerst einfachen. 
| Kann man an das Ende einen geschlossenen Ausdruck setzen, um 
so besser. Daß aber ein solcher in allen Fällen, also auch beim Kreise 
existieren müsse, obgleich ihn die Mathematiker von Fach noch nicht 

9* 


— 
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gefunden haben, ist ein falsches Axiom, dem Hunderte, Tausende von 
Erfindern der „Quadratur des Kreises“ verfallen und, wie es 
scheint, unrettbar verfallen. Ihnen sind das Unendlichkleine, der 
. limes-Begriff, der unendliche Ausdruck usw. ein Greuel. Sie wollen 
oder können diese Begriffe nicht fassen und ahnen gar nicht, daß und 
wie dieselben anwendbar sind und daß ihr Hauptwert gerade in dem 
Umstande liegt, auch da anwendbar zu sein, wo man sich vergebens 
und immer vergebens um eine geschlossene Formel bemühen würde. 


Übungen zu $ 10. 


ven 
- cp SR, & 
in | (p positiv und ganz) 
lim. = 
p+1 
n=® W 


2. Das arithmetisch-geometrische Mittel von Gauß. Es seien a, 
und db, irgend zwei ungleiche positive Zahlen. Man bilde das arith- 
metische und geometrische Mittel: 


el rar 
are Sn *, »=-YVab,; 
zu ad, und b, bilde man wieder das aritmetische und geometrische Mittel: 


%+b Fi 
zn En b, = Vayb, 
usw. Zu beweisen, daß: 
lima, = limb, 


Nn=X n=% 


wirklich existiert. 
3. Gegeben sei eine beliebige positive Zahl a. Man bilde: 


„—=Va+2, 3 -=-Ya+2, 9 =-Va,+2,-:- 

und nehme sämtliche Wurzeln positiv. Es ist zu beweisen, daß: 
lım a, 
n=X 

wirklich existiert und sein Wert zu berechnen. 

’ % SC T 
4: lım 6087...008 SCoB = ae 
2 4 ar 


n=X 


S 11. Unendliche Reihen. Potenzreihen. 


92. Dieser Paragraph soll sich mit Konvergenzkriterien für un- 
endliche Reihen befassen, also für die denkbar einfachsten und auch 
am häufigsten angewendeten unendlichen Ausdrücke der höheren 
Analysis. Freilich ist und bleibt ja das allgemeinste Merkmal einer 
Konvergenz, daß ein limes existiert [90]; immerhin kann es in diesem 
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weiten Rahmen noch besondere, aber doch viele Fälle zusammen- 
fassende Kriterien geben und um diese soll es sich hier handeln. 
Vorgelegt sei eine unendliche Reihe: 


wu tw tWwHt: tu, tWwt in inf. (1) 


Man bilde aus den « die sogenannten Näherungsreihen: 


s=W E= U, 


9 =Ut U + U, (2) 


n"=Uu, tu tut + Un 
usw. Wenn s, mit unbegrenzt wachsendem n einen Grenzwert s hat 
Ss lımS,, .®) 
(n =) 
so ist (1) konvergent und dieser limes bezeichnet nach der in [90] 
getroffenen Vereinbarung den Wert der Reihe Es wird also: 
s-ewtW4tWw+' +4 F+u,t::: In nf. (4) 
Existiert der in (3) genannte limes aber nicht, so divergiert die 
Reihe und (4) wird sinnlos. (Wächst der absolute Wert von s, un- 
begrenzt, so nennt man die Reihe gleichfalls divergent. Sie divergiert 
gegen + oo [90]). 
Erste Bedingung der Konvergenz, Aus (2) folgt: 
Sn 1 TU: | 
Mit n wächst auch » — 1 unbegrenzt. Bei Konvergenz ist also: 
ims,=lims,.,; oder: lim(s,— s,';)= 0 
(n = ®) (n = ®) 
oder um V,den: (5) 
n=») 
Wenn eine Reihe konvergieren soll, so muß ihr all- 
gemeines Glied u, mit wachsendem »n unendlich klein werden. 
Um Mißverständnissen zu begegnen, sei noch zweierlei hierzu be- 
merkt. Erstens: Es wird nicht gesagt, daß die w, von einem be- 
stimmten n ab absolut kleiner und kleiner werden müssen. Es kann 
u, sehr wohl vorübergehend wieder zunehmen, aber doch so, daß trotz- 
dem (5) erfüllt wird. Zweitens: Man darf das Kriterium nicht um- 
kehren, denn es ist nach einer oft gebrauchten Redewendung „not- 
wendig aber nicht ausreichend“, d.h. (5) muß zwar erfüllt 
sein für den Fall der Konvergenz, aber wenn (5) erfüllt ist, braucht 
trotzdem die Reihe nicht konvergent zu sein, wie das folgende Bei- 
spiel eindringlich lehrt: 
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1 1 1 1 1 
er (6) 
also: 
E 1 1 1 ıt 
w=|1; Mn or N Gr TE 


Die Bedingung (5) ist erfüllt. Man berechne: 


1 1 1 
LE Bu Bsp Sue Sa re 5 


Der letzte Nenner 2» + 2 ist der größte, der letzte Bruch also der 
kleinste. Da ihre Anzahl » + 1 beträgt, so folgt für jeden Wert 
von n: 


n—1 1 
ee Inf?’ Ochs se et 
und damit ist die Divergenz erwiesen. Denn s, und s,,,, müßten den 
gleichen limes haben, wenn überhaupt ein solcher existierte. 


Man bezeichne mit s, „ die Summe von m aufeinanderfolgenden 


Nn,m 


Gliedern, von u,,, anfangend: 
S,,m 3 U,r1 ar U,r2 1- ve ar U, 4m (7) 
also daß nach (2): 
Sn,m un Sntm En (8) 
ist. Bei Konvergenz wird lim s,,„ = lim s, =; also: 
lim s,„=0 (m beliebig), Be 
(n=x%) ' 


d.h. wenn eine Reihe konvergiert, so muß ihr „Rest“ s, „ 
mit unbegrenzt wachsendem n unendlich klein werden, wie 
groß man auch m, d. h. die Anzahl der Glieder des Restes 
nehmen mag. Im besonderen muß dies also auch der Fall sein, 


wenn man auch »n unbegrenzt wachsen läßt: 
lım:s; UV. | (9a) 


n,m 
(n =»), (m = ®) 


Die Bedingung (9) einschließlich (9a) genügt. Sie ist „notwendig 
und ausreichend“, d. h. sie muß erfüllt sein für den Fall der Kon- 
vergenz, und wenn sie erfüllt ist, so ist auch immer Konvergenz vor- 
handen. Man bemerke, daß (5) ein ganz besonderer Fall von (9) ist, 
nämlich der, daB m = 1 gesetzt wird, also s, „ sich auf ein einziges 
Glied der Reihe beschränkt. Aber dieser besondere Fall reicht, wie 
vorhin gezeigt, nicht aus, sondern der ganze Rest, soweit man auch 
die Summierung fortsetzt, muß unendlich klein werden; dies ist der 
wesentliche Unterschied zwischen (5) und (9). 

Absolute Reihen. Sind alle Glieder u, %, Us... absolut 
(oder positiv), so nennt man der Kürze wegen die Reihe selbst ab- 
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solut. Bei solchen Reihen wachsen die Näherungssummen [922], 


es ist: 
SS I So San er 
so daß bei Konvergenz zwar der Wert von s größer ist als jede 


Näherungssumme: ee (10) 
aber doch die Gleichung besteht: 
s=lims,. 
(n =») 


93. Majorante und Minorante. Wenn zwei absolute Reihen: 

4) wu Fon Fu + +, +%W,ır+-.. ninf, (1) 

Bu tu I, Fu 70 +0,79, +: in im. (2) 
zusammengestellt werden und es sich zeigt, daß: 


%—d%, u ZU, WSty... allgemein u, <v (3) 


Nn.=—in? 
d. h. daß jedes Glied von A kleiner (oder vielmehr nicht größer) als 
das Glied von B mit demselben Stellenzeiger n ist, so nennt man 5 
eine Majorante von A, und A eine Minorante von 5. 
I. Wenn eine Majorante B einer Reihe A konvergiert, 
so konvergiert die Reihe A erst recht. Bezeichnet man ihre 
Werte mit: 


s-wtW4,+t% ... in inf, (4) 
_® ev tu t%... in inf. (5) 

so ist: 
NER (6) 


Beweis: Da BD konvergiert, ist: 


lım Sn,m a Gn+1 Sr ®,+2 ar Er Hr ®,+m gun 0. 


(n=«) 


Da nun infolge der Ungleichungen (3) für jeden Wert von n 
und m 
Sn,m S Sn, Mm 
ist, so folgt erst recht 
lim s, „=, 
(n =) | 
d. h. auch A ist konvergent. Da ferner, abermals infolge der Un- 
gleichungen (3) stets s,<s/ ist, so folgt auch s<s’; ! >s. 

Aus 1. ergibt sich durch Umkehrung: 

Il. Wenn eine Reihe A divergiert, so divergiert jede 
ihrer Majoranten erst recht. Denn konvergierte nur eine einzige 
der letzteren, so würde nach I. auch A konvergieren müssen. 

Gelingt es also, auch nur von einer einzigen Majorante die Kon- 
vergenz nachzuweisen, so ist damit die Konvergenz der Reihe selbst 
ohne allen Zweifel festgestellt. Vorgelegt sei z. B. die Reihe: 
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il 1 1 1 Be : 
St er Hure (73 
Man stelle sie mit der Reihe zusammen: 


‚ 1 1 1 1 SE 
Se Tara ae inf., (8) 


welche zwar eine Minorante von (7) ist, aber zu einer Majorante von 
(7) werden würde, wenn man in (7) das erste Glied fortließe. Es 
ergibt sich: 


i ae, 
er) 
d.h. 


1 ‚ . ’ 

— nn 391807 5m ss, 
n-+1? (n=%) x 

Mithin ist auch s konvergent und s<1-+s,d.h.s<2. 

\ 2 Et 

(Der genaue Wert ist: s= =) 

Geometrische Reihen. Vorgelegt sei die geometrische un- 


endliche Reihe: 
s-l te +3 0 a nn ee 


in welcher (vorläufig) x positiv sein soll, damit sie zu einer absoluten 
Reihe werde, wie vereinbart. Hier ist: 


„=ltfenait 2. Sy 


also nach der Summenformel für (endliche) geometrische Reihen: 


[4 
Sn-iTz 1 


a 1 


en, NE 1er ee 


n+1 
Ist x<<1, so folgt lim oz —= (0), also: 


Se (10) 


It <=1, so wird (9) divergent, weil sämtliche Glieder =1 
werden. Die Gleichung (10) bleibt noch insofern richtig, als der 
Bruch &© wird, und die Reihe gegen © divergiert. Ist aber <>]1, 
so divergiert (9) ebenfalls (gegen oo) und (10) wird ganz sinnlos, 
da der Bruch endlich und obendrein negativ wird. 


94. Aus dem Kriterium I. in [93] einerseits und dieser so ein- 
fachen Konvergenzbetrachtung für geometrische Reihen andererseits 
ergibt sich nun folgendes Hauptkriterium von ganz vorzüglicher 
Anwendbarkeit: 


7474 
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I. Eine (absolute) Reihe ist konvergent, wenn der Quo- 
tient zweier aufeinanderfolgender Glieder u,,,:u, von einer 
bestimmten Stellenzahl » kleiner ist und kleiner bleibt, als 
ein angebbarer echter Bruch 6. 

Beweis. Nach Voraussetzung soll sein: 


Yn+1 00 Um +2 0, ir EUR (1) 


U, Un+i 


also auch nach Multiplikation dieser Ungleichungen: 


- oder 
a N EEE er 
Mithin ist die Reihe: | 
Sm hit uud Fur: 
eine Majorante der gegebenen Reihe: 
Be na a ek) ee ER hl ee ae (2) 
Nun ist s’ konvergent, denn diese Reihe wird von dem Gliede «, an 


eine geometrische Reihe, deren Exponent nach Voraussetzung ein 
echter Bruch sein soll. Daher nach [9510]: 


EEE ’ U, A 
5 FEN EN ee) Bee 
also ist s erst recht konvergent und: 


Sa ln 


U, 

1—0’ 
oder: 

s<s,4t+ oder .e... (3) 
Da andererseits nach [92 10]: s>s, ist, so hat das eben bewiesene 
Kriterium den Vorzug, daß es den Fehler abschätzen lehrt, welcher 
nach Abbrechen der Reihe bei einem beliebigen Glied «, noch zu 
befürchten wäre. Denn er ist kleiner als 


15° (4) 
Als Beispiel nehme man die Reihe für e ($ 12): 


1 
(n — 1)! 


el+4., +, ta tut + ++ ini 0) 


En Uran 
Un m+2)! nr} Un+1 nt 2? Un+2 n-+ 3 


Man darf daher setzen von irgend emem n an: d=1:(n-+ 1) und 
erhält nach (4) als Fehlergrenze, wenn man bei 1:n! abbricht: 
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1 1 1 
a ” nn! 


ee 


Sie wird für n = 10: 
ag ıl 

d.h. wenn man sich auf 11 Glieder beschränkt, so ist der übrig- 
bleibende Fehler etwa = 3 Einheiten der achten Dezimale hinter dem 
Komma, d. h. die Zahl e ist auf. sieben Dezimalen hinter dem Komma 
genau bestimmt. 

Bei der Berechnung wird man wegen der Abrundung jedes Glied 
auf acht Stellen berechnen. 


1 = 1,000 000 00 
:1! 1,000 000 00 
:2! 0,500 000 00 
:3! 0,166 666 67 
:4! 0,041 666 67 
:5! 0,008 33333 
:6! 0,001 388 89 
:7! 0,000 198 41 
:8! 0,00002480 
:9! 0,000.002 75 
1:10! 0,000 000 28 


e = 2,718 281 80 


ee ne 


Die letzte Ziffer ist, wie eben bewiesen, des Restes wegen um 
etwa drei Einheiten zu klein. Außerdem haftet ihr noch wegen der 
Abrundungen eine Unsicherheit an, doch bleibt, wie eine leichte 
Schätzung derselben zeigt, doch die vorletzte Ziffer richtig. Auf 
zwölf Stellen hinter dem Komma genau ist: 


e = 2,118 281 828459... (6) 


Das Konvergenzkriterium I. kann auch so ausgedrückt werden: 
II. Eine Role Reihe ist konvergent, wenn: 


——<]l (X) 


ist. Denn offenbar drückt diese Undleichune nur in anderen Worten 
dieselbe Bedingung aus wie in 1. 
Doch man verstehe recht. Es soll nicht etwa nur (für große 


li im Un — 


(7 
Werte von n) "+! <], oder u ,,<u,, sondern es soll auch der 
U, 5) n+1 n? 


limes dieses Bruches <1 sein, was nicht dasselbe ist. In der 


Reihe [926] ist z. B. offenbar: 
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ES en A hs 
Es war ja auch diese Reihe nicht konvergent, sondern divergent. 
Dem Konvergenzkriterium II. entspricht das folgende Divergenz- 
kriterium: 
III. Eine absolute Reihe ist divergent, wenn 
. Un 
im = >1 (8) 
ist. Denn alsdann nehmen von einem bestimmten » an die Glieder 
ständig zu. 
Zu ll. und III. gehört als Ergänzung der Fall: 
IV. Wenn 


. Un+]l AR -a\ 
lim TeregNn 1 (9) 
ist, so kann die Reihe konvergent, aber auch divergent sein. 
In der eben betrachteten Reihe [926] ist (9) erfüllt; sie war divergent. 
In der Reihe [937] ist (9) auch erfüllt, da: 


lim *r+1 — Jim (1 — a) —-1 
n=s), "an? n=«) > 

ist. Sie aber war konvergent. Die Bedingung (9) läßt also die 
Sachlage vorläufig unentschieden, d. h. vorbehaltlich etwaiger Neben- 
und Unterbedingungen zur Ausfüllung dieser Lücke. Man hat solche 
aufgestellt, doch liegt ihre Darlegung außerhalb der diesem Buch 
gesteckten Grenzen, was insofern ohne Belang ist, als in solchen 
Fällen die Konvergenz meist sehr schlecht ist, so schlecht, daß eine 
wirkliche Berechnung durch die betreffende Reihe doch nicht lohnen 
würde, ja zuweilen praktisch so gut wie ausgeschlossen ist. Wenn 
statt einer kleinen Anzahl hunderte oder tausende von Gliedern nötig 
sind für eine annehmbare Annäherung, dann mag man von ihrem 
limes, von ihrem Wert zu rein analytischen Zwecken Gebrauch 
machen; aber so wie sie ist, läßt sich aus ihr dieser Wert kaum be- 
rechnen. 


95. Für algebraische Reihen, d.h. für Reihen, deren Glieder 
in beliebigem Wechsel positiv oder negativ sein können, gilt zu aller- 
erst das folgende Kriterium: 


I. Eine algebraische Reihe: 
sw, t%H4+t:. tin nf (1) 
konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Werte: 


‘= lu + lu + lu + le +: - in inf. (2) 
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konvergiert. Man betrachte zu (1) und (2) irgend zwei entsprechende 
Reste 
Sn,m Zur Un+1 ai Un+2 a7 WE ar Un+m 


Sm FRE [%, 44 : |“, 48] Hr irT “m Deses|b 


Da s, , und s/ „ vom Vorzeichen abgesehen die gleichen Glieder 


N, m n,m 


haben, diese aber in s, „ sämtlich positiv sind, während sie in s,„ 


N,Mm 


positiv und negativ sein können, so ist: 


Bea = S, 


nm" 
Wenn s’ konvergiert, ist nach [92]: 


BE Mm SE 0, 


also umsomehr: lims,„=0, 
' 


d. h. s konvergiert ebenfalls. Außerdem ist offenbar: 

sis; 
da eine entsprechende Ungleichung für die Näherungssummen s, und 
s, besteht, wie groß man auch n wählen mag. 

Wäre das Kriterium I. umkehrbar, so wäre die Frage nach der 
Konvergenz algebraischer Reihen auf die Frage nach der Konvergenz 
absoluter Reihen vollständig zurückgeführt. Es ist aber nicht um- 
kehrbar, wie sich alsbald zeigen wird. 

II. Eine Reihe mit abwechselnd positiven und negativen Gliedern: 


SW tu EU ann (8) 

(dg; U, Ug, Ug... sollen sämtlich positiv sein) konvergiert, wenn 
erstens die absoluten Werte mit n beständig abnehmen, also: 

WOuEUMSnN (4) 


ist, und zweitens: 


lim u, — 0 (5) 


(n=«) 
ist. Man bilde die Näherungssumnien: 

HU; 

, = - = mW U) —U)Ft U, 

su - u tun ty —=U — (U — Un) — (Us — WM) 

= Wu) WW) + WM, 
Sie nehmen beständig ab, da die eingeklammerten Differenzen nach 
(4) sämtlich positiv sind. 
SI ES hr 


Sie bleiben aber, wie die zweite Zusammenfassung lehrt, positiv. 
Folglich müssen sie einen limes haben. D.h. es existiert: lim s,, 
(für n = oo). 
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Desgleichen bilde man die Näherungssummen: 
REIN 
gm mt — U (u) Ft (uU) = U — (U Up) — U; 
5 = (W-)t m) u) = % 


= U — (Us) — (m) — u 


5 


Sie nehmen beständig zu: 
EEE Re 


Die bleiben aber <u,. Also existiert auch lim ,,,, (für n = o). 


Da aber 5,,,1— S$n= — Uan;ı Ist, so folgt nach (5) 


lim s,,,, — lim s,,,, 
(n=) (n=) 
d.h. s ist konvergent. 

Beispiel. Das Kriterium II. ist auf die Reihe: 


a Sehe rer Sn IT, Akte! 
s-h2=1-51, = 7+:-%;5 in inf. 


anwendbar. Denn die Glieder sind abwechselnd positiv und negatıv, 
ihre absoluten Werte nehmen beständig ab und werden zuletzt unend- 
lich klein. Folglich ist Konvergenz vorhanden, die allerdings sehr 
schlecht ausfällt. (Der Wert von s wird später [210] ermittelt werden. 
Er ist = In 2). 

Und die Reihe der absoluten Werte? 


_s=-1+3+3+2+++2+-... in nf. 


Sie ist nach [92] divergent! Also ist I. in der Tat nicht um- 
kehrbar. 


96. Unbedingte und bedingte Konvergenz. Das letzte 
Beispiel hat gezeigt, daß eine algebraische Reihe möglicherweise selbst 
dann konvergieren kann, wenn die Reihe der absoluten Wert diver- 
giert (gegen 00). Dieser Sachverhalt soll nun in helles Licht gesetzt 
werden. 

Erste Erklärung. Eine unendliche Reihe heißt unbedingt kon- 
vergent bzw. unbedingt divergent, wenn sie bei jeder beliebigen Ver- 
tauschung der Glieder konvergent bzw. divergent bleibt. 

Zweite Erklärung. Fine unendliche Reihe heißt bedingt kon- 
vergent oder auch bedingt divergent, wenn sie je nach Anordnung 
der Glieder konvergiert oder divergiert. 

Hierzu sei noch näher bemerkt: 

1. Mit der beliebigen Vertauschung steht es so. Gesetzt: 


s=-wtr4wt+W+t:+W-, t%,+::: in nf. (1) 
s=-w tu +V%+::: 4%, 1Ft tut: In inf (2) 
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seien zwei Reihen, bestehend aus denselben Gliedern, nur in ver- 
schiedener Anordnung, d. h. erstens: Jedes Glied «, von (1) ist zu- 
gleich ein Glied v,, in (2) und umgekehrt. Aber auch zweitens: 
Wenn n endlich ist, so soll auch m endlich sein, d. h. jedes Glied, 
das in der einen Reihe einen endlichen Stellenzeiger hat, soll auch in 
der andern Reihe einen endlichen Stellenzeiger haben. Drittens: 
Wenn lim n = ©, so soll auch lim m = © sein und umgekehrt. 

2. Da für endliche Reihen die Vertauschbarkeit oder Kommu- 
tativität ohne jede Einschränkung gilt, so wäre man wohl leicht ge- 
neigt, auch für unendliche Reihen das gleiche anzunehmen und die 
erste der beiden obigen Erklärungen als überflüssig, die zweite aber 
als gegenstandslos zu betrachten. Aber weder das eine, noch das andere 
wäre richtig, wie sich sogleich zeigen wird. Es gilt zunächst: 

Erster Lehrsatz. Eine absolute Reihe ist entweder unbedingt 
konvergent oder unbedingt divergent. Im ersteren Falle ist die Summe 
von der Anordnung der Glieder unabhängig. 

Beweis. Es sei (1) eine absolute und in der gewählten Anord- 
nung konvergente Reihe. Man betrachte zu (1) irgend eine Nähe- 
rungssumme 


UF Hs .® 
suche in (2) diejenigen Stellenzeiger auf, welche den Stellenzeigern 
0,1,2,...n in (1) entsprechen und wähle den größten unter ihnen. 


Er ist mindestens = n, kann aber auch größer sein. Allgemein sei 
er =n-+g. Man bilde nun zu (2) die Näherungssumme: | 


ii oral (4) 
Da s,,, alle Glieder von s,, vielleicht aber noch mehr enthält, so ist 
$,+925n: Nun suche man zu den Stellenzeigern 0,1,2,...n +4 
in (2) die entsprechenden in (1) auf, wähle abermals den größten, 
der also mindestens =n +9 ist, vielleicht aber auch um r größer 


sein kann und bilde nun wieder zu (1) die Näherungssumme: 

Sntg4n Up TH Me u (5) 
Diese hat alle Glieder von s/,_,, vielleicht aber noch mehr, also ist 
ren und wenn man beide Ungleichungen zusammenfaßt: 


— 
RITTER: | (6) 


NEIN TG SEEN II TE 
Hier kann n beliebig groß angenommen werden. Man setze 
lim » = 00, so wird nach Annahme lim s,= lim s,,,,,=s. Folglich 
3 ‚ ? YRIge or AEUTE ’ 
muß auch lim s,,,—=s sein, d.h. s’ ist auch konvergent und =. 
Wäre aber (1) in der gewählten Anordnung divergent, so folgt 
aus dieser Betrachtung, daß auch (2) divergent sein muß. Denn wäre 
(2) etwa konvergent, so müßte ja, wie eben gezeigt, (1) ebenfalls 
konvergieren. Der Lehrsatz ist also erwiesen. Übrigens divergiert 
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eine unendliche absolute Reihe selbstverständlich gegen 00, wenn sie 
überhaupt divergiert. 

Zweiter Lehrsatz. Eine algebraische Reihe ist unbedingt kon- 
vergent, wenn die Reihe der absoluten Glieder konvergiert. Die 
Summe der algebraischen Reihe ist von der Anordnung der Glieder 
unabhängig. 

Beweis. Es sei (1) eine algebraische Reihe und (2) eine andere 
aus ihr durch beliebige Vertauschung der Glieder entstandene Reihe. 
Man bilde die zugehörigen Reihen der absoluten Werte 


= ++ li + lag 4 in inf, (1) 
o=- u ++ +5 +. in nf (2) 


Dann sind nach Voraussetzung und nach dem ersten Lehrsatz 
(U) und (2) konvergent und es ist o—= 0’. Nach I 'in [95] konver- 
gieren also auch (1) und (2). 

Die erste Behauptung ist bewiesen. Es bleibt also noch zu zeigen, 
daß s=s’ sein muß. Hierzu betrachte man wie im Beweis des eh 
Lehrsatzes die Näherungswerte s, und s,,,. Es enthält s,,, alle 
Glieder von s,, aber möglicherweise noch mehr: Auf alle Fälle ent- 


hält die Differenz S,.,— 5, nur Glieder des Restes: 


n+q 
N Re 
Folglich ist ganz sicher: 
| | Y | | Ab 6, n 1 
fait Mars + in inf., 
oder auch: s,,,—8, <6o—6,. Setzt man limn»= 00, so wird 


lim 6,= 6, also auch lim S,4, lim s,, dh. s=s, q.e.d. 

Der Lehrsatz. Eine algebraische Reihe ist bedingt kon- 
vergent oder bedingt divergent, wenn erstens die Reihe der absoluten 
Werte divergiert (gegen ©), wenn zweitens die Reihe der positiven 
Glieder divergiert (gegen + oo), wenn drittens die Reihe der nega- 
tiven Glieder "divergiert (gegen — 00) und wenn viertens lim u, — 0 
wird für im» = oo. Ferner: Für den Fall der Konvergenz kann man 
es so einrichten, daß die Reihe nach einem beliebig gegebenen posi- 
tiven oder an Wert A konvergiert, und für den Fall der Di- 
vergenz kann man es so einrichten, daß die Reihe nach Belieben 
gegen + ©© oder gegen — 0 divergiert oder überhaupt nur divergiert, 
z. B. oszilliert [90]. 

Beweis. Es sei (1) eine Reihe, welche die vier genannten Voraus- 
setzungen erfüllt. Es seien: 


+0, + [4 @, 4.0, ....in.ınm. (7) 
die positiven Glieder von (1) und: 
—b,, 5, —b,, —b, --. In inf. (8) 
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die negativen Glieder von (1). Dann soll sowohl: 


a+9g+9+::-, als auch: , +5, ++ --- 

‚gegen oo divergieren. Aber es soll trotzdem sein lim a, = lim b, — 0 
(vierte Voraussetzung). 

Man nehme für A einen beliebigen, etwa positiven Wert an und 
addiere in (7) von a, anfangend in der angegebenen Folge soviel 
Glieder, daß A eben überschritten wird, was wegen der Divergenz 
von (7) immer möglich ist. Darauf füge man von (8) mit —b, an- 
fangend auch in der angegebenen Folge soviel Glieder hinzu, daß man 
eben unter A bleibt, was wegen der Divergenz von (8) auch immer 
möglich ist. Danu füge man von den übrig gebliebenen Gliedern (7) 
mit dem ersten derselben anfangend soviel Glieder hinzu, daß A eben 
überschritten wird. Dann füge man von den übrig gebliebenen Glie- 
dern (8) mit dem ersten derselben anfangend soviel Glieder hinzu, 
daß man eben unter A bleibt usw. usw. So kann man in inf. fort- 
fahren, denn (7) und (8) sind divergent und bleiben auch nach Fort- 
nahme beliebig vieler Glieder divergent. Andrerseits folgt aus der 
einzuhaltenden Bedingung „eben über A“ und „eben unter A“, daß 
man von A jedesmal um absolut weniger abweicht, als der absolute 
Wert des zuletzt genommenen positiven bzw. negativen Gliedes a oder b 
ausmacht. Da aber lim a,= lim b, = 0 ist, so heißt dies nichts an- 
deres, als die Keihe konvergiert in der angegebenen Folge gegen den 
Wert A. | | 

Ebenso leicht wäre nachweisbar, daß bei anderer Folge Divergenz 
erzielt werden könnte. Der Lehrsatz ist also vollständig bewiesen. 

Vierter Lehrsatz. Eine algebraische Reihe divergiert unbe- 
dingt, wenn zwar die heihe der absoluten Werte divergiert, aber 
entweder die Reihe der positiven oder die Reihe der negativen Glieder 
konvergiert. 

Beweis. Es divergiere etwa (7), also konvergiere (8) zu irgend 
einem Wert — r. Man nehme » aufeinander folgende Glieder von (7) 
und wähle in (1) einen Index n=n-+g so groß, daß die Näherungs- 
summe s$,,, alle diese Glieder von (7) enthält. Sie kann außerdem 
noch beliebig viel Glieder von (8) enthalten; da deren Summe aber 
absolut kleiner als r ist, so folgt: 


er, Oo Fra Ne 
Damit ist die Divergenz dargetan, denn die Summe rechts, also auch 
S,r9, wird mit » unendlich groß. 

97. Bedingte Konvergenz ist also nach dem dritten Lehrsatz 
wirklich möglich. Er läßt sich übrigens umkehren, d. h. wenn eine 
Reihe nur bedingt konvergiert, also auch bedingt divergiert, so müssen 
die vier dort genannten Voraussetzungen erfüllt sein. Denn entweder 
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ist die Reihe absolut, dann gilt der erste Lehrsatz, also unbedingte 
Konvergenz oder unbedingte Divergenz. Oder die Reihe ist algebraisch. 
Dann kann entweder die Reihe der absoluten Werte konvergieren, 
dann gilt der zweite Lehrsatz, also unbedingte Konvergenz. Oder die 
Reihe der absoluten Werte divergiert. Dann muß mindestens eine 
der beiden Reihen (7) oder (8) divergieren. Divergiert die eine, kon- 
vergiert aber die andere, so gilt der vierte Lehrsatz, also unbedingte 
Divergenz. Divergieren aber beide und ist außerdem lim u, = 0, so 
gilt der dritte Lehrsatz, also bedingte Konvergenz oder bedingte Di- 
vergenz. (Wäre aber lim u, 0, so könnte auch dann nur unbedingte 
Divergenz eintreten nach |95,].) 

98. Die Möglichkeit bedingter Konvergenz ist so auffallend, daß 
es wohl gut ist, sie an einem Beispiel wirklich zu zeigen. Es werde 


die Reihe 


s=-n2=1-3+;—-:2+21-2... in uf. (1) 
in [95] genommen. In [92] ist gezeigt, daß die absoluten Werte 
divergieren. 

Ferner werden (7) und (8) in [96] 
1, Re » n Bar (2) 
sr 8) 


(3) ist divergent, weil ihre Glieder absolut halb so groß sind, wie die 
Glieder von (6) in [92]. Und (2) divergiert daher als Majorante von (3) 
ebenfalls. Ferner ist lim «, = lım + a =(. Also die Voraus- 


setzungen des dritten Lehrsatzes in [96] sind sämtlich erfüllt. 
Nun bilde man aus (2) und (3) folgende Reihe 


TE 
indem man anfängt mit dem ersten Glied von (2), dann zwei Glieder 


von (3) hinzusetzt, dann das zweite Glied von (2), dann das dritte 
und vierte Glied von (3) usw. usw. Man bilde die Näherungssummen 


4=1-4-4=(-9-4=4-4, 
h=b+d-9-4-3-44:-4, 
= - W553 a er ones) 


und allgemein, nach immer sich gleiehbleibender Umformung je dreier 
Glieder von (4) zu zwei Gliedern: 


ale 1 1 
2 Fuer ame Bann 


1; 1 1 1 1 
ea en): 
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d.h. Be und wenn lim 2 = © gesetzt wird: 
s In 2 

Zu ee! (5) 
d.h. der Wert der Reihe (4) ist halb so groß wie der Wert der 
Reihe (1), obgleich beide Reihen dieselben Glieder enthalten, 
nur in anderer Reihenfolge. (Der naheliegende Einwand, daß 
in (4) positive Glieder „ausgelassen“ werden, ist hinfällig, denn er 
kann nur erhoben werden im Vergleich zu (1), und auch hier nur 
dann, wenn man an eine endliche Anzahl von Gliedern denkt. Wenn 
man aber unbegrenzt fortschreitet, dann wird kein einziges Glied. 
„ausgelassen“, vielmehr findet sich jedes Glied von (1) in (4) und 
jedes Glied von (4) in (1), nur eben an anderer Stelle.) 


99. Zu der Unterscheidung zwischen unbedingter und bedingter 
Konvergenz sei noch nachgetragen: 

Erstens. Bei bedingter Konvergenz fällt selbstverständlich mit der 
unbeschränkten Herrschaft des kommutativen auch die des’ assozia- 
tiven Gesetzes, Nur bei unbedingter Konvergenz gibt die Summe 
zweier Reihen, deren Glieder zusammen die Glieder einer dritten Reihe 
bilden, auch unbedingt die Summe dieser dritten Reihe. Oder kurz: 
Nur bei unbedingter Konvergenz kann man mit unendlichen Reihen 
so umgehen, wie mit endlichen Reihen oder Summen. Nur sie haben 
eine Summe „schlechthin“. 

Zweitens. Wenn auch die beiden Gesetze bei bedingter Kon- 
vergenz ihre unbeschränkte Geltung verlieren, so bleiben sie doch in 
sehr weitem, immerhin aber in beschränktem Sinne richtig. So darf 
z. B. eine endliche Anzahl von Gliedern mit endlichem Stellenzeiger 
auch bei bedingter Konvergenz beliebig vertauscht werden; setzt sich 
aber der Wechsel in das Unöndhehe or wie in dem Beispiel [98], 
dann allerdings wird das kommutative (hesetz falsch. 

Deren Die Unterscheidung zwischen bedingter und unbe- 
dinster Konvergenz läßt sich auch auf andere uemdhehe Ausdrücke 
übertragen, wenn die Operationen, so lange ihre Zahl endlich ist, sich 
beliebig vertauschen lassen. Insbesondere gilt dies für die unendlichen 
Produkte, welche überhaupt hinsichtlich der Konvergenzkriterien ganz 
genau so behandelt werden können, wie die unendlichen Reihen. 

Viertens. Es gibt noch andere Einteilungen der Konvergenz 
außer der in bedingte und in unbedingte. Von schlechter und guter 
oder schneller und langsamer Konvergenz ist schon die Rede gewesen. 
Ihre Bedeutung ist ja auch selbstverständlich. Man hat aber auch 
noch gleichförmige und ungleichförmige Konvergenz und andere feinere 
Unterscheidungen eingeführt, welche bei tieferem Eingehen in die 
Konvergenzkriterien hervortreten. 
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100. Unendliche Doppelreihen und mehrfache Reihen. 
Gesetzt das allgemeine Glied habe zwei Indizes a und b und man 
beabsichtige, sowohl a, als auch b die Werte 0, 1,2, 3,... ın inf. zu 
geben, so entsteht eine unendliche Doppelreihe [7]: 


= u, (1) 


über deren Konvergenz oder Divergenz zu entscheiden wäre. Dabei 
werde angenommen, daß man die Glieder von (1) trotz ihrer zwei 
Indizes auch irgendwie in eine einfache Reihe geordnet habe unter 
Innehaltung der folgenden Vorschriften, die mit Leichtigkeit auch auf 
dreifach, vierfach usw. unendliche Reihen übertragen werden können: 

Erstens. In der gewählten Ordnung soll irgend ein Glied von 
(1) an endlicher Stelle stehen, wenn «a und b selbst endlich sind und 
umgekehrt. | 

Zweitens. Wenn a oder b oder beide unendlich groß werden, 
so soll das betreffende Glied in der gewählten Ordnung ebenfalls einen 
unendlich großen Stellenzeiger erhalten (vgl. die Bedingungen in [96]). 

Hierher gehört z. B. die viel gebrauchte [110] „diagonale“ An- 


ordnung: 


oo tr (dos + Mo) + (Ho + Urı Ft Yo) + (og + Ua + U t u) +" 


welche entsteht, wenn man die Doppelreihe zunächst in eine Reihe 
von Reihen: 


ran nn pay, Yan hr 
E% WE 7 


Er N 

0103, 12a 155, Maren 
WER 

ee Ugg, Un, - 


Uggz Ugı, Ugg, Us, - - 


auflöst und dann den schrägen Strichen entsprechend eine einfache 
Reihe bildet. 

Auch für absolute Doppelreihen (oder allgemein absolute mehr- 
fache Reihen), sowie für algebraische Doppelreihen, wenn die absoluten 
Werte der Glieder konvergieren, gilt das kommutative und das asso- 
ziative Gesetz ohne jede Einschränkung. Wenn eine solche Reihe 
bei einer Anordnung konvergiert, so konvergiert sie auch bei jeder 
anderen und die Summe s ist von der Anordnung unabhängig, also 
die Summe „schlechthin“. Wenn man die Glieder von s in zwei 
Doppelreihen s’ und s” auseinander bringt, so konvergieren auch s 


und s’ und es ist s= Ss + s”. 
10% 
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Der Beweis folgt unmittelbar aus |96], da ja eine Doppelreihe 
trotz der beiden Indizes in eine einfache Reihe umgeformt werden 
. kann wie oben gezeigt. 

Ist aber die Reihe der absoluten Werte divergent, so kann die 
Reihe selbst nur bedingt konvergieren, wie in [96] gezeigt worden ist. 


101. Das distributive Gesetz bei unendlichen Reihen. 
Für unbedingt konvergente Reihen, ob einfach oder mehrfach unend- 
lich, gilt auch das distributive Eesai [3] beim Multiplizieren ohne 
jede Einschränkung. Sind z.B. 


) s=- Du BD 3=-Ddu, (b=0,1,2...ininf) (1) 
. a b 


zwei unbedingt konvergente Reihen, so ist auch die Reihe: 


"=, Zw (2) 


unbedingt konvergent und ihr Wert ist: 
Su—kast (3) 
Beweis: Die Reihen s und s’ seien sunächst absolut. Man nehme 
eine Näherungssumme von (l1«) und eine von (1ß) 


a) hm TruT ev: ß) ,=utU t%tV, (4) 


und multipliziere diese, da sie geschlossene Summen sind, nach dem 
distributiven Gesetz aus. Man erhält: 


vd Dun Kae) 5) 


b=0,11, 25789 


Darauf nehme man eine Näherungsreihe s,” von (2), nach Verwand- 

lung in eine einfache Reihe [100], wähle aber » so groß, daß in ihr 
alle Glieder von (5) enthalten sind. Dann ist: 

RE (6) 

Nun suche man die ahkah Werte auf, welche a und b in s, 

haben; sie mögen q und r heißen. Man bilde alsdann s, und s, und 


ganz wie in (5) 
‚ VE Be, 
Ss,'5, = U,u en 7 
; 22 f 9 


Da (7) sicherlich alle Glieder von s,’ enthält, so ist: 
X en 5, f Sr (8) 
Nach (7) und (8) ist s,’” in zwei Grenzen eingeschlossen. Man 


kann m und n, also auch p, q und r beliebig ih machen. Setzt 
man lim m = ©, lim n = oo, so wird: 


4 
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. . . ’ ® [4 [4 
lims„=lims,=s, lims, = lims/= 5), 
also nach (6) und (8) 
lims,’—=s:8, d.h. s’=s-.8, w.z.b. w. 


Sind die Reihen zwar unbedingt konvergent, aber nicht absolut, 
so übertrage man diesen Beweis wie in [96]. Man wırd auch dann 
das distributive Gesetz ohne Einschränkung bestätigt finden. Bei be- 
dingt konvergenten Reihen dagegen muß es sich entsprechende Ein- 
schränkungen gefallen lassen, gleich dem kommutativen und dem 
assoziativen Gesetz. 


102. Potenzreihen. Eine Reihe von der Form: 
s=-yun tet H+gar° +: +qa,X%" +. ininf. (1) 


in der die Koeffizienten @,, @, @dg...@,': beliebig gegebene Werte 
haben sollen, nennt man, als Funktion von x betrachtet, eine Potenz- 
reihe. Ist ein Koeffizient = (0, so kann das entsprechende Glied fort- 
bleiben, wie auch umgekehrt ein solches Glied, falls es fehlen sollte, 
als mit dem Koeffizienten OÖ behaftet, hinzugefügt werden darf. 
Formel (1) ist daher kürzer: 


ee) 
s- Da. (2) 
i=0 


Solche Potenzreihen sind in der höheren Analysis so wichtig ($ 25), 
daß es angezeigt ist, die ihnen eigentümlichen Konvergenzkriterien 
abzuleiten. Für einen besonderen Fall, der alsbald allen anderen Fällen 
zugrunde gelegt werden wird, ist dies schon geschehen, nämlich für 
die geometrische unendliche Reihe [93], 


s=l+2+20°+---in nf, (3) 


welche konvergiert, und zwar unbedingt, wenn | x < 1 ist, aber diver- 
giert, wenn x =1 und |x|>1 ist. Es ist: 
=; (el<). (4) 

Hierauf gründet sich der folgende allgemeine Hilfssatz. 

Bleiben für einen bestimmten Wert von |x|, etwa für den Wert 
I& , die absoluten Werte aller Glieder einer Potenzreihe (1) unter einem 
angebbaren endlichen, sonst aber beliebigen Wert A, so konvergiert 
(1), und zwar unbedingt, für alle Werte von x, welche zwischen +8 
und —& liegen. 

Beweis. Man halte sich zunächst an die Reihe der absoluten 
Werte von (1): 


s= +2 +la|+:--- 


150 $ 11. Unendliche Reihen. Potenzreihen. 102. 


Nach Voraussetzung soll für jeden Wert von » sein: 


la,®| <A; also: lal<a 
folglich ist die Reihe: 
reOEGertor 


_ eine Majorante von s’. Nun konvergiert s” als geometrische Reihe un- 
bedingt, wenn 
BZ 


= Be ten er 


ist. Also konvergiert s’, mithin auch s unter gleicher Voraussetzung 
erst recht und zwar auch unbedingt. 

Aus dem eben abgeleiteten Hilfssatz ergibt sich sofort: 

Erstens. Konvergiert eine Potenzreihe, sei es bedingt, sei es 
unbedingt, für irgend einen Wert von x, so konvergiert sie auch und 
zwar unbedingt für jeden absolut kleineren Wert von x. Denn, wenn 
eine Reihe konvergiert, so sind alle ihre Glieder selbstverständlich 
endlich, was auf dasselbe hinauskommt, als ob man sagen würde, daß 
ihre absoluten Werte alle unter einer endlichen Grenze A bleiben. 

Zweitens. Wenn eine Potenzreihe für irgend einen Wert von & 
divergiert, so divergiert sie auch für jeden absolut größeren Wert 
von &. Denn konvergierte sie auch nur für einen einzigen der letzteren, 
so müßte sie auch für den ersteren als den absolut ann en 
vergieren. 

Beides läßt sich zu dem folgenden wichtigen Kriterium ver- 
schmelzen. 

Jede Potenzreihe hat einen Spielraum für die Veränder- 
liche x, innerhalb dessen sie (die Reihe) konvergiert. Dieser 
Spielraum wird begrenzt durch zwei entgegengesetzt gleiche Zahlen, 
die + X und — X heißen mögen. Ist: 

|2,<|X|, so konvergiert die Reihe und zwar unbedingt; ist 
aber |v|>|X|, so divergiert die Reihe. 

Der Spielraum der Konvergenz wird also durch |X| bestimmt. 
Wie groß aber |X ist, muß in ‘jedem Fall besonders .entschieden 
werden, denn es kann alle Möglichkeiten geben von |X =(), bis 
RE) 09, 

Erstes Beispiel. 

s-l+1!2 +2! 43234... En) 7. inne 

Man wende das Kriterium II [94] an und bilde: 

mtl 


n!a 


=|n+NDe|. 
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Wie klein auch || sein mag, (nur nicht x = 0), zuletzt ist: 


Eh 

um 2,00, 
also Divergenz. Die Reihe konvergiert nur für = 0, der Spielraum 
der Konvergenz ist zu einem Punkt, dem Nullpunkt, zusammen- 


geschrumpft. Es ist ‚X =. 
Zweites Beispiel: 


-1l+rce+2°+---ın nf. 


Hier ist, wie bereits in [93] gezeigt |X|=1. Denn die Reihe 
 divergiert für |2!>1 und konvergiert für |x|<1. 
Drittes Beispiel, 


a ++ im inf. 


Hier ist 
| | I n+1 Bee 
| %,, +1] X n! | x 
| l=|1— a, |=|- 
u, | (m +n!x ın 11 | 
Wie groß auch |x| sein mag (nur nicht |x| = oo), zuletzt wird: 
U 
x 3 T 
I ug 


(n=x%) n 


Die Reihe konvergiert also für jeden (endlichen) Wert von «. 
Der Spielraum wird unendlich groß. Es ist X) = 


103. Konvergenz und Divergenz einer Potenzreihe an 
den Grenzen des Spielraums. Innerhalb des Spielraums von +X 
bis — X konvergiert also die Reihe und zwar unbedingt. Außerhalb 
des Spielraumes divergiert sie. Aber an den Grenzen selbst, also für 
&=+X,x=-—X, wie steht es da um Konvergenz und Divergenz? 

Zunächst ist ee zu sagen: Konvergiert die Reihe für eine 
der beiden Grenzen unbedingt, so konvergiert sie auch für die andere 
unbedingt, weil bei Wechsel des Vorzeichens von x zwar auch die 
ungeraden Potenzen von x ihr Vorzeichen wechseln, aber doch die 
absoluten Werte aller Potenzen unverändert bleiben. Die Anzahl der 
Möglichkeiten wird somit auf vier herabgedrückt, nämlich: 

I. Die Reihe divergiert an beiden Grenzen. 

II. Die Reihe konvergiert an beiden Grenzen unbedingt. 

Ill. Die Reihe konvergiert an beiden Grenzen bedingt. 

IV. Die Reihe konvergiert bedingt an der einen Grenze und 

divergiert an der anderen Grenze. 


Beispiel für Fall I. 
s-1tı + +2’ + 2° +--.ın inf. 
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Hier ist |X|=1. Die Reihe divergiert für«=+1 und«=-1. 
Für &=-+1 divergiert sie gegen +, für = —1 oszilliert sie [90]: 
Beispiel für Fall I. 
x VEN 3a x 
Syst sat ee 


Um zu allererst X zu finden, wende man das Kriterium II [94] 
an. Es ist: 


h | RE CR ER! | 
Te 
(n=%) | n-1i Lee | 
Es folgt: |X|=1. Setzt man erst —=+1, dann = —1, so er- 
gibt sich: 
1 1 1 
Sa 
1 1 1 
BT 
Beide Reihen konvergieren unbedingt [93 7]. 
Beispiel für Fall II. 
Pe Ba Ber" Be Ber ee Be 
STE a an ae 
Hier ist: 
: | E gr N | x | | | 
im — | = = | 
en +1)” 14 | 
| +5 
Also it |X|=1. Fürrzx=+1 undxz=-—1 erhält man: 
s- 1-4-4+444-4-4444 
31-4444 tHtHin 


Beide Reihen sind konvergent, wie das Kriterium II [95] zeist, 
wenn man je zwei aufeinanderfolgende positive und negative Glieder 
zu einem Glied zusammenzieht. Aber die Konvergenz ist uns da 
die Reihe der absoluten Werte divergiert [92 6]. 


Beispiel für Fall IV. 
er ee re 
Auch hier ist |X|=1. Fürz=+1 undz=-—1 erhält man: 


1 1: a A: 
Sn a 
EI ua ee ot 
Sa 1 2 3 4 5 


Die erste Reihe ist bedingt konvergent, die zweite ist divergent. 
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104. Für spätere Anwendungen sei der folgende Satz vorweg- 
genommen. Die drei Reihen: !) 


s=wtar +8 +: +4,” +: - 
‘= a, + 2,E+.  +na,a®r it... 
; Be 6° 

et Dr ai) Sara en 2a 


et 
nn+1 Ur 
haben einerlei Spielraum der Konvergenz. 
Beweis. Es bezeichne: 
— X<x<+X 
. den Spielraum der Konvergenz für ss Man führe außer x einen 
zweiten Wert 8 innerhalb dieses Spielraums ein, setze aber |&I<|X. 
Dann ist s auch unbedingt konvergent, wenn x durch 8 ersetzt wird, 
also bleiben auch nach dieser Ersetzung die Glieder von s sämtlich 
endlich. Mithin gibt es einen endlichen absoluten Wert A, so dab 
für jedes »: 


la,&| <A, also |a,e”|< | A Ey). 
Mithin sind die drei Reihen: 


a4 lad] Ha lHla + 
= 4 #lra@)| Haa@y]e 
Amen 


Majoranten von s, s, Ss. Alle drei Majoranten konvergieren un- 
bedingt, wenn =! < 8, ist, wie die Kriterien in (94) ergeben. Also 
konvergieren unter gleicher Voraussetzung auch s, s’, s®” unbedingt. 
Die Spielräume der Konvergenz von s’ und s” sind also sicherlich 
nicht kleiner als der Spielraum der Konvergenz von s. Ebenso läßt 
sich zeigen, daß sie nicht größer sind. Mithin sind die drei Spiel- 
räume einander gleich. 


105. Doppelte unendliche Potenzreihen: 


db > >, Ma? 
= I, n,n® y" 


schreiten nach ganzen an zweier Veränderlichen « und y fort. 
Über ihre Konvergenz gilt zunächst ein Satz, welcher ganz dem 
Hilfssatz in [102] an nämlich: 


1) Es ist s’ die abgeleitete Funktion [116] und s’’ die Integralfunktion von s. 
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Bleiben die absoluten Werte der Glieder sämtlich unterhalb eines 
beliebigen Wertes A, wenn statt x und y zwei gegebene Zahlen 5 
und n gesetzt werden, so konvergiert die Reihe und zwar unbedingt 
für alle Werte von x und ,, welche den Ungleichungen 

l<löl, Iyi<inl 
genügen. 

Beweis. Nach Voraussetzung soll sein für jeden Wert von m 
und n, also auch für lim m = © und lim n = oo 


ne gmy®| <A; also auch: |, ER | A (2). (&) 


folglich ist 
|, /a2\m /y\n 
- 2246) (m) 


eine Majorante von s. Diese Majorante aber entsteht durch Multipli- 
kation der beiden geometrischen Reihen 


SA AZH)" wa ZH, 


welche unbedingt konvergieren, wenn: 

a <iil ud yi<ın 
ist. Mithin konvergiert auch s’, also auch die Minorante s unter 
gleicher Voraussetzung. 

Aus dem eben bewiesenen Konvergenzkriterium ergibt sich. bei 
geometrischer Ausdrucksweise für das Konvergenzgebiet einer doppelt- 
unendlichen Potenzreihe ein in sich einfach zusammenhängender Teil 
der unendlichen xyEbene, welcher symmetrisch zur x- und %-Achse 
liegt. Wie weit es sich wirklich erstreckt, muß von Fall zu Fall 
entschieden werden, wie in den fölgenden Beispielen: 

Beispiel 1. Es sei a, „—m!n!, also: 


MN 


s= > >! mIntanyn. 
m N 


Diese Reihe entsteht durch Ausmultiplizieren der beiden Reihen 


= 
Se > mia", 9, = 25 n!y" 
nt n 


von denen die erste nur für x<=(0 und die zweite nur für y= 0 kon- 


vergiert. Mithin beschränkt sich das Konvergenzgebiet auf den An- 
fangspunkt O(0, 0). 


Beispiel II. Es sei G,n = 1 für jedes m und n, also: 


\) Mayr 
s= > > amyn. 
m n 
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Diese Reihe entsteht durch Ausmultiplizieren der beiden geome- 


trischen Reihen: 
= Da", = DV, 
Mm N 


welche konvergieren wenn |x <1 und |y|<1 ist, dagegen diver- 
gieren, wenn |£ >1, |y|> list. Mithin ist das Konvergenzgebiet für 
die Doppelreihe ein Quadrat, dessen vier Ecken sind: 


al raeterel), =, — 1); 
Beispiel Ill. Es sei a,,= r 


ve, Rt also: 


Diese Reihe entsteht durch Ausmultiplizieren der beiden Reihen: 


gg y” 
ee SE Pal Fan 
m 


N 


welche für alle endlichen Werte von & und y konvergieren |102|. 
Das Konvergenzgebiet für die Doppelreihe ist daher unbeschränkt. 


Beispiel IV. Es seia,„=--; 


Rn 
Y 
Ber a 
ISDN: n! 
m n 


Diese Reihe entsteht durch Ausmultiplizieren der beiden Reihen: 
4-28 ’ Da 


von denen die zweite für jeden Wert von y|, die erste aber nur für 
|z|<<1 konvergiert. Mithin ist das Konvergenzgebiet der Doppel- 
reihe ein Streifen der «y-Ebene, welcher durch zwei Parallelen zur 
y-Achse im Abstande + 1 und — ] begrenzt wird. 


Beispiel V. Es seı: 


also: 


An = 0, wenn » ungerade ist, 
m—- n)! ; : 
Pe aM En wenn n=( oder durch 4 teilbar ist, 
ı MN: z 
m— n)! x P : 
An nn ‚ wenn n durch 2, aber nicht durch 4 teilbar ist. 


Die Reihe wird bei diagonaler Anordnung: 
s-l+2 +? - +30) + by Hy). 


Sie ist konvergent, wenn ©? +y?<<1, divergent, wenn @+y?>1 
ist. Beweis in [224]. Mithin ist das Konvergenzgebiet die Innen- 
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fläche eines Kreises um den Anfangspunkt als Mittelpunkt mit dem 
Radius 1. 

Diese fünf Beispiele sind so gewählt, daß das Konvergenzgebiet 
recht einfach war. Innerhalb desselben ist Konvergenz, und zwar 
unbedingt, außerhalb ist Divergenz. An den Grenzen selbst kann ganz 
wie in [103] Konvergenz oder Divergenz sein oder auch teils Kon- 
vergenz, teils Divergenz. 


Übungen zu $ 11. 
1. Die beiden unendlichen Reihen: 
Sp = 608% + 00827 + cosdx + cos4x + --- in inf., 
s =sinc +sin2r+sindr +sindx + --- in inf. 


sind divergent für jeden Wert von x. Nur für s, machen die Viel- 
fachen von z, also 2=0, +7, +2z, .... eine Ausnahme. 
2. Die beiden Reihen: 


cos2x cos3X cos 4X 


8, COS Le + N + i 1.%..21n ınG 


sin 2x sin3x sin 4x IRRE 
ee yrlenn +... m mf 


sind konvergent für jeden Wert von x. Nur für s, machen die Viel- 
fachen von 2z, also @=0, +2x, +4z,... eine Ausnahme. 
3. Die absolute Reihe: 
1 1 1 N 
selten 1n/ind,, 


in welcher % ein beliebiger Exponent sein soll, divergiert, wenn k<1 
ist und konvergiert, wenn k >1 ist. 


4. Die Reihe: 
s-1-)+l-aAl1-5)+A-9lt-5)-3)+° 


divergiert, wenn & ein positiver echter Bruch ist. 


s =sinc-+ 
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106. Die Hauptergebnisse dieses Paragraphen beruhen auf ein- 
gehenden und mit äußerster Genauigkeit geführten limes-Betrachtungen, 
welche sich an den Ausdruck: 


K(g,n)= (1 - =) (1) 


anknüpfen lassen, wenn x als beliebig gegeben gilt und |n| unbegrenzt 
wächst. Daß es sich dabei um limes-Rechnungen im eigentlichen 
Sinne [88] handeln wird, zeigt der unbestimmte Ausdruck 1°, welchen 
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man erhalten würde, wenn man sich einfallen ließe, für n unmittelbar 
seinen Grenzwert, nämlich oo zu setzen. Es fragt sich, ob es mög- 
lich ist, diese unbestimmte Form irgendwie in eine bestimmte Form 
zu verwandeln. 

Es sei » vorläufig irgendeine positive ganze Zahl. Dann gibt 
der binomische Lehrsatz [195], wenn dort x: n statt & gesetzt wird, 
sofort einen Ansatz. Man erhält: 


HT © 
Das zweite, dritte, vierte, ... Glied sind: 
DE-32-4a 


2 ie 
(3) ERNERE n 22 


N? 12.2 n? vi 


Ne 


1 2 
I N Fu 
) Zen a )wW—2 zu il aA 3 
Silan a ar: an, 3! 


usw. Also wird: 


ua, 


: N” } 
F(a,n)=(1 +4) -1+ 84724 


Bean, ‚ee, 


N! 


und diese Formel werde der nun folgenden limes-Rechnung zugrunde 
gelegt. 

107. Zunächst werde x als positiv, sonst aber beliebig angenommen. 
Dann sind in [1065] rechts alle Glieder positiv. Die beiden ersten 
sind von » unabhängig; die übrigen wachsen offenbar, wenn n. (das 
vorläufig positiv und ganz sein sollte) wächst, weil die Faktoren: 


1 2 
De A) 


wachsen. Außerdem tritt, wenn 2 um eine Einheit wächst, jedesmal 
ein Glied neu hinzu. Daher: 

Ist x positiv und n positiv und ganz, so wächst Fx, n), 
wenn n wächst, (was-ja a priori durchaus nicht sicher war, da 
zwar dann der Exponent wächst, aber die Basis abnimmt). 

Andererseits indessen ist jeder der Faktoren (1) <1. Würde 
man statt ihrer in (3) überall 1 setzen und außerdem die so ent- 
stehende Reihe unbegrenzt fortsetzen in die für alle Werte von & 


konvergente Potenzreihe (vgl. |102]): 
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2 3 
A=-1+ I + St, + in inf, (2) 
so folgt daher, wie groß auch n sei: 
TEN 
Fa,n)=(1+2) <A. (3) 


Also: Wenn x& positiv ist, so hat der Ausdruck einen limes. 
Sein Wert ist entweder = A oder er ist <A. 
Er ist = A, wie jetzt zu zeigen ist. Man breche [106 »] bei dem 
p + 1% Gliede ab (p<n) und erwäge außerdem, daß der letzte Zähler 
offenbar der kleinste ist. Daher, wenn man 8 andern Zähler durch 
diesen ersetzt denkt, ihn absondert und die so entstehende (p + 1)" 
Näherungssumme von (2) mit: 
% gu" ac 
,el+ö+lt 4 (4) 
bezeichnet, so ist unzweifelhaft: 


NR v—1 S 
+ 2)>2, 6-0 
Die rechte Seite dieser Ungleichung bedarf einer Umformung. 

Es ist: 


m 
ern 
GG -H6-N>1-"trt24 a4p8 
also erst recht: | 
ya jaja een 
fährt man so fort, so folgt allgemein: 
ha). Ph me 2 2 
oder nach [271]: 
Hi 
Die Ungleichung (5) zieht daher die Ungleichung: 
(1+4)"> 4, (1-28) (6) 


an 


nach sich. Und nun eilt die limes-Rechnung ihrem Ende entgegen. 
Es sollte p<n und limn = oo sein. Man nehme an, daß auch 
limp= © sei, aber von einer um so viel kleineren Ordnung als n, 


also: 


4 
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n—= a 


daß n von höherer als der zweiten Ordnung werde, verglichen mit p. 
Dann wird einerseits lim A,—= A, da A, eine Näherungssumme von 
(2) ist, und andererseits: 

A 


lım a 


(n=», p=%) 

Nach (3) und (6) ist der betreffende Ausdruck in zwei Grenzen 

eingeschlossen. Die eine ist A, die andere wird A, wie eben gezeigt, 
d. h. es ist: 


i \n - 26° RT, 
im (14) =A-14 545 +, +0 mi. et) 


Um (7), das erst für positive x bewiesen ist, auf negative x 
auszudehnen, denke man sich die rechte Seite von [1063] durch Hin- 
zufügung der Glieder Ox*+1+02”+? +... in eine unendliche Reihe 
verwandelt. Dann ist, wie gezeigt, der absolute Wert jedes ihrer 
Glieder kleiner als der absolute Wert des entsprechenden Gliedes in 
der Reihe [1072] für A. Nach (7) ist andererseits der Unterschied 
beider Reihen unendlich klein, wenn n unendlich groß und x positiv 
ist. Da aber alsdann beide Reihen nur positive Glieder (einschließ- 
lich O0, wie eben erklärt) besitzen, so muß die absolute Summe der 
Unterschiede entsprechender Glieder unendlich klein sein. Um so 
mehr muß es mit der algebraischen Summe dieser Unterschiede der 
Fall sein, welche entsteht, wenn x negativ ist, also in beiden Reihen 
die Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, d. h. es ist auch für 
negative Werte von x: 

; ge\n 
lim (1 Y =) ö 4) a ech a, a) Be 


Wäre endlich <= 0, so würde einerseits A= 1, andrerseits, wie 


groß auch n ist: 
f EN O\R 
y-ry- 
sein. Mithin gilt (7) für alle (endlichen) algebraischen Werte von «. 
108. Doch die Gleichung [107 7] bedarf noch einer zweiten Er- 


weiterung. Bisher wurde n als absolute ganze Zahl vorausgesetzt. 
Jetzt möge n eine beliebige Po; Zahl sein, die in stetiger Weise 
unbegrenzt wächst. 

Selbstverständlich muß dann der erweiterte Potenzbegriff zugrunde 
gelegt werden. Da sei daran erinnert, daß alsdann Basis und Potenz 
nur positiv sein sollen [40], daß ferner die Potenz wächst, wenn die 
Basis wächst, daß drittens die Potenz mit wachsenden Exponenten 
zu- oder abnimmt, je nachdem die Basis größer oder kleiner als 1 
ist und daß En: die Potenz eine stetige Funktion sowohl der 
Basis als des Exponenten ist. 
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Wenn n keine ganze Zahl ist, so muß n doch zwischen zwei 
ganzen Zahlen, etwa m und m + 1 liegen. Es sei zunächst wieder 
x>0. Setzt man dann in: 


Fa, n)=-(1+) (1) 


im Exponenten m + 1 statt » und in der Basis m statt n, so wird 
aus beiden Gründen die Potenz vergrößert. Setzt man aber umgekehrt 
im Exponenten m statt n und in der Basis m +1 statt n, so wird 
aus beiden Gründen die Potenz verkleinert. Also ist: 


(144) >(1 Se -\ > > are 7)" ‚[e>9, m<n<m+1]. (2) 


Ist lim» = oo, so ist auch lim m = © und umgekehrt. Es er- 

gibt sich erstens: 
i mH+1 i ge \ m . 
im (14m) dm (rn) in le 

Denn der erste Faktor ist A nach [1077], (da m eine ganze Zahl 

sein soll), der zweite ist = 1. Und zweitens: | 
: “e RAN m be R +1 f R 

ER ( Dre ı) a At Far een im (1 = a) me 

Denn der Dividendus ist A, nach [1077], da m + 1 eine ganze 
Zahl sein soll, der Divisor ist = 1. Nach (2) ist also (1) in zwei 
Grenzen eingeschlossen, welche beide A zum limes haben, d.h. die 
Gleichung [107 7] ist auch nach der eben vorgenommenen Erweiterung 
richtig, wenn x positiv ist. | 

Ist aber x negativ, so leite man an Stelle der Ungleichungen (2) 
ebenso die Ungleichungen: 


(14 9)" <(+H << m<ncmtl) 


und berücksichtige ebenso, daß beide Grenzen A zum limes haben, 
d. h. Gleichung [107 7] bleibt richtig. 

Doch die Gleichung [107 7] bedarf noch einer dritten und BB 
Erweiterung. Es werde n negativ, also lim» = — 00 angenommen. 
Ist sie auch dann noch richtig? 

Man forme folgendermaßen um: 


ee 


—( a u (1 ea) 


oder, wenn -_ n— x=n’ gesetzt wird: 


re) 
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Für limn = — oo wird limn’— + ©, also, wie bereits gezeigt: 
i EE 
lim (14) =4. 
Es N 


Andererseits ist, da x eine beliebige endliche Zahl sein soll: 


lim [(1 + =) - im 145) = 1-1, 


n =» Neo 


also: 
. N 
„mi a en 
d. h. Gleichung [107 7] bleibt auch richtig für im =— mw. Es 
. ist ganz allgemein, ohne jede Einschränkung: 


e IC \ PR x 26” ac” . ° 
„im (145) ba in inf. (3) 
Damit ist die zu Anfang dieses Paragraphen angekündigte limes- 
Rechnung erschöpfend erledigt. Jetzt winkt in nächster Nähe der 
Lohn für diese recht mühevolle Arbeit. 


109. Die Zahl e, nächst der Kreiszahl x die wichtigste trans- 
zendente Zahl, ist rein analytischen Ursprungs gewesen, der sich in 
der Hauptsache mit den eben beendeten Grenzbetrachtungen deckt. 
Sie entsteht aus [1033] wenn <= 1 gesetzt wird. Es ist also: 

; 1\r 1 1 1 1 1 1 

el a er a 


(Br=Ho 


Ihre Berechnung ist schon in [94] vorweggenommen worden. ‚Sie 

hatte ergeben: 
e= 2,118281828459 .... (2) 

Die Entdeekung und erste Berechnung dieser Zahl soll auf Napier, 
der allgemein üblich gebräuchliche Buchstabe e zu ihrer Bezeich- 
nung soll auf Euler zurückzuführen sein. | 

Die Exponentialreihe Da die elementaren Gesetze für das 
Potenzieren, nämlich: 

amtn— qm. ( (a)? = an 


auch nach Erweiterung des Potenzbegriffes gelten, so folgt: 


N NR x 


ge\n 1 ER as 2 1 \m7%® 
(145) al Ü +) r & | a 
wenn m für n:x gesetzt wird. Ist imn=+%, so ist auch 
limm = + ®, also nach (1): 


ee Te 
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und daher nach [1083]: 
gr 3 
e=1+5 +5 + „+ in inf. (4) 

eültig für jeden endlichen Wert von x. Die Exponentialfunktion 
für die Basis e ist in eine konvergente Potenzreihe von sehr 
einfachem Bau entwickelt worden; dies ist die hochbedeutsame 
Frucht der vorangegangenen limes-Rechnung und zugleich die Recht- 
fertigung der Zahl e als „natürlicher“ Basıs. 

110. Wegen der großen Wichtigkeit der Formel [1094] sei die- 
selbe noch einmal (allerdings ganz kurz) a posteriori hergeleitet. 


Man setze hierzu: fx«)=1+ = 4 = + z + ...ın inf. - 2 = (1) 


so daß die Identität 
f@)=e (2) 
zu erweisen ist. Sie stimmt zunächst für <=0 und «=1, da 
/(O)=1, f(l)=e; und da andererseits auch ®—=1, e!=®ist. 
Sodann setze man in (1) für x irgend zwei Werte y und z, 
und bilde das Produkt: 


| | 3 m gr — m gm 
fra - DI DE- DD 
v777 N m N 


In diagonaler Anordnung der Doppelreihe [100] daher: 


PN; Von UNE | 
Oeneenmene.: 3 © 
y" N zl ne PR gr 
en ae te 


Nach [19 4] sind die Glieder identisch mit: 
N A VE 
EN 2 Ir 


? n! 


7 
d. h. die Funktion f(x) erfüllt die „Funktionalgleichung“ 
fW) Sd=rly +2). (4) 
Man erweitere sie auf beliebig viele Faktoren und Summanden, 
fW)-fe)-fw fo): --fytzetutv+:.), (5) 
setze y-2=u=v---=1 (Anahl=p) Da f(l)=e, so: 
6. 0.0:.:=f(p) oder Flo) er, (6) 
d. h. (2) gilt für alle ganzzahligen Werte von x. Dann setze man: 


y- -l=-u=-.: =. (Anzahl =g), so folgt: 
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ra) =; fr IB ar Fo)"; 
also ER NACSE - 2) — (on et (7) 


d.h. (2) gilt für alle gebrochenen Werte von x, also [86 2] auch für 
alle positiven Werte von x. Für negative Werte Beweis durch Formel 
A LA 


111. Aus [109 4] lassen sich mit größter Leichtigkeit einige an- 
dere Reihenentwickelungen ableiten. So zuerst allgemeiner 


“ = FT LRE). 


Ra ermae—_ | + == er +... -t in inf. ee 
Ferner ist: 0” =1: ee, BIN SE also [63] 
ee RE (2) 
Bern (3) 


Vgl. $ 25 Maler zwischen Kreis- und Hyperbel- 


funktionen): 
GER a N 


en ; (4) 
’ 2? 5 7 
et B 
Schließlich sei an der Formel 
lim (1 +4) @ (6) 


(n=) 
kurz gezeigt, wie ein limes zuweilen umgekehrt werden kann. Es 
folgt durch Wurzelausziehen 


1+2- Yo; y-nl/e-1). 
Daher, wenn &=x, also umgekehrt: y= In x gesetzt wird: 
lim [n(Yx — 1)] = In x (7) 
(n=%) 
el 


oder, wenn n—=1::, VYe=x2"—= x° gesetzt wird: 


et 
In z = lim . 


Ta 

en (Ta) 

Es ist (7) die erwähnte Umkehrung. Diese Formel ist früher 

wirklich zur Berechnung der Logarithmen benutzt worden. Man 

setzte » gleich einer Potenz von 2, um nur Quadratwurzeln zu haben. 
i1> 
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Übungen zu $ 12. 


1. Zu beweisen, daß die Ausdrücke: 


2 


N 

mit wachsendem » abnehmen und die Zahl e zum limes haben. 

2. Bis zu welchem Betrag X würde ein Anfangskapital C nach 
t Jahren angewachsen sein, wenn es auf Zinseszins zu p %, jährlich 
ausgeliehen und es möglich wäre, die in jedem Augenblick entstan- 
denen Zinsen sofort zum Kapital zuzuschlagen. 

r nP+ An! +BnP=2—+...+K aen+p 
ö. m (nr) 
4. Zu vergleichen sind: 
A, Are wunlel, 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 


Au = ne I A, — er A a) 


ZWEITES BUCH 


_ DIFFERENTIALRECHNUNG 


Vierter Abschnitt. 
Grundbegriffe der Differentialrechnung. 


$ 13. Das Differential, der Differentialquotient und die abgeleitete 
Funktion. 


112. Begriff eines Differentials.. Eine Änderung 4x einer 
Größe x wird dann ein Differential dx (gesprochen ohne Partikel 
zwischen d und x, oder auch d „von“ x, jedoch niemals d „mal“ x), 
wenn sie unendlich klein werden soll. | 

Das Wort Differential und die zugehörige Bezeichnung dx 
stammen von Leibniz. Man gewöhne sich übrigens: 


d, aber nicht 2, auch nicht Ö (1) 


N 


zu schreiben, weil der Buchstabe © mit dem krummen statt des 
geraden Striches für eine besondere Abart von Differentialen, nämlich 
die partiellen, ($ 19) aufgehoben werden soll und auch der Buchstabe Ö 
eine besondere Bedeutung als „Variation“ hat [173]. 

Sonst wäre noch zu sagen, daß ein Differential alle in $ 9 
hervorgehobenen Merkmale einer unendlich kleinen Größe hat; so 
kann z.B. dx positiv oder negativ sein, denn das Unendlichkleine 
haftet nur an dem absoluten Wert. 

Stetigkeit einer Funktion. Nach Einführung des Differen- 
tials erhalten die früheren Erklärungen [85] und [87] folgende, nun 
aber endgültige Fassung: 

Eine Funktion y=f(x) heißt stetig, wenn einem dx ein 
dy=df(x) entspricht. Es ist allgemein für jede Funktion, selbst 
wenn sie unstetig sein sollte: 


Ay= AIf(a) = fa) - fa) = fe + Aa) — fie). (2) 
Für den Fall ihrer Stetigkeit ist aber auch: 
dy=df(x)=f(® + da) — f(x). (8) 


Man nehme daher zur Prüfung der Stetigkeit die Differenz 
f(x + dx) — f(x) und weise nach, daß sie mit dx zugleich unendlich 
klein wird und verschwindet. Vier Beispiele. 

Erstes Beispiel. Die Funktion f(x)= x? ist stetig. Denn 
man erhält: 


f(& + da) — f(x) = (x + da)? — 2? = 2rda + (de)%. 
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Sowohl 2xdx als auch (dx)? sind unendlich klein (letzteres sogar 
von der zweiten Ordnung). Man darf also schreiben: 
dy = d(2?) = 2xdx + (dx)?. (4) 
Zweites Beispiel. Die Funktion f(x) = sin # ist stetig. Denn 
man erhält: - 
f(x + da) — f(x) = sin (& + d«) — sin @ 
— — sin z(1 — cos d&) + cos x sin de. 
Das zweite Glied ist unendlich klein, da |sindx|<|d«| ist. Das 
erste Glied ist erst recht unendlich klein, da 1 — cos dx = 2sin? ee 


2 
ist. Man darf also schreiben: 


dy= d(sin x) = cosx- sin da — 2 sin ® - sin? “®. (5) 


Drittes Beispiel. Die Funktion f(x) = e* ist stetig. Denn 
man erhält: 
fe + de) - fie) = et" —- ® = e(e®”— 1) 
oder nach [109 4], wenn dort dx statt x gesetzt wird: 
dx)? dx)? 
f(@ + da) - (a) = e(de+ + +) 


Der zweite Faktor ist unendlich klein, denn sein absoluter Wert ist 
kleiner als: 


idz| + |de® + ]de +. - I 
Man darf daher schreiben: | 
1)? dx)? 
da dee (da -- a. — E +: ): (6) 


Vıiertes Beispiel. Jede Potenzreihe: 
y=-fa)=atbx+ca+tex+-.-ininf. (7) 
ist ın dem Spielraum ihrer Konvergenz [102] stetig. Denn man erhält: 
fe +da)— f(a)=(a+b2, +02?’ +: )—-(la+tbz+ce®-+---) 
wenn zur Abkürzung &, =%&% + dx gesetzt wird. Da man die Glieder 
beliebig umstellen darf ($ 11, unbedingte Konvergenz), so folgt: 
fa +da) - fa) =b - a) +ea? —- a) +ea?’— a)... 
oder nach Anwendung der Formel: 
De El Em he Bi 
auf alle Glieder und Absonderung von 2, — x =d«: 
fa +de) —- fa) =dab+ca FD tea HE M)+::.). 
Der erste Faktor ist unendlich klein = dx, der zweite ist endlich. 
Es sei nämlich etwa |x,|< x, so wird sein absoluter Wert kleiner als: 
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d| +12cx]| + |3ex?| + - - - in inf. 
und diese Reihe ist konvergent [104]. Man darf also schreiben: 
dy=d(a+be+ca+ex®+:::) 
-deb+ ec +) tea +2 te) +.r.]. (8) 


113. Prüft man in gleich einfacher Weise die übrigen elemen- 
taren Funktionen des ersten Abschnittes, so wird man sie sämtlich 
als stetig befinden, vorbehaltlich einzelner, schon wiederholt hervor- 
gehobener Unstetigkeitsstellen [80]. Die Potenzfunktion, die Wurzel- 
funktion, die logarithmische Funktion, die trigonometrischen Funk- 
‚tionen, die arcusfunktionen usw., sie alle sind stetig. 

Aber auch die aus ihnen im Sinne von $ 6 zusammengesetzten 
Funktionen sind mit gleichem Vorbehalt stetig. Ist z. B. die Funktion 
von einer Funktion y=f(g(a)) gegeben, so bilde man nach [112] 
zunächst die Differenz f(p(= + dx)) -- f(p(z)) und setze (wie in [51]) 
o(z) =z, also y=f(z2). Wenn p(x) stetig ist, so folgt [112 3]: 


dz=gp(x+dx)—yp(z) oder glae+tdae)=2+de, 
f(p@ + do) - fp@)) = fe + de) — fle). 


Wenn f(z) eine stetige Funktion von 2 ist, so folgt ebenso: 
dy=df(@)=fle+de)— fl), 
d.h. y=f(p(@)) ist eine stetige Funktion von «. 

Auch die indirekten und impliziten Funktionen ($ 6) sind im all- 
gemeinen stetig, wenn die zugrunde liegenden expliziten Funktionen 
stetig sind. Freilich muß die endsültige Entscheidung von Fall zu 
Fall getroffen werden. Es seien z.B. x und y mit einer dritten Ver- 
änderlichen ? durch eine Parameterdarstellung x = f(t), y= p(t) ver- 
bunden. Sind f(t) und g(t) stetig, so entspricht einem dt sowohl 
ein dx als auch ein dy. Folglich entspricht durch Vermittelung von 
dt einem dx ein dy, d.h. y ist voraussichtlich eine implizite stetige 
Funktion von &, abgesehen von etwaigen Unstetigkeitsstellen. 

Von nun an werde immer, wenn auch nur stillschweigend, an- 
genommen, daß die betreffenden Funktionen stetig sind, wenn nicht 
ausdrücklich das Gegenteil vorausgesetzt wird. Denn nur stetige 
Funktionen können den hegeln und Gesetzen der Differen- 
tialrechnung unterliegen. Haben sie, wie z. B. 


also: 


1 
=, Inz, igx, cotg.& 


Unstetigkeitsstellen, so verlieren in ihnen selbstverständlich, was hier- 
mit nachdrücklichst betont sei, diese Regeln und Gesetze ihre 
Geltung. Als Beispiele vergleiche man [129] und [253]. 
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114. Der Differentialquotient. Die vier Beispiele in [112] 
sollten zeigen und haben auch wirklich gezeigt, daß zu einem dx ein 
dy = df(x) gehört. Sie zeigen aber noch mehr! Zunächst, daß 
beide Differentiale (im allgemeinen) von gleicher Ordnung unendlich 
klein sind, oder daß ihr Verhältnis, der. sogenannte Differential- 
quotient: 


dy _ ENGE _ Fl + dx) —F(&) (1) 


endlich ist. Man findet im ersten Beispiel: 
dy die)  2xdc + (de) _ 
a Den dr | (2) 
Der erste Teil, nämlich 2x, ist endlich, der zweite, nämlich d«, ist 
unendlich klein. Also ist der Differentialquotient endlich. Im 
zweiten Beispiele ist 


dy _disine) _ sin dx 
dx a de de des. (8) 


Der erste Teil ist endlich, da nach [88] der Bruch sin dx: dx unendlich 
wenig von 1 abweicht. Der zweite Teil ist unendlich klein, da: 


‚at 2% 
sin?’— sin — 
2 2 dx 
2 — n — 
dx dx 2 
2 


Rd . d | 
ist und der Bruch sin“. @® ebenfalls endlich, dagegen sin unend- 


208 > 2 
lich klein ist. Also ist der Differentialquotient endlich. Im dritten 
Beispiel ist 


dy de” dx 2 
el er on a 


Der erste Faktor e” ist endlich und der zweite auch, weil er sich 
unendlich wenig von 1 unterscheidet. Also ist der Differentialquotient 
endlich. Im vierten Beispiel ist 
dy_ da +bz+ca’+tex’+--.) 
de ie (5) 
-b+c&, +) +te+nc+H&) +: 


Der Ausdruck rechts ist, wie dort gezeigt, konvergent. Also ist 
der Differentialquotient endlich. 

Und so ist der Differentialquotient (1) im allgemeinen für alle 
elementaren und die aus ihnen durch Zusammensetzung, Umkehrung, 
Parameterdarstellung usw. gebildeten Funktionen endlich, wieder von 
einzelnen Stellen abgesehen, in denen er = (0 oder = ® oder gänz- 
lich unbestimmt wird. 
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115. Doch die vier Beispiele in [112] zeigen noch mehr. 
Sie zeigen, daß der Differentialquotient in zwei Teile zerfällt, von 
denen der eine, welcher der Hauptteil heißen möge, endlich ist und 
gar nicht von dx, sondern nur von x abhängt, während der andere 
dx (und auch ©) enthält und mit dx zugleich unendlich klein wird 
und verschwindet, weshalb er der Nebenteil heißen möge. 

Im ersten Beispiel ist der Hauptteil = 2x, der Nebenteil = dr. 
Ersterer ist endlich und von dx unabhängig, letzterer ist dx selbst, 
also unendlich klein. Im zweiten, Beispiel ist: 


ü 2 
dy sin dx ci ar 
dx =6COST — de COS X (1 == Im ) — Z sn ae . 


Der Hauptteil ist =cosx und der Nebenteil steht in den eckigen 
Klammern. Ersterer ist von dx unabhängig und endlich. Letzterer 
hängt von dx (und x) ab und ist unendlich klein, weil sin dx: dx 


: & s i od 
sich unendlich wenig von 1 unterscheidet und sin? : dx unendlich 


klein ist, wie vorhin gezeigt. Im dritten Beispiel ist: 


Merle] 


de dx 


Der Hauptteil ist =e* und der Nebenteil steht in den eckigen 
Klammern. Ersterer ist von d& unabhängig und endlich. Letzterer 
hängt von dx (und x) ab und ist unendlich klein. Im vierten Bei- 
spiel ist: 

I - b+2cz +B3ex?+--]| 
+ [ld+c&, +2) tea +2 +2) +} — Ib+2ck+3er’+---}]. 


In der ersten eckigen Klammer steht der Hauptteil, in der anderen 
der Nebenteil. Ersterer ist von dx unabhängig und endlich, da die 
Reihe konvergiert [104]. Letzterer hängt von d« ab (dasinz =x +dx 
enthalten ist) und ist unendlich klein. Denn der Ausdruck in den 
ersten geschweiften Klammern ist: konvergent und, als Funktion von &, 
betrachtet, auch stetig. Er weicht also nur unendlich wenig von dem 
Ausdruck ın der anderen geschweiften Klammer ab (da dieser aus 
dem ersteren entsteht, wenn # statt = x + dx gesetzt wird). 

So ergibt sich ganz allgemein für die elementaren Funktionen 
des ersten Abschnittes (Unstetigkeitsstellen ausgenommen): 

J. Die Funktion y= f(x) ist stetig. 

II. Einem dx entspricht ein dy = df(«). 

III. Der Differentialquotient: EEE NT Ba ist 

dx dx dx 

endlich. 
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IV. Der Differentialquotient läßt sich zerlegen in einen Haupt- 
teil und in einen Nebenteil. Ersterer ist endlich und von dx unab- 
hängig. Letzterer hängt von dx (und x) ab und verschwindet mit dx. 

116. Die abgeleitete Funktion. Selbstverständlich kommt 


es bei dem Differenzieren einer Funktion y = f(x) zu allererst auf den 
Hauptteil des Differentialquotienten an. Er ist von dx unabhängig, 


also eine Funktion von # allein, wie y= f(x) selbst. Allerdings, wie 
die vier Beispiele gezeigt haben, im allgemeinen eine andere Funktion 
(nur e® macht eine Ausnahme). Aber diese andere Funktion ist doch 
durch f(x) bestimmt, zunächst implizite, dann aber, nach vollendeter 
Differentiation, auch explizite. Sie heißt, weil aus f(x) durch Diffe- 
renzieren „abgeleitet“, die abgeleitete Funktion von f(x). 

Der Differentiationsstrich. Der große Mathematiker Lagrange 
hat zur kurzen Bezeichnung der abgeleiteten Funktion!) den Differen- 
tiationsstrich eingeführt und schreibt sie als: 


y=l (X). (1) 
Sie heißt auch kürzer die Ableitung von f(x); oder auch die deri- 


vierte Funktion (fonetion derivee); oder auch die Derivierte von f(x). 

Ist also wie in den vier Beispielen [112] 

y=f(a)=a, sing, &, a+bz+cätee+:.;, 
so ist die abgeleitete Funktion: 
Y=-f(2)=2% 008% © bracht Dem (2) 

Der Strieh in (1) ist also kein gewöhnlicher Strich, wie in [7], 
sondern eben ein „Differentiationsstrich“. Man vermeide daher soviel 
wie möglich den gleichzeitigen Gebrauch beider Arten von Strichen, 
um unliebsamen Verwechslungen vorzubeugen. 

Der Nebenteil des Differentialquotienten kommt als unendlich 
klein nur nebensächlich in Betracht. Sehr oft genügt es zu wissen, 
daß er unendlich klein ist, weil dies in den allermeisten Fällen a 
näheres Eingehen überflüssig macht. So mag er für die Folge kurz 
als & bezeichnet werden, mit der Maßgabe, daß & mit dx zugleich 
unendlich klein wird und verschwindet. Später, [141], wird & näher 
bestimmt werden. 

Nach Einführung der Ableitung y’=f’(x) und des Nebenteiles & 
gilt ganz allgemein: Wenn eine Funktion: 


y=f(«) (8) 
gegeben ist, so wird ihr Differentialquotient durch die Formel be- 
stimmt: 


day _ dfia) _ f+ do) — 
Ey ae _ TED a 


') Weniger üblich ist Dy = D(fx). Siehe auch [153]. 
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Geht man in (4) durch Multiplikation mit dx vom Differential- 
quotienten wieder zu den Differentialen zurück, so folgt: 


dy=df(«)=f(e+de) — f(x) 0) 
-(fwW+.)de=(yY+.)da 
= f(e)de +ede=yda+ ede. 


117. Nach [84] sagt man: Endliche Größen seien einander gleich 

bis auf unendlich kleine Größen, wenn ihr Unterschied unendlich klein 
ist. Und ferner: Unendlich kleine Größen seien bis auf Größen höherer 
Ordnung einander gleich, wenn ihr Unterschied von höherer Ordnung 
unendlich klein ist, als sie selbst. Mit diesem Vorbehalt darf man 
daher & in (4) und ed« in (5) fortlassen und schreiben: 


Y- UN -y=f(), (1) 
AU II) ydacs—F (ax: (2) 
In Worten: «) Der Differentialquotient einer Funktion 
„nach“ der ursprünglichen Veränderlichen (der Differential- 
quotient von y „nach“ &) ist gleich der abgeleiteten Funk- 
tion (oder der Ableitung von y „nach“ x). Oder: ß) Das 
Differential einer Funktion ist gleich dem Produkt aus 
ihrer abgeleiteten Funktion und dem Differential der ur- 
| elchen Veränderlichen. 
So ist nach dem zweiten Beispiel in |112]: 
e) 5 = d.(sin &) 


Sr Fr oder ß) dy= d(sinx) = cosx dx. (3) 


[Ob man z oder ß) nimmt, ist ziemlich gleichgültig. Man gewöhne 
sich an beide Formen, hüte sich aber als Anfänger sehr vor einer 
mißgestalteten Verbindung beider, wie etwa: 


: d: 
y) d(sinx) = cosz; Ö) n® _ oosade, 5 un ag 


In y) steht links Unendlichkleines, rechts ee In 8) steht 
links Endliches, rechts Unendlichkleines. In &) steht links Endliches, 
rechts Unendlichgroßes. Solche Entgleisungen wie y), Ö), &) müssen 
sehr schnell überwunden werden. | 

Doch, obgleich man meist (1) und (2) nimmt statt (4) und (5) 
in [116], so behält man immer noch & bzw. edx im Sinne, um dieses 
unendlich kleine Glied sofort hinzuzusetzen, wo es verlangt werden sollte. 


118. Das Differenzieren als eine Limesrechnung. Nach 
[116] und „[117] ist die Erklärung berechtigt: Eine Funktion 
y=f(x) differenzieren, heißt die abgeleitete Funktion y=f’(x) 
ermitteln. 
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Die vier Beispiele [115] haben gezeigt und die allgemeine 
Formel [1164] bestätigt, daß es sich dabei um eine Limesrechnung 
im eigentlichen Sinne handelt [88], weil der Differentialquotient: 

dy _ df) _ fa + de) — fl) a) 


OK dx dx 


die unbestimmte Form 0:0 annehmen würde, wenn man sich etwa 
einfallen ließe, für dx unmittelbar seinen limes, nämlich O zu setzen. 
Es wird vielmehr, wie sich gezeigt hatte, darauf ankommen, (1) so 
umzuformen, daß man die unbestimmte Form umgehen kann, was ja 
nach [88] den Kern einer Limesrechnung ausmacht, um nachher zu 
zerlegen in den Hauptteil, welcher die Ableitung y’ ist, und in den 
Nebenteil, welcher als unendlich klein weggeworfen wird. 

Um das Differenzieren als eine Limesrechnung scharf hervorzu- 
heben, setze man statt dx einen besonderen Buchstaben, etwa h. 
Dann ist: 


Diese Gleichung soll die a Definition der abgeleiteten 
Funktion sein, welche also steht und fällt mit dem in (2) geforderten 
limes, dessen Berechnung natürlich erst in Angriff genommen werden 
kann, wenn, wie in den Beispielen, für f(x) eine besondere Funktion, 
x”, oder sin x, oder e” usw. gesetzt wird. 

119. Wie die in |1182] geforderte Limesrechnung zu bewerk- 
stelligen sei, das haben die vier Beispiele in [115] zwar wohl schon 
hinreichend klar gemacht, doch seien ihnen noch zwei andere hinzu- 
gefügt: | 

Erste Aufgabe. Zu der Potenzfunktion y = x* die abgeleitete 
Funktion zu finden (n sei positiv und ganz). 

Erste Lösung. Es ist f@)= 2”, fe+h)=(x + h)”, daher 
nach [118 2]: 


y-f (a) - lim Erz 
(2=0) 
Man wende zu der nach [118] notwendigen Umformung an bino- 
mischen Lehrsatz an, so wird: 


a" () Va ER (3) an IB Bug N 


ie) =lım 5 


(h=0) 

Im Zähler hebt sich «” gegen — X". Alle übrigen Glieder sind 

durch den Nenner h teilbar (darauf beruht ja eben 1 Pu der 
unbestimmten Form 0: 0). Es wird: 


ein G ) ri (3) nt: + Bea 


(h=0) 
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Das erste Glied ist von % unabhängig, die anderen werden mit h un- 


endlich klein. Also: 
| ee (3) 
mithin nach [117]: 
| 2) nad) -narntde. (4) 
Zweite Lösung. Man wende die Formel an: 
ar — he (a—b)(a"'+ ar=:b 4 RA + BUS, 
setze a=2+h,b=a, a—b=h, so folgt nach Heben von Ah: 
f (&) = lim [(& + "+ (a + rc. + a0"1]. 
(h=0) 
In den eckigen Klammern steht eine stetige Funktion von h, 
also setze man zur Erlangung des limes nach [88] unmittelbar = 0. 
Dann werden alle Glieder = x”! und da ihre Anzahl = n ist, so folgt 
abermals (3). So ist z. B.: 
Be Tadel) = 2 dr 2rde: 
da)=1:-xde—=dx (stimmt); 
d(x) = 0x !dz = Odz (stimmt auch, da x’ —=1 = Konstans ist [122]). 
Zweite Aufgabe. Zu der Funktion y= cosxz die Ableitung 
zu suchen. 
Erste Lösung. Es ist f(@)=cosz, fa +h)=cos(x +h), 
daher nach [118] 
cal + h)— cosx 


Ya) - im MH, 


Man wende die Formel an cos («+ ß) = cos « cos B — sin « sin P. 


Es folgt: 


cosxzcosh — sinzsinh — Cc0s& 


Y=fR(o)—= Im 


(h=0) h 
i . sinh . 1—cosh 
= — sinz lim — cos & lim — —— - 
h h 
- Der erste limes ist = 1, der zweite ist = (0), nach [88], also: 
yY=f(&) = (eose) = — sin, (5) 
dy = d(cos&) = — sinxde, E = —= — sin«. (6) 
Zweite Lösung: cos«e — cosß=—2 sin °P sin ar Es folst: 
2 sin © . sin («+ =) 1 sin 
U fa) — lim -— — — — lim sin (2 12 5) . lim 
(h=0) V 2 


h 
7 


{ 
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Der erste limes ist = sinz, weil diese Funktion stetig ist, der zweite 
ist =1. Also wieder (5). 

Statt nun immer noch mehr Beispiele einzeln durchzunehmen, 
sei auf die sehr allgemeinen und sehr einfachen Differential 
des nächsten Paragraphen verwiesen. Dort wird sich zeigen, daß die 
bisherigen Beispiele völlig ausreichen. 


120. Existenz der abgeleiteten Funktion. Ihre Stetigkeit. 
Nach den vorangegangenen Betrachtungen ist als Grundpfeiler der 
Differentialrechnung anzusehen die nach [118 2] durch die Formel: 


‚ fe -+h) — f(a) 
ie 7 (1) 
definierte abgeleitete Funktion f(x). Sie kann, wie wiederholt nach- 
drücklich betont, überhaupt nur existieren, wenn die ursprüngliche 
Funktion f(z) stetig ist. Daß aber diese Bedingung ausreiche, dafür 
fehlt jeder Beweis. Genau ausgedrückt ist der Sachverhalt so: Jede 
Funktion f(x), welche differenzierbar ist, d.h. welche eine Ableitung 
f(x) hat, ist auch stetig. Daß aber umgekehrt jede Funktion f(x), 
welche stetig ist, auch differenzierbar sei, ist nicht selbstverständlich 
und auch nicht wahr.!) 
Vielmehr beschränkt sich, was man ganz allgemein hierüber be- 
wiesen hat, auf folgenden Satz: 
Die Nackt de Funktion fa) ist, wenn sie überhaupt 
existiert, stetig. 
De Man gehe auf die Formel [1164] zurück: 


+. Fran, (2) 


welche genau ist, einschließlich unendlich kleiner Größen, und setze 
für & noch einen anderen Wert &,, nenne sein Differential dx,, und 
bezeichne den zugehörigen Wert von e mit &,. Also: 


4 Ä 1 d. TEE 1 
Im besonderen si x, +daı,=z, 1 =ı0+dx, also da, = — ds, 


so werden Zähler und Nenner in (2) und (3) entgegengesetzt gleich. 
Folglich 
1) So ist z. B. die von Weierstraß aufgestellte Funktion: 

sin a sin 100% 


y-f@)=sina+ + 


für jeden Wert von & stetig, aber für keinen Wert von x differenzierbar. Es 
fehlt "= f’(x) gänzlich. 


+... in inf. 


120, 12% . Die zweite Ableitung. Höhere Ableitungen. Po 


a OR RD TER 


oder 


flae+da) -f)=E— 2: (4) 
Da & und z, unendlich klein sind, so gilt ein gleiches für 


fF@+de) fa), 
d.h. [112] f(x) ist eine stetige Funktion von «. 
Daher kann die in [1182] aufgestellte Definition der Ableitung 
noch etwas verallgemeinert werden, wie folgt: 


— fa) Ya dı - 
Gate ne @) _ lim nr —= lim A (5) 
lm 2 =, en ra) 


d. h. es sollen x, und x, sich beide x unbegrenzt nähern, jedoch so, 
daß sie doch (unendlich wenig) verschieden sind. A bedeutet das in 
$ 3 eingeführte Zeichen für den (ersten) Differenzenquotienten. 


121. Die zweite Ableitung. Höhere Ableitungen. Wenn 
die Funktion f(x) eine Ableitung f’(x) besitzt, so ist f'(x) auch stetig, 
wie soeben gezeigt. Daß aber f(x) wieder eine Ableitung haben 
müsse, folgt hieraus durchaus nicht, denn eine stetige Funktion kann 
ja auch „nicht differenzierbar“ sein. Setzt man aber f’(z) als diffe- 
renzierbar voraus, so entsteht: 

Die abgeleitete Funktion einer abgeleiteten Funktion. 
Oder: Die zweite Ableitung. 

Sie wird folgerichtig [116] bezeichnet als: 


| =) (4) 
oder kürzer und besser als: 
Vf). (2) 
Nach dieser Erklärung steht f”(x) zu f’(z) in derselben begriff- 
lichen Beziehung wie f(x) zu f(x). So ist z. B.: 
y— 2%) RR lim f Se, (3) 
(h=0) 
’ „ [4 „ ) [24 d „ 
dy-y’da, dA) F-y, T9-r@. (9) 
Überträgt sich die Differenzierbarkeit auf iS zweite Ableitung, 
so steht nichts im Wege, abermals die Ableitung, also die dritte 
Ableitung der Bares. Funktion: 


-f’(d)- lim N SR er 2 Fr f(«) h (5) 


) 


zu bilden. So kann man, unbegrenzte Differenzierbarkeit vorausgesetzt, 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 12 
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herabsteigen zur vierten Ableitung: 
mt m : Re (x .s h) KE, fr) 
ve) in A ) 
dann zur fünften, zur sechsten Ableitung usw., vgl. $ 18. 
Die höheren Ableitungen als die zweite werden hauptsächlich erst 
in nächsten Abschnitt betrachtet werden. Dieser wird sich meist auf 
die erste und zweite Ableitung beschränken, weil sie für viele der 


schönsten Anwendungen der Differentialrechnung ausreichen. 


Übungen zu $ 13. 


1. Es ist zu zeigen, daß e in [1164] für die Funktionen 
x", sinx, cosz, e”... von derselben Ordnung unendlich klein ist wie 
dz. Vgl. [141]. 


2. Durch eine limes-Rechnung sind die Ableitungen von 
De f 
y=tgx, cotgx, Inz, Vz, are(sin=«) 


zu berechnen. 
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122, Die Formeln dieses Paragraphen beziehen sich hauptsächlich 
auf das Differenzieren zusammengesetzter Funktionen im Sinne von 
$ 6, der Umkehrungen von Funktionen und der unentwickelten 
Funktionen. Sie sollen für die Folge das Differenzieren wesentlich 
vereinfachen und erleichtern. | 

I. Das Differential einer Konstanten Ü verschwindet. 
Es ist de =0. e 

Denn eine Konstante kann überhaupt keine Anderung, also auch 
keine unendlich kleine Änderung erfahren. Es ist [151] 70 = 0, also 
auch dÜ=0. Wird ( als Grenzfall einer Funktion von x angesehen, 
als eine Funktion, die sich auf eine Konstante „reduziert“, so kann 
man auch sagen: Der Differentialquotient oder die abgeleitete Funktion 
einer Konstanten verschwindet. Es ist: 


ME 5 : 
dal =D; a, Ü=0. (1) 
II. Das Differential einer Summe ist gleich der Summe 
der Differentiale der Summanden. Denn es ist nach [15 5]: 
Au+v)= Ju-+ fo, 
also auch: 


du+re)=du+do. (2) 


Sind # und v Funktionen von x, so kann man nach Division 
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durch dz auch sagen: Der Differentialquotient einer Summe ist gleich 
der Summe der Differentialquotienten der Summanden: 


N ae vwtvY=uH+tv. (2a) 
Beispiel: g 
A + Ede DR, 
III. Eine additive Konstante geht beim Differenzieren 
verloren. Es ist: ® 
du+N)=du+dl=du v+Ü)=w. (3) 


Beispiel: 


da +7). dad 
ARE SEE Teer 

III. ergibt sich unmittelbar aus I. und I. (Es sei hier schon 
erwähnt, daß durch Integrieren eine additive Konstante hinzukommt. 
Das Integrieren ist nämlich eine Umkehrung des Differenzierens $ 30.) 

IV. Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren 
konstanter Faktor. Es ist [15 3]: (au) = aJu, also auch: 
d(au du ‚ ‚ 
ae; (au —=a-w. (4) 
- Ein gleiches gilt von einem konstanten Divisor. Es ist: 


d(au) = adu, oder. 


u\ _ _du R (+) EU N (77 
d (2) = —, oder - = (+) = —, (4a) 


a a dx a dx?’ A 


da die Division durch a auf die Multiplikation mit — herauskommt. 


Beispiel: 
d 5 2 2 
Ey 
dx dx 
cr 
dx n da n 


V, Ein Produkt von zwei Faktoren wird nach folgender 
Regel differenziert: 
d(u-v)=vdu-+ udv, (5) 
d(u.v) du dv 
a 
Beweis. Es ist nach [15 6]: (u) =vIu+udv + Audv. 
Werden Ju und Iv zu Difterentialen du und dv, so wird das dritte 
Glied von höherer Ordnung unendlich klein. Also kurz: 
Zweiter Faktor mal Differential des ersten + erster 
Faktor mal Differential des zweiten. 


oder (w)=v-uw+tu-v. (da) 


125 
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Erstes Beispiel: Man setze v= «a (= konstans), so wird nach 

I. da= 0, also d(au) = adu, d. h. wieder IV. 
Zweites Beispiel: 
ie) 1 4x?) 


Ber ern. 


(Sollte nur eine Probe sein. Denn hier hätte man kürzer ver- 
f d By 4 d cc? & 
fahren können: s2 RT) v7 Kar 
dx dx 


Drittes Beispiel: « 


d(&*) AR e 
I = .30-+20°.42%=7a°. 


d(sin ze”) 2 EN de” 
de Ba ne Int, 


— e* 0082 + sinxze= e’(cosx + sin&). 


VI. Differenzieren eines Produktes beliebig vieler Fak- 
toren. Es ıst z. B. für drei Faktoren: 


d(uvw) = d((uv)w) = wd(uv) + uvdw 
— w(vdu + udv) + uvdw = wvdu + uwdv + uvdw. 


Ganz allgemein entsteht das Differential eines Produktes beliebig 
vieler Faktoren, wenn man das Differential jedes Faktors mit den 


übrigen Pe multipliziert und die so entstehenden Produkte 
uhr z.B. 


d(e”- sinx:x°) dsin x E88 
dx dx 


erging 


= sin war te ex? 37 


— sinxz?e” Ei ea? cosx + e’sinzda* 
NE a +2cosx +5sine). 
SR allgemeine Formel: 


d(uvw-.)=vw.-.-du+tuw--dv+uv..-dw+:-- (6) 
läßt folgende Umformung zu, die bei einer größeren Anzahl von 
Faktoren sehr zweckmäßig ist. Man sondere rechts v-v-w... ab. 
Es ergibt sich: 

du dv dw 
er ER +), (6a) 
oder nach Division durch uvır . 
d(uvw.. dw \ 
es, I rt ee (6b) 


In dieser Gestalt heißt > Le eines Produktes auch 


logarithmisches Differenzieren. Man denkt dabeı an die beiden 
Ponein 


In (vw. -J=lmuw +lnvo+lnw+- 
Alina) =“* (siehe [124)). 


er GEN 
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Beispiel: 
d(e”sinz cosxx’ BAR de” dsin & decosx da? 
( = er sinzcosae? (4 at en = ei ) 
dx e" dx sinzdx& cosxdx ed 


. 4 5 
— Ee!SENTCOSTEX? (1 + cotgx —tgx + e) 


VI. Das Differenzieren eines Bruches oder Quotienten. 
Es gilt folgende Regel: 


a(-) __ vdu — udv 


® v 


__ Nenner - d (Zähler) — Zähler - d (Nenner) (2) 
E (Nenner)? ; 


oder nach Division durch da: 


u du dv 
d\— u — — U — : : 2 
Oo dx dx (*) ROW SUB (Ta) 
SIE TER v* SUR \ or ee v2 
Beweis durch Umkehrung von V. Es ist: 


{ U 
—  d—=M, al 0) du, 
[2] ® 


U 
u u u ee 
va(-) + dv=du; | al) - 5 en 
(Man hätte auch |15 7] nehmen können: 
u vdw— udv 
a En) = vw fo) 
um Ju und Jv zu du und dv zu machen.) 
Erstes Beispiel: Es sei v konstant = a, also da= (0, so wird: 
du—u0 du 
a) we x 


a a? ar 


also (4a), wie es selbstverständlich sein muß. 
Zweites Beispiel: 


x da Rü2: 
d En u ld 4 6 7 3 1 
x dx dx mar a AR 1220 4210 9 
a 3 = 8 = 8 — 3x . 
dx &c x x 


(Sollte auch nur eine Probe sein, wie das zweite Beispiel in V. 
Denn hier hätte man viel kürzer rechnen können: 


ge 
(2) 
2) d& 9 
BEE dreh 37). 
Drittes Beispiel: 
sin dSnE nF“ 
‚ts ER dx dx  cos’c + sin?’« 


dx IS +2. co8?x c0o8?% 
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Formt man um, entweder durch Dividieren, oder durch Setzen 
von 1 für den Zähler, so folgt: 
er +tg?r. (8) 


dx co8?x 


Viertes Beispiel: 


cos « 
d cotg x sin & sin?xc + cos’ 
dx dx sin?x 


Formt man um, wie im dritten Beispiel, so folet: 


deotgx _ 1 


ne (9) 
Fünftes Beispiel: 
1 £, dx 
a(=) Er PER d na"! 
da Ga, KAT, 
d. 
IOBE 
%c N 
ie ee er 
oder nach Einführung negativer Exponenten: 
m) 
EI) marn-ı, (11) 
womit gezeigt ist, daß die alte Formel [1194]: 
da”); on 
te 


auch für negative oanzzahlige Exponenten gilt. Im besonderen be- 
merke man: 
a(-)=d@-) = — 1.2 de=—ade=—%. (12) 


x 


123. Das Differenzieren von Funktionen von Funktionen. 
Man zerlege: 


Nase: f(p (2), 
wie |56] gezeigt hat, in die beiden Gleichungen: 
«) y=fl), ß) 2—=yp(®) 


und differenziere zunächst diese, aber selbstverständlich «) „nach“ z, 
ß) „nach“ x. Man erhält: 


) dy=f'(2e)de; de=yp(a)da 
und durch Zusammenziehung: 


dy=f(e)-p (a). de, 
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oder nach Division durch d«: 
AFP) _ ’ ’ N NE ar pr „w_dß ‚dr, 
TEN Eee. ı 
2= (m). 


In Worten: Um eine Funktion von einer Funktion zu differenzieren, 

differenziere man beide Funktionen und multipliziere die entstandenen 
Differentialquotienten oder Ableitungen. Dabei ist beim Differenzieren 
der ersten Funktion an Stelle der zweiten Funktion eine Zwischen- 
veränderliche 2 zu setzen, die nachher wieder entfernt werden kann, 
wie I. andeutet. 
(Nach einiger Übung lernt man sehr bald auf das wirkliche Hin- 
schreiben von 2 verzichten, indem man sich 2 nur „denkt“, aber sofort 
statt seiner p(x) zurücksetzt. Der Buchstabe z wird daher nur in den 
ersten Beispielen erscheinen, in den späteren aber fehlen.) 


Vierzehn Beispiele. 
ala)’) de de 3 
a U SE (1) 


(Auch dieses Beispiel soll nur eine Probe sein, denn man hätte 


i aa) _ dar 
hier kürzer rechnen können: (0 IE ER 122'.) 
dx dx 
d(sinz) de? dz 
IE 205 27, c0sx — 2sinw cost, (2) 
1 2 l 2 d 2 . 
nn en - 7, 22: — sinz = — 2sinzcose. (3) 
d ARE) 2 x R . 2 
(Es folgt en EL Ö, wie es sein muß, da sin’z+cos’r=1 
ist [122].) 
d(sin2 dsi d d(2 
eng 7) — 2eos2z, (4) 
d 3 . ; 
—. = -sindg-3—= — 3sinda, (5) 
dtg 4x 1 4 | 
de  cost4ın  cos«’ (6) 
OT SR ED (7 
de er sintee n.sin?br? ) 
_X 
3 — ee. | = Zer®, (8) 


d(a + 2)‘ dc +2) _ a 
ne —4.(c +2). er 4x +2)”-1=4( +2) (9) 


en — eba.na=Ina:o® 


d (a) d er 2) (10) 
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d — 08 (e*) x e® — £? 608 (e?) (11) 
(sin x) 5 - 
A RE (12) 
d&inz d ee 1 
2 3%? ee der —-2)= „e+e)—-Rfz 43) 


ie _ EFT _ era: D)-L(e-er)— Sinn. (1A) 

Man vergleiche (13) und (14) mit den Formeln er = 008.05 
Bure — — sin&. Wieder zeigt sich die in $ 7 hervorgehobene Ver- 
wandtschaft zwischen Hyperbelfunktionen und Kreisfunktionen. Als 


Ergänzung sei berechnet: 


Sin T 9 9 
San %L ä d Roim & Koi? a — Sin?’ 
REITER Koi’x 


Formt man nun, entweder durch Dividieren oder durch Setzen 
von 1 für den Zähler [63 5], so folst: 


d Tang x RL 
en 1 — Tang’ x = ofen (15) 

Ebenso ergibt sich: 

dKotg & 3 d ae Sin?x — Koj?x 

I Sin?x 

AKotgx 1 

Man vergleiche mit den Formeln (8) und (9) in [122]: 
dtgx 1 dctg x wi 1 

dx een dx ut De 


Anmerkung. Für Anfänger im Differenzieren sei über die 
äußerst wichtige Formel I noch bemerkt: Es scheint sehr grober 
Übung zu bedürfen, ehe ihr Gebrauch zu einer reinen Fertigkeit in 
der Anwendung Sl was doch notwendig ist. Namentlich wird „in 
der Eile“ gar Be der zweite Faktor @’(x) übersehen, besonders 
wenn (x) sehr einfach ist, wie in (4), (5), (6), (7), wo pa) 240 
37, 42, Dx ist. Daß: 


l 2 in 2 
—= c0s 2x statt en 
x dx 


gerechnet wird, scheint zu Anfang beinahe selbstverständlich. Man 
achte also auf diese Gefahr, die um so dringender wird, als das 


—=2.c052% 
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Vergessen von (x) in dem besonders häufig vorkommenden Falle, 
wo p(xz) von der Form & + (© ist, wie in (9) nichts schadet, weil 
dann p (x) = 1 wird, und eben der Faktor 1 „vergessen“ werden darf, 
wie der Summand 0 

a-l=a, a+0=a. 


Man erhält also in diesem besonderen Falle: 


FO 1=-f@) (=-a+) (iM 


dx 


Ist eine Funktion von einer Funktion von einer Funktion 
y=f(p(b(@))) zu differenzieren, so ziehe man in die drei Funktionen: 


y=-fl@), 2= pl), u= ua) 
auseinander und differenziere jede von ihnen: 
dy=f(e)dz,. de = ylu)du, du=v(x)de. 

Darauf ziehe man zusammen und dividiere durch dx. Es folgt: 
df(p(w (@))) A ‚ ? df(&) dz du 

dx re au) En) = dz du dx 

=y(u), u=wR)). (II) 

Ebenso verfährt man bei Einschachtelung von vier, fünf,... 
Funktionen. Man lernt auch bald, wie bei nur zwei Fnnktionen auf 
das Hinschreiben der Buchstaben 2,w... für die Zwischenveränder- 
liehen zu verzichten. Man hat stets soviel Differentialquotienten 


miteinander zu multiplizieren, als Funktionen ineinander einge- 
schachtelt sind. 


Beispiele,  derm>a= an) 008 30.3-.dt=Bcosdren3d. dx. 


in (e®) | 
2 a —= cos. EN . 2% = 2xe) cos ee"), 


124. Das Differenzieren der Umkehrungen von Funk- 
tionen. Wenn y nach [58] mittelbar als Funktion von x durch die 


Funktion: 
“= f(y) (1) 


gegeben ist, so differenziere man zunächst x „nach“ y. Es folgt: 


- d 
de-ydy; dy-ay 
also: 


aa Fo 2) 
Ist die Umkehrung von (1) zu einer selbständigen Funktion 


gemacht worden (Wurzeln, Logarithmen, arcusfunktionen, Area- 
funktionen): 
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y=p(%) 8) 
so setze man (3) in (2) ein. Es folgt: 
le = | 
da FW v-y@). (9 


Beispiele: I bis V. 
I. Das Differenzieren von Wurzeln. Vorgelegt sei: 


e) y-=Y& oder ß) ey", 
Man differenziere ), aber „nach“ y. Es folgt [1194]: 
n-1dy BREI ERR 
de =ny Idy oder: RE np 
oder: 
dya 1 
a En (5) 
nyx 
im besonderen: - 
dyx 1 
ER (Ba) 


* Anmerkung: Schreibt man die Wurzeln als Potenzen, so folgt: 


wa 


Sb) } 
d. h. die Formel [119 4]: 


GE _ gan-! (6) 


kann auch zum Differenzieren von Wurzeln benutzt werden. 
Sie gilt aber auch, wenn der Exponent ein beliebiger Bruch zweier 
ganzer Zahlen ist. Denn in diesem Falle setze man: 

m 
und betrachte die rechte Seite als eine Funktion von einer Funktion. 


Also nach [123]: 


m 
En gg _MmM sl, 
dcr 2a d V x" % I RR m e, (nl) 
da dx n.Van u N (7) 
m_1 
Rh M. gr 
W 


Nach Beispiel 5 in VII [122] gilt (6) auch für negative n, 
wenn sie für positive n gilt. Erwägt man endlich, daß einerseits 
etwa auftretende irrationale Exponenten nach [86 2] Grenzfälle rationaler 
Exponenten sind und daß andererseits die Potenz eine stetige Funk- 
tion sowohl der Basis, als auch des Exponenten ist, so folgt: 

Die Formel (6) gilt ganz allgemein, d.h. für jeden (selbstver- 
ständlich aber konstanten) Wert des Exponenten n. 


124. 
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II. Das Differenzieren der Logarithmen 
1) y=Inz 


Vorgelegt sei: 
me. 


oder PB) 
Man differenziere ß) „nach“ y. Es folgt: 


e 5 dy 1 
de = !day= xdy: En 

adAlnx 1 Ix 
Beh: 77757; dla x)=——. 


(8) 


Einen beliebigen Logarithmus schreibe man nach [43] 


oo =M no; =Mz=logre a 
daher: 2 rg 
Sr SR 
I er dlog, 2 = = 


(9) 
Für die Briggs’schen Logarithmen ist a = 10, M = 0,434294 
also: 


dlogx _ 0,434294 


= Mu, dloge— 0434294 “2. (9a) 
III. Das Differenzieren der arcusfunktionen. Vorgelegt 
sei erstens: 
«) y=are(sin=x) oder ß) 2=siny, (Yl-a?=cosy). 
Man differenziere ß) „nach“ y. Es folgt: 
de = cosydy=Y1l—-xdy; dy= SR i 
yi —pE 
deh.: 
gar = we va _ =; dare (ein=X) — = (10) 
Vorgelegt sei zweitens: 
«) y=are(cos—=x&) oder ß) = cosy, (VYl— = siny). 
Man differenziere ß) „nach“ y. Es folgt: 
de= —sinydy=—-yYl-ady,;, dy=- = Ä 
Yi-2 
Bd..h:: 
on > ARE Tl dare (os=x) = — eh (11) 
Vorgelegt sei drittens: | 
3) y=arc(tig=x) oder 'Pß) w=tey. 
Man differenziere ß) „nach“ y [12238]: 
| de=(l+tfyyay-=(l+aÄ)day, dy=; —. 
Be 
een. wie darc (tg — a) — dx 
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Vorgelegt sei viertens: h 
«) y=are(eotg=x), also Pß) = cotgy. 
Man differenziere ß) „nach“ y [1229]: 


9 d 
de=— (1 +eotg’y)ay=— (1 +ar)dy, dy= a 
dsch:: ; 
1a io==/ 1. AL 
< Be a 2 = — ia d art (cotg = 2) = — Ita: . (13) 


Anmerkung: Daß in (10) und (11) sowie in (12) und (13) die 
Ableitungen entgegengesetzte Vorzeichen haben, steht in völligem 
Einklang zu den Formeln (54 1 u. 1a). 
arc (sin — 2) + arc (cos = X) = 5; 
Man differenziere sie und bemerke, daß d — 0 ist. 


IV. Das Differenzieren der (hyperbolischen) Areafunk- 
tionen. Vorgelegt sei erstens: 


) Yy-d (Sin=a); also B)e=Siny (Ve+i=Sofy). 
Man differenziere ß) nach y [123 13]: 


dx = Ko) ydy —yYa?+1 dy, dy= en 
dch® 
em enZn ___ Sailor Do 
dx Ve®+1’ v?+1 | 


Vorgelegt sei zweitens: 
«) y-X (Roj=x), also PB) z= Koiy, (Vr—1=-Siny). 
Man differenziere ß) „nach“ y. Es folst [123 1a]: 


dx = Sinydy=-Yx—1ldy; dy= Leer, 
v—1 
Ueh: 
a d Ar (Rof = x) = (15) 
Vorgelest sei drittens: 
1) y= Ar (ig =), Also pP) ZEN). 
Man differenziere ß) „nach“ y [123 15]: 
de= (1 y)dy=(l— a)dy, dy= ._n 
aA (Tg= x) 1 d& 
ie ar (16) 


Vorgelest sei viertens: 


«) y— Ur (Kotg= x), 'also P) x — Kotg y. 


a arc (tg = x) + arc (cotg = &) =; 
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Man differenziere ß) „nach“ y [123 16]: 


9 d 
= 1 St yay-(l-)dy; dy-,_ 
d.h: : 
1 Ar (Kotg = 1 hr 2 
( A 2) _ a ee (17) 


Die vier Formeln (14), (15), (16), (17) können auch wie folgt 
abgeleitet werden: Man verwandle nach [67] die hyperbolischen Area- 
funktionen in natürliche Logarithmen und differenziere diese nach (8) 
unter Anwendung der sonstigen Formeln dieses $ Man erhält: 


— 1 2% 
en 2 EP RR NT ER 
alr Su =r)=dln «+YV22+1) ER (1 + ya) 
BEE VE Be ES 
EVER Veen Ve+1' 


ad (Ruf = 2) dl (a + Va 1), (te )de 
dx Ver Tr d& 


en ee TE 


1: et el, FE 
dA (Tg a)—d, in BE ee m 
1—x 
a) Ze dx dx 


21 +0) (A-D  A-nate 1-a®' 
dAr (Kot) = d, In?! — EN u u a 


c—1 2 +1 (2 — 1)? 
2 
_ dal — 1) (— 2) dx dx 


EB I ER er 

V. Ist die Gleichung (1) nicht umkehrbar in (3), d.h. hat man 
diese Umkehrung nicht ausdrücklich zu einer selbständigen Funktion 
gemacht, so bleibt man natürlich bei (2) stehen und verzichtet wohl 
oder übel auf (4). 


Beispiel. Vorgelegt sei die Keplersche Gleichung [58]: 
M=E-esinE 
mit dem Hintergedanken, daß. „eigentlich“ nicht M als Funktion 


von E, sondern umgekehrt E als Funktion von M zu betrachten sei. 
Man enter‘ 


dM=dE-—ecosEdE=dE(l-ecos E) 


und berechne hieraus: 
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125. Differentiation einer Funktion, welche implizite 
durch eine Parameterdarstellung gegeben ist [60]: 


«) 2= pl), ß) y-%). (1) # 
| Man differenziere alsdann (1«) und (1ß) nach E: Ä 
«) dz = p'(t)dt, ß) dy=W'(b)at, (2) 


so ergibt sich durch Division der gewünschte Differentialquotient von 


4. „nach 42°: 
dy_ dy de_ WM 3 
d2 did oW@’ (8) 


allerdings wieder ausgedrückt nicht durch x, sondern durch t. 
Beispiel. Für die gemeine Zykloide ist nach [60], wenn der 
abgerollte Zentriwinkel als Parameter eingeführt wird: 


s=r(p—sinp), y=r(l-—cosp). 
Die Differentiation ergibt: 


de=r(l—cosp)dp, dy=rsinpdp, 


daher: 
ar ne einp 2 sin, cos 
dx r(l— cos dp 1—cop Sun? = 
daher: 
= — cotg , er 


126. Differentiation einer Funktion, welche implizite 
durch eine Gleichung gegeben ist [59]: - 
Fa,y)=0. a) 
Unter Verweisung auf $ 19 sei hier nur das Endergebnis mitgeteilt. 
Man differenziere die Funktion F(x,y) „nach“ x und „nach“ y 
indem man y bzw. x als konstant ansieht, d. h. man bilde die par- 
tiellen Ableitungen „nach“ x und „nach“ y: 


oF %, oFix, : 
alsdann folgt: 
ay DORF HENE (3) 
dx q 0x : 0Y 


Diese Formel (3) gibt die Lösung. Allerdings, da p und q im all- 
gemeinen sowohl von x als auch von y abhängen, in der Weise, daß 
der Differentialguotient ausgedrückt wird als eine Funktion, nicht von 
x allein, sondern von x und von y. 

Erstes Beispiel: Vorgelegt sei die Mittelpunktsgleichung der 
Ellipse: 
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e# y° 4 
EN al. (4) 
Hier ist: 
2% 2Y 
Das EEE, 
also: 
ER RE EOS 
da aid Tyan 0) 


In diesem Falle hätte es der Bezugnahme auf $ 19 nicht bedurft, 
weil er besonders einfach liegt. Man differenziere, wie eine Summe 
differenziert wird, also: 


(a) + a6) - U) - a0, 


a (3) I de, d (2) =; ar dl) ur d(0) = UV, 


a b? b? 
daher: 
22 dx 2ydy 8 
a? b? I 
mithin: 
dy_ ab: 
ans ya: 


Eine zweite Bestätigung würde man erhalten durch Übergang 
von (4) zur expliziten Darstellung: 


y- Ve 
und darauf folgender expliziter Differentiation nach den früheren Formeln: 


dyn ,b —2x Pas: be yo. (6) 
dx a Au aVar 2? 


Setzt man hier für die Wurzel rückwärts ein Ya, so entsteht 
wieder (5). 

Zweites Beispiel: Vorgelegt sei die Gleichung des Kartesischen 
Blattes: 
Fay)ze+ypP-ary-0. 


Hier ist: 
p=35m—ay gq=3y’— ax; 
mithin: 
dy 32° — ay 
dran ap —an 


127. Berechnung der zweiten Ableitung. 

I. Ist die Funktion explizite gegeben: y= f(x), so bilde man zu- 
nächst y'=f’(x) und darauf aus y'=f’(x) in gleicher Weise y"=f” (x). 
Oder kurz: Man differenziere f(x) zweimal. Beispiele: 
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y-l,y-na' y"’-nln— 17); 


y-snay=cos; y—-— Sins; 
ee A 
ee 
: ’ 1 ER vr ER x f 
y= are (in—«), y re m VDE 
= 2x 
y=arc(tg=&), Y - 457 ee —Atay 
‚ En TC 
y-X (Sn-a),y- 7 Yo et 
II. Ist die Funktion wie in [124] als Umkehrung der Fnkün 
= f(y) 
definiert, so bilde man, wie dort gezeigt: 
U) Er EN 
y Ta fi 
folglich: 
1 1 1 
‚ er dor d PRELEN 
DAY LET FETTE, F; ON 
9 dx dx dy re f: (y) dy 
Nach VII [122] ist, mit y als ursprünglicher Veränderlicher: 
1 af W 
a me ER 
Fo) UNS RE), 
dy FW)? rWy?’ 
also: 
ER ee | 
; Fa’ = 


Als Beispiel diene wieder die Keplersche Gleichung: 
M=E-esinE 
(mit M statt x, E statt y), also fy)=f(E)=E-esinE. Es folgt: 
f(E)=1-ecosE, f(E)=+tesınE, 
folglich nach (1): 


ak 
Er’ — dE' dM % Ne sin E 
dM:2 aM Wdlecs hr) 


Ill. Ist wie ın [125] die Parameterdarstellung gegeben: 
= ot), y— vet), 
so bilde man, wie dort gezeigt: 
RN ER N. 
UREz de po) ? 
folglich: 


Berechnung der zweiten Ableitung. 


127. 
| (s ) 
„_ dy' By anı dyır dawn OR) 
Aal Baar: dtsdt m er ie © 
u ne 
= £ t 
oder: 
"_ PO H-UM: Pb. 2) 
Y EnF (ph)? (2) 
Als Beispiel diene wieder die gemeine Zykloide 
eo) ze=r(ip— sing), P) y=rll-cosp), 
ardye rn dyAAR a LINDEN u 
y de de dawn el  cooıı zur 2 
p Re, 
er de BE, Re )] 
a en el 0] 
sin“, 
ER 1 
Arsint 


Will man direkt nach (2) rechnen, so differenziere man «) und 


ß) zweimal nach £. Es ergibt sich in der Bezeichnung (2): 


PD r(L- 008g), Pl) rsing, 


v(t)=rsinp, v'(l)=rcosp, 
» __#(L—C08Sp)-rCOSP—rsinp-rsinpg  Cosp— co8’p — sin’gy 
ei: [r (1 — cos p)]? 32 r(1— cos p)° 
2 EN REEL ATEEEN EIN 
r(1— cos p)? r(1— cos)? Arsinı 9 
IV. Ist wie in [126] eine Gleichung Fz,y) =0 gegeben, so 
bilde man wie dort gezeigt: 
N on, DR 
= a erg 
und darauf, wie später $ 19 gezeigt werden wird: 
„ r+2sy’+ty’? er 
Be ae en 
Ro REDE WAGEN. 
oder nach Einsetzen des vorigen Wertes für y’: 
„ 228 7p Hin, (3a) 


q, ee = 
Y g? 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 
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Als Beispiel diene wieder die Gleichung der Ellipse: 


a2 y? 
9 En 
ey. er Na on 
Pp a?’ q D?? r (0x)? a?’ er 0% 0y : (Ay)? p? ? 
also nach (3a) 
2 2 3 > 
ten Er 
7 a b* b a* b? ROTER (4) 
A E 8y® u eg Se 
EXE 
Als Probe differenziere man wie in [126] auch explizite 
BE Fr pr , BER 
a, 7, a Va ae $) ge Sk Va? — a: 
Ve? — «x? ee ee 
We b 2 2 Va?—a! bla ai ra) Ren 
x R Var— x: aya: — 3 Va?’— x” 


Setzt man hier für Va? — x? wieder zurück: yz, so folgt (4). 


Übungen zu $ 14. 
Gegeben die Gleichung zweiten Grades: 
x? + 22y +3 — 102 —4y— 11=0 
und es wird y implizite als Funktion von x betrachtet. Es sollen 
Ausdrücke für y’ und y” hergeleitet werden auf drei Weisen, nämlich: 
1. durch ıimplizites Differenzieren, | 


2. durch explizites Differenzieren nach expliziter Berechnung von y, 


3. nachdem x und y durch einen Parameter A mittelst der 
Gleichung 


ausgedrückt worden sind. 
Nachher soll die Probe gemacht werden für 2=+ 2, y=—92. 


$ 15. Zwei Tafeln zur Differentialrechnung. 


128. 515 und $ 14 enthalten die Hauptarbeit zur Grund- 
legung der Differentialrechnung. Erstens: Der Begriff eines 
Differentials und eines Differentialquotienten sind erklärt und im un- 
mittelbaren Anschluß ist die abgeleitete Funktion als Grenzwert 
oder limes in aller Strenge definiert worden. Zweitens: Vollendet 
ist die Differentiation sämtlicher im ersten und zweiten Abschnitt zu- 
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sammengestellten elementaren Funktionen. Drittens: Vollständig 
entwickelt sind auch die Sätze über das Differenzieren zusammen- 
gesetzter und unentwickelter Funktionen mit alleiniger Ausnahme des 
in [126] betrachteten Falles, in welchem die Eindergebnisse nur vor- 
läufig vorweggenommen u, 

Die Hauptformeln sind in den folgenden beiden Tafeln zusammen- 
gestellt, da sie immer wieder gebraucht werden, wo und zu welchen 
Zwecken auch differenziert wird. 


Tafel I 


zur Differentialrechnung, enthaltend die wichtigsten allgemeinen Formeln. 


Nr. | Formel 
1 a lim | dass s a 
la ap im im (lımge  eprlimie, int): 

y=fle). 

dy= df(z) = (y’ + es)de = (f(«) + e)da 
2 = ydr+sde=f(a)de + edx (lim e= 0): 
2a y=-fle). 
ey az=! (Kar. 

y=fl@). 
5‘ ı d 5 
> YV-TDyte=fla)+te (lime=0). 
3a y-fl). 

dy afle) _ ’ v 
Are I (x). 

y-fle). 

("=0) 
5) dc=d. 
Ost, dutvtw+::.)=dut+dv+dw+::- 
ba d(u+0)= du. 
{ edlen) ade. 

u du 
Ta d— = —: 
be) dur) = odu+ ud -w( +7) 
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Nr. I Formel 
l 
8a d(uvw...)=uvw... (= a ++ ). 
5% dern.) de Bee, 
(logarithmisches ee eines Produktes.) 
9 EA vdu—udv _ Nenner - d(Zähler) — Zähler - d(Nenner) 
| Pa v” = (Nenner)? 
Se = nn 
10 a(f(p@)) = arte) = ae=f(e): ar 
= (222 ne ?=gp()). 
df(p (X) 
10a WM) _Fd.7=fle)-pR) (=). 
a (&) ‚ ‚ , 
or | EM) _ en. ga): (= pw, u-v@). 
11 x=f(y) (y implizite als Funktion von « gedacht). 
day _ 1 
de FW 
12 = o(t), y=Y(f) (y implizite Funktion von «). 
dıy 
ER dt ab’) 
da de go) 
dt 
13 F(&,y)=0 (yimplizite Funktion von &). 
_ OF Yy) _ OF, y) Bi ROTE 2 0°F 
Ta HAT IT an?” eos ee 
Fa, Y) 
A Re Ds 
een 
14 2 Fir, 9) 
je oF an Y) Fa, y) 
dz=pdx + gdy= dx + a d 


(Satz vom Be Differential.) 
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Tafel II 


elementarer Funktionen. 


197 


zur Differentialrechnung, enthaltend die erste und die zweite Ableitung 


Nr. y=f(&) yY=f'(&) y"=f” («) 
1 Ze na 1 n(n — 1)a”? 
e? e? e? 
2a a? a?”In «a a” (Ina)? 
3 sin & COSX — int 
4 COS — sınz — 08% 
1 
5 tg X a 2tg?2 + 2tgx 
6 cotg © —(1+c0tg’r) = Sr 2 cotg?x + 2 cotg x 
En 1 n—1 | 
7 wen Mir 
y% nVx 2 n/a ; 
1 1 2 
ö x 2: es 
I In = 
X x 
ya log,® = hi = 
10 arc (sin = &) Vz = m Fr 3 
11 an RE Er & 
arc (cos = &) gr en 
s\ 2% 
12 art (tg = . it 1123): 
a! 2% 
15 art (cotg = x) f Hat = + 1-29 
IE N ee Rofa Sina 
ee Sins Kofa 
Rasse uen zaalı BL 
16 Ne nee 1 — Tg?x Kalt 2Tg’z — 2 Tgx 
x x 1 
17 Kotgz = en | 1 Kotg’a—— g;.2, | 2R0tg?# — 2Rotgr 
ss Uön=-2) | 1 EU IR 
—In(e + YVa?’+1) Ve+1i ve-+1?° 
19 Ar(Koi = x) 1 Be 
-Inla+yai)| Ve-i Ver Zi 
Ar(Tg= x) EI 2% 
0 Rat: 1+% 1— x? (1— x?)? 
a er 
| ee 1 2% 
21 Argotge=z in | Pe 1a 
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129. Bemerkungen zu Tafel I. 


Nr. 1 und la sind anzusehen als Definitionen der abgeleiteten 
Funktion mittels eines Grenzwertes oder limes. 
| Nr. 2 bis 3a geben die Beziehungen zwischen den Differentialen 
bzw. dem Differentialquotienten und der abgeleiteten Funktion. In 
der Regel nimmt man 2a oder 3a statt 2 oder 3, indem man die 
unendlich kleine Größe & bzw. edx fortläßt, aber den Vorbehalt macht, 
sie, wenn nötig, wieder zu ergänzen. 

In 6 darf die Anzahl der Summanden beliebig groß sein. (Wenn 
aber statt der Summe eine unendliche Reihe gesetzt wird, so bedarf 
es noch einer besonderen Untersuchung, ob das Differentiale einer 
solchen Reihe gleich der Reihe der Differentiale ihrer Glieder ist. 
Richtig ist es z. B. nach [116] für Potenzreihen innerhalb des 
Spielraums ihrer Konvergenz. Falsch dagegen ist es für manche 
anderen Reihen. Ubrigens gilt ein gleiches für das Differenzieren 
unendlicher Produkte nach 8b.) 


Bemerkungen zu Tafel 11. 


Erstens. Es seien nochmals die Voraussetzungen der Stetigkeit 
und der Eindeutigkeit hervorgehoben, sowie daß manche der in dieser 
Tafel genannten Funktionen nur in beschränkten Spielräumen, wie z. B. 
arc(sin = x) und arc(cos—= x) in dem Spielraum von x zwischen + 1 
und — 1 existieren. Man hat hierauf bei dem Gebrauch der Tafel 
die allergrößte Rücksicht zu nehmen. | 

Zweitens. In der Tafel II ist nicht eine einzige Nummer ent- 
halten, wo eine Unstetigkeitsstelle von f(x) nicht zugleich eine Un- 
stetigkeitsstelle von f(x) (und f”(x)) wäre. So ist z.B. tgx unstetig 


(und unendlich) für x = 2 und in der Tat ist auch nach 5 die ab- 


geleitete Funktion an derselben Stelle unstetig und unendlich. 

Die Umkehrung würde aber nicht stimmen! Denn es kann 
sich sehr wohl an einer Unstetigkeitsstelle von f’(&) die ursprüngliche 
Funktion durchaus stetig verhalten. Beispiel: An der Stelle «= ist: 


y-fa)-Vr=0; ae 


Ferner ist f(x) an der Stelle «= 0 nach beiden Seiten fortsetz- 
bar, da Wurzeln mit ungeraden Exponenten sowohl für positive wie 
für negative Werte existieren (und nur einen Wert haben). Außerdem 
ist y an dieser Stelle wirklich stetig. Denn setzt man in der all- 
gemeinen Formel dy — df(x) = f(x + da) — f(x) für x den Wert 0, 
so folgt: | 


dy = Vaz — VO= Var, 
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also ist dy auch an dieser Stelle unendlich klein, allerdings von 
niederer Ordnung als di. 

Auf die Integralreehnung übertragen heißt dies, daß eine Un- 
stetigkeitsstelle des Integranden nicht immer eine Unstetigkeitsstelle 
des Integrals zu sein braucht. Vgl. $ 31. 

„Drittens. Jede Nummer der Tafel II stellt (nach 2a und 5a 
aus Tafel I) zugleich eine Differentialformel vor. So z.B. die Nummer]: 


UN 
ala), na dan NET 


Übrigens gilt 1 für alle Werte von n, so daß 7 und 8 eigentlich 
überflüssig sind. 

Viertens. Vom funktionentheoretischen Standpunkt sei hervor- 
gehoben, daß in Tafel Il keine Nummer aufgezeigt werden kann, wo 
einer algebraischen Funktion f(x) eine transzendente Funktion f’ (x) 
entsprechen würde. Vielmehr entspricht ganz allgemein einer alge- 
braischen ursprünglichen Funktion immer eine algebraische abgeleitete 
Funktion, selbst wenn man das Wort algebraisch im weitesten Sinne 
versteht [69]. 

Die Umkehrung aber wäre falsch! Denn wie z. B.9 in Tafel Il 
zeigt, kann sehr wohl die Ableitung algebraisch sein trotz der Trans- 
zendentalität der ursprünglichen Funktion. Wie man ferner sieht, sind 
es die Umkehrungen der ursprünglichen transzendenten Funktionen, 
also die Logarithmen, die arcus-Funktionen und die Yrea-Funktionen, 
welche diese sehr bemerkenswerte Eigenschaft haben, daß ıhre Ab- 
leitungen algebraisch sind. [Selbst wenn der Integrand algebraisch ist, 
kann das Integral transzendent sein (aber nicht umgekehrt;).| 


130. Die beiden Tafeln reichen vollständig aus, um alle expliziten 
und impliziten Funktionen, welche irgendwie aus Potenzen, Wurzeln, 
Exponentialfunktionen, trigonometrischen Funktionen, Hyperbelfunk- 
tionen, Logarithmen, arcus-Funktionen und Xrea-Funktionen zusammen- 
gesetzt sind, zu differenzieren. Mag dabei der Funktionsausdruck so 
lang und verwickelt sein, wie er wolle; dies kann wohl das Differen- 
zieren umständlich und beschwerlich machen, aber keine grundlegenden 
Schwierigkeiten mehr bieten. Letztere sind vielmehr in $ 13 und 
S 14 aus dem Wege geräumt worden, und zwar ein- für allemal. 

Anders ausgedrückt: Die beiden Tafeln machen hinfort das 
Differenzieren solcher Funktionen zu einer völlig elemen- 
taren Rechnung. Dies ist ihr Hauptzweck. Es soll bei der Aus- 
führung einer Differentiation keine limes-Betrachtung, keine eigent- 
liche limes-Rechnung mehr nötig sein, denn was davon nötig war, 
ist schon vorher drangewesen und soll ein- für allemal als erledigt 
gelten [122], wenn man wirklich differenziert. 
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So ist es möglich, durch vielfachen Gebrauch der beiden Tafeln 
das Differenzieren zu einer reinen Fertigkeit zu machen, die wie 
jede andere Fertigkeit durch Übung erworben und durch Übung er- 
halten und befestigt werden kann und werden soll und werden muß, 
wenn man nicht gegeben Falls trotz schärfster Klarheit in der all- 
gemeinen Auffassung elend in der Ableitung der Formeln stecken 
bleiben will. 

Wird eine Funktion f(x) zum Differenzieren vorgelegt, so muB 
man sofort wissen, welche Nummern der beiden Tafeln neben- oder 
nacheinander zu nehmen sind. Daß man zuletzt, nach vollendeter 


Differentiation noch f’(z) auf die einfachste Form zu bringen hat, falls 


sie noch fehlen sollte, versteht sich von selbst. Zwei etwas umständ- 
lichere Beispiele A) und B) mögen dies erläutern: 


sin & 
A) y=art (sin = re 
soll differenziert werden. Zunächst ist y eine Funktion von einer 
Funktion, also I10, nachdem für den Bruch der Buchstabe z geschrieben 
oder besser nur „gedacht“ worden ist, worauf II 10 in Frage kommt. 
Also: 


e i sin® 
UT V Bere d Gi wu a) 
bee) dx 
Nunmehr kommt I9, 113, 16a, I1lO und II 4 an die Reihe. Daher: 


‚_ (1 + cos?x) cos& — sinw.2cosx- (— sin) 


sinxz \2 
BR BEL Ei 1 + 608? %)° 
V! 5 u nn) CE 


Die Differentiation selbst ist vollendet. Es bleibt nur noch übrig, 
möglichst zu vereinfachen. Der Radikand ist: 
(1 + cos’2)’— sin’z _1-+2%cos’c + cos! — (1 — cos?x) _ cos’x(3 + cos?x) 

(1 c0s?«)? Ok (1 + cos?x)? rd Ricoss ar 
Der Zähler ist, wenn sin’xz durch 1 — cos?x ersetzt wird: 
COS% + cos?x + 2088 — 2c08” x = cosz (3 — cos?’z). 

Setzt man dies ein, hebt dann im Nenner den Faktor 1+ cos?x 
einmal fort und ebenso ım Zähler und Nenner den Faktor cosz, 
so folgt: 


Y 


3 — cos?x Re 

1+c0s:r V3 + cos?’ 

womit der einfachste Ausdruck für y’ hergestellt ist. 

1 1 % 


: 1 2 
B) y- Tat a ne 


Bm _—1 
ui s +2) + ,arc (tg z je 


yY= 
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y ist eine Summe, also I6, der letzte Summand ist konstant, 
also I5. Im den anderen Summanden treten konstante Faktoren auf, 
also 17. Ferner sind Brüche und Funktionen von Funktionen da, 
also I9 und 110. Aus II kommen in Betracht II 8, 119, II1 und 
II 12. Die Ausführung ergibt: 


’ 1 2 1 
vr gar Il tsara aaa ARD 
1—2+2°%).1—- 22% —1) 22 —1 2 2 


+ aut gear) ya 


es az c+ x) a 3y3 (+ 


Das Produkt der Nenner im letzten Glied ist: 
=55 +22 -12)=-3-41—- 2 +2). 
Die 4 hebt sich gegen den Zähler. Der (kleinste) Generalnenner 
ist somit: 
-I I +? A —- + = I14+ 2). 
Nach Erweiterung auf diesen Generalnenner wird der Zähler: 
—- (11-242? +2(1-2+2®’1+0)-(22—-)1+2)’+(1-a)(1+2)° 
— 22 —-)(1l-2 +.) 1l+2”’+31-a+Ä)1+R). 
Es wird nichts anderes übrig bleiben, als auszumultiplizieren. 
Man erhält: 


1-22 +30 — 20° +2) +2 — 22 +28 + 20° — 20% + 22°) 
+1—-32°—- 22°) +(1+22 —220° — ı%) 
+1-x2:-2°+°— 2" —220°)+(83 +32 +320°+ 32%). 


Es bleibt nur 9 übrig. Daher endlich: 


e I 
Aa 

Es sei wiederholt: Die Grundlegung der Differentialrech- 
nung ist in $ 13, $ 14 und $ 15 vollendet. Über das eigentliche 
Differenzieren, d. h. über die Auffindung der abgeleiteten Funktion 
ist alles beigebracht, und es kann keinen Fall geben, wo diese Auf- 
findung noch auf prinzipielle Schwierigkeiten stoßen könnte. Wer 
das Vorangegangene ganz erfaßt und durch gehörige Übung Differen- 
zieren gelernt hat, wer sowohl versteht, was Differentiale, Differential- 
quotient und abgeleitete Funktion an sich sind, als auch wirklich nach 
vehöriger Übung differenzieren kann, der mag einer solehen Grund- 
lage wohl vertrauen. Was auch noch kommen mag, schwieriger 
wird es alsdann nicht mehr sein, als diese drei Paragraphen 
waren. 


A a re a a nd 
3 ei = ö ee | = ut 77T 
’ Fi is 4 
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ID 
oO 
IND 


Übungen zu $ 15. 


Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren: 


5 3 3 4 50° : 4 
ns en, (1 +)", 1—-%), 3 — 2%)", In e Nr. 19 


Insınz, In cos@ „ sine, eos 


Nr. 7-11 


sr SSH. ntm)e 
(1 en = nn = —_ 2 .= on) sin — (7 _ 2 4 er m) COSL. Nr. 12. 
= arc (sin z a) ‚ara (sin. = 608.2), arcleos = sn a Nr. 13—18 
arc (tg — Sn) ‚ arc(sin= 22° —1), arcleos—=2xyV1—-a?).Nr. 16—18 
arc(sin=#sine—2cos«), are(sin=-42r+3y1-a?). Nr. 1920 


(2x + 3) VER L DaF 09T 488m (22 +3 + VER FWEFIN. Nr.2l 


(22 — 3) VIT + 12% — 42° + 106 are (sin > N "Nr. 22.) 
2243 .„ Be’ +360°+ 31804423 Nr. 23% 


V4x? + 12% + 97’ V4x?+ 122 + 97° 


cos?x sin & 4 4 9 3 cos’x 3 8x sin > e. 1456 
3 (A-z+5)+ 9 (de?) + 3 (2— +) 


en Nr. 25 
COSX£t 
HORZ (gas _ 10 2). 
EBIn 2, re (tg — ar =) are (te —= te) Nr. 26-3 
ni Bes 8 
(« 2.) sn are \tg = Sr +; ,.In(a+bx+ca); . Nröl 


D=-..-(3)>0): 


Ar (Kof = ax +yVx®—1YVa?— u Ar (Koi — avi ZI rRya@a= eb Nr.32—33. 


,4+5% _4+5Tgr EB 
sin ( arc (tg — De ‚ cos(arc (sin = sin®)). Nr. 36—31 2 
2%+3 $ 2 +3x | = 
1 . —— I). 
De re (sin Teer ee Nr. = 
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(2) Bw )rEnariren: 16 
(D=ac- (2) <0) 
—In(2y3 +42 +5 +1 —- 32) +tln(l+m). Nr. 41. 
rt are (sin = aa)» arc (ts = ) Nr. 42—43. 
arc (eotg — — an ), are (sin = ar ee) Nr. 44—45. 


in V4r?’+120 +27 + (20 +3) 


Var? 122 +27 — (204 3)’ In(tgx), teline). Nr. 46—48. 
tel —ı 

Ta I ——. Nr. 4950. 
u Fran Er tg +1 


$ 16. Analytische Anwendungen der abgeleiteten Funktion. 


131. Nachdem ausführlich gezeigt worden ist, wie zu einer 
Funktion die abgeleitete Funktion ermittelt werden kann, drängen die 
einstweilen zurückgestellten Anwendungen hervor. Was hat man an 
der abgeleiteten Funktion, was an der abgeleiteten Funktion dieser 
abgeleiteten Funktion usw., das sind sehr berechtigte Fragen. Man 
will doch wissen, wozu das Differenzieren gut ist. 

In diesem $ sind die einfachsten analytischen Anwendungen 
enthalten. 


Zu- oder Abnahme des Funktionswertes. Die Gleichung: 
dy=dfla)=(y + e)de=(f(@) + e)dx 

beweist nicht allein, daß d& und dy zugleich verschwinden, sondern 
auch, daß diese beiden Differentiale zugleich ihr Vorzeichen wechseln. 
Das Vorzeichen der abgeleiteten Funktion y’ entscheidet, ob 
dabei x und y sich an der betreffenden Stelle in gleichem oder in un- 
gleichem Sinne ändern, d.h. ob x und y zugleich zunehmen und zu- 
gleich abnehmen, oder ob y zunimmt, wenn x abnimmt und y abnimmt, 
wenn x zunimmt. Denn da & unendlich klein ist, so haben y’ und 
y + s dasselbe Vorzeichen. Ist also y’ positiv, so entspricht einem 
positiven dx ein positives dy und einem negativen dx ein negatives 
dy; ist aber y' negativ, so entspricht einem positiven dx ein negatives 
dy und einem negativen dx ein positives dy. 

So lange die Funktion und ihre Ableitung endlich und stetig 
bleiben, kann eine Ausnahme hiervon nur eintreten, wenn die Ab- 
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leitung verschwindet. An einer solchen Stelle ist: 
dy=dfix) =eder, 

d.h. dy ist von höherer Ordnung unendlich klein als dx, oder y 
ändert sich unendlich langsam gegen x. Im übrigen entscheidet 
dann & Hat & dasselbe Vorzeichen wie dx, so wird dy positiv, gleich- 
gültig, ob d.r negativ oder positiv ist. Der betreffende Funktionswert 
ist ein Minimum. Hat & das entgegengesetzte Vorzeichen wie dx, 
so wird dy negativ, gleichgültig ob dx negativ oder positiv ist. Der 
betreffende Funktionswert ist ein Maximum. Es kann aber auch 
ein Maximum-Minimum oder ein Minimum-Maximum vorliegen, oder 
auch noch anders sein. Näheres in $ 20. | 

Erstes Beispiel. Vorgelegt sei die Funktion: 


y=sin&; also y =cosz; d(sinx)= (cosz + e)dz. 
Te . 17 5 . . = 
Wächst x von O0 bis —, so wächst sinxz von OÖ bis +1 und in 


der Tat ist y' = cos x in diesem Spielraum positiv. Die Stelle x = rn 


gibt Y=O0 und y=sinx wird ein Maximum, nämlich =+1. Wächst 
x von „ bis x, so nimmt y ab von +1 bis 0, und in der Tat ist 
y=cosx in diesem Spielraum negativ. Wächst x weiter von 


x bis Er, so nimmt y weiter ab von O bis — 1, und in der Tat ist 


y= osx in diesem Spielraum negativ. Die Stelle 0 ,m gibt 
y=0(0 und y=sinxz wird ein Minimum, nämlich = — 1. Wächst 


3 
x endlich von „x bis 2x, so nimmt y wieder zu von 0 bis 1, und 


in der Tat wird y = cos x positiv. 
Zweites Beispiel. Wie verhält sich die Funktion: 
y-ı—60° — de — 1 
an der Stelle e=+2?. Es ist: 
y=42° — 12x —5, also für =2 wrd y=32—24—-5=+35 


oder dy=#ddx. Daher wächst y mit x und nimmt ab mit & in der 
Umgebung von <= 2. 

Man merke also ein für alle mal: Das Vorzeichen der abge- 
leiteten Funktion entscheidet, ob die Veränderliche und die Funktion 
sich in gleichem oder ungleichem Sinne ändern. Ihr absoluter 
Wert bestimmt das absolute Verhältnis beider (unendlich kleinen) 
Änderungen. 

Jedoch muß die Bedingung der Stetigkeit durchaus erfüllt sein 
und wo sie eine Unterbrechung erleidet, kann es ganz anders sein, 


(vgl. [113]). So zeigt die Gleichung: 
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are legend, 
daß tg x und x im allgemeinen für jeden Wert von & zugleich wachsen 


und zugleich abnehmen. Aber auszuschließen sind die Stellen = + N 
3 5 

+8, +38... 

sowohl für die ursprüngliche Funktion tg x als auch für die abge- 

leitete Funktion 1+tg?x sind. In der Tat springt ja hier tgx von 

+ 00 bis — ©, wenn x wachsend durch eine solche Stelle hindurch- 


geht (vol. [49]). 


132. Jede Funktion kann in der unmittelbaren Um- 
sebung eines Wertepaares durch eine ganze Funktion ersten 
Grades, also durch die einfachste aller Funktionen über- 
‘haupt ersetzt werden, wenn man von unendlich kleinen 
Größen höherer Ordnung absieht. 

Beweis. Die Gleichung: 

dy=yda=f'(a)da (1) 
ist bis auf Glieder höherer Ordnung richtig [117]. Man nehme für x 
einen beliebigen Wert x, als fest an, setze dann noch y, = f(&,) und 
Y —=f(&,) und gehe von dem Wertepaar (#,, Y%,) Zu einem unend- 
lich benachbarten Wertepaar (x, y) über, also dd da =x— x, und 
dy=y-—9y, wird. Nach dieser kleinen Änderung erhält (1) die 
Gestalt: 


welche Unstetigkeits-, ja sogar Unendlichkeitsstellen 


Y-y=nmla—R) oder y=-y+t la — nm) (2) 
Man setze hier der Kürze wegen: 
a=y— a, dem, (3) 
so wird aus (2) in der Tat: 
y=a+tbz. (4) 


Doch sei nochmals bemerkt: Erstens „bis auf Größen höherer 
Ordnung“ ist (4) richtig, Zweitens: Auch nur in unmittelbarer Um- 
gebung von (X,Yo)- 

Beispiel. Gegeben sei die Funktion: 

y=-fı)=?—Txe-+3. 

Durch welche ganze Funktion ersten Grades ist sie ersetzbar 
an der Stelle ,=+2? Es ist: 

Yo — fl) = 8 — 14+8=+2, „3a? — 17 
daher nach (2): 


| 
It 
IND 
| 
=] 
| 
a 


y=2+5(—2)=52—8. 


Zur Probe setze man rechts noch ein Restglied AR hinzu, 
schreibe also: 
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y=-52—8+R,dh: ? —- Te +8=-52—8+H, 
also: 
R=x°’— 12x + 16. 
Es sei <=2+ dx, so wird: 
R= (2 + dx)’ — 12(2+ dx) + 16 
— 8 + 12 dx + 6(da)? + (da)? — 24 — 12dx + 16 
— 6(dx)’ + (da)”. 
Der Unterschied ist in der Tat von höherer Ordnung als da. 
133. Abgeleitete Funktion und Differenzenquotient. 
Läßt man die ursprüngliche Veränderliche alle Werte zwischen zwei 
Werten x und <£+ 1x durchlaufen, und bezeichnet die beiden diesen 
Grenzen zugehörigen Werte der Funktion mit: 
y=f(e) undy+dJy=f@+ 4a), 
so ist unter allen Werten, welche die abgeleitete Funktion y =f(#) 


in demselben Spielraum durchläuft, mindestens einer vorhanden, 
der dem (ersten) Differenzenquotienten: 


129 _fe+ 2 to 
A AI 


gleich ist. 

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz [33] ist A ein Mittelwert 
aller Differenzenquotienten, die bei beliebiger Teilung des Spielraumes 
entstehen würden. Da diese Teilung unbegrenzt fortgesetzt werden 
kann, so ist A auch ein Mittelwert aller Differentialquotienten, also nach 
der Gleichung [116 a]: 
ra: 


dx 


auch ein Mittelwert aller Werte, welche y + & in dem ganzen Spiel- 
raum einnimmt, also auch, da die & sämtlich unendlich klein sind, ein 
Mittelwert aller Werte, welche y' selbst in dem Spielraum annimmt. 
Andererseits ist y’ eine stetige Funktion von & [120], daher muß 
dieser Mittelwert mindestens einmal als wirklicher Wert von y' 
in diesem Spielraum vorkommen. 
Erstes Beispiel. Gegeben sei die Funktion: 
y=a° — 222 +12x2 — 17, also y = 32? — 4x + 12. 
Man setze für x nacheinander + 1 und +3, was für y die Werte 
— 6 und + 28 ergibt, also: 
Ay SATT REIN 
= 10m Ce 
Die Bedingung „= + 17 führt zu der quadratischen Gleichung 
30? — 42 —-5=0, welche die beiden Wurzeln hat: 
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2+y19,  2—- y19 
RE RR, Be 


4 ; 2 


Die eine, nämlich die erste, liegt wirklich zwischen +1 und +3. 
Zweites Beispiel. Gegeben sei die Funktion: 
IE # ‚ 1 
Meet also % a 
Man setze für x nacheinander + 2 und — 3, was für y die Werte 
+1:2 und — 1:3 ergibt, also: 


ass) 


1 
ae 
Die Bedingung y = + 1:6 führt zu der Gleichung: 
| = —6, 


welche nur imaginäre Wurzeln hat. Der Satz stimmt diesmal nicht! 
Er brauchte aber auch nicht zu stimmen. In der Tat liegt in dem 
Spielraum zwischen <= +2 und £=--3 eine Unstetigkeitsstelle, 
nämlich x = 0, für welchen Wert die Funktion und ihre Ableitung 
unendlich groß werden! Vgl. Erste Bemerkung zu Tafel 11. 

134. Es sei z,, der ın [133] genannte Mittelwert der ursprüng- 
lichen Veränderlichen, also daß x, zwischen «& und © + fx liegt. 
Daher nach [11 2]: | 

2 =R +14, (>40 


alsdann wird der zugehörige Wert der abgeleiteten Funktion: 


y a it, Cu f(& ar AA) 
und nach [133] ist A so bestimmbar, daß: 


«) - U =f(@+24%) @) 
oder: ß) Ay=Af(&) =f (ae +24Ax) - Asc 


wird. Und diese Formel drückt kurz und treffend den Sachverhalt 
aus. Es gibt mindestens einen Wert von A zwischen O und +1, 
für welchen (2) erfüllt wird. Ist z. B. f(x) eine ganze Funktion 
ersten Grades: 

y=flea)=a+tbz, 
so gibt es nur einen konstanten Differenzenquotienten: 


FE 
Fer dx =? 


und auch nur eine konstante abgeleitete Funktion, welche auch = b 
ist. Folglich kann in (2) für A jeder Wert gesetzt werden. Oder es 
sei eine ganze Funktion zweiten Grades: 


y=f(a)=a+bxe + ex, also y=b+ 2cx 
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vorgelest, so wird der Differenzenquotient [74]: 
oh 
 aerii), 


daher nach (2) b+c(22+4x)=b+2c(x+AAx) und hieraus A—=+ 
und 2, =2+1A43=I-+ . d.h. das arıthmetische Mittel zwischen 


x und 2, =x+ 4x. Allgemein aber muß man sich mit der Gewiß- 
heit begnügen, daß ein Wert von A zwischen O und 1 liegt. Es 
sei noch zu (2) bemerkt: 

I. Weder ist aus dem Beweisverfahren in [133] ersichtlich, noch 
ist es überhaupt wahr, daß nur ein Wert von A zwischen O und 1 
liegen dürfe. Es können sehr wohl mehrere sein, aber einer ist 
mindestens da Man nehme z. B.: 


ka) ensure Sn 
und für x die Werte 8x und 0, so wird: 


Iy cos 8 — cos0 2] 
A 87 mn} a 


und (2) wird: sn (8i7)=0 (l>ı>0). 
Man erhält für A die Werte: 
en a Bauen 


a KRAUT UN I) 


? 
also außer den Grenzen O0 und 1 noch 7 Zwischenwerte. 

II. „Zwischen O0 und 1“ soll hier die Grenzen O0 und 1 ausschließen. 
Das soll heißen: Selbst wenn = 0 oder = -+ 1 oder beide wie im 
vorigen Beispiel die Gleichung (2) erfüllen, so gibt es doch außer- 
dem zwischen OÖ und 1 einen Wert von 4, der es auch tut. Denn . 
wäre es nicht so, dann könnte die abgeleitete Funktion, weil sie 
stetig ist, in dem Spielraum zwischen x und £+ 1x nur kleiner 
oder nur größer sein als A. Also wäre A kein Mittelwert aller 
Werte der abgeleiteten Funktion, wie es doch nach dem Mittelwert- 
satz [33] sein müßte. 

III. Die Ableitung sollte zunächst Nachbarwerte von & und 
die zugehörigen Nachbarwerte von y verknüpfen, das und nichts anderes 
ist ja der Sinn der Gleichung: 


HD) _ (a) 


oder: Differentialquotient = Ableitung. 

Diese Verknüpfung wird durch (2) von Nachbarwerten auf zwei 
beliebige Werte von & und die zugehörigen Werte von y erweitert. 
Und in dieser Erweiterung, nämlich: 

Differenzengquotient =Ableitung 
liegt die Hauptbedeutung der Formel (2), welche zwar durch die 
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Unkenntnis des genauen Wertes für A etwas eingeschränkt, aber 
keineswegs aufgehoben wird. 

IV. Die Gleichung: Differenzenquotient = Ableitung wird abermals 
erweitert werden auf höhere Differenzenquotienten und höhere Ab- 
leitungen. Vgl. [140] und [155]. 

V. Setzt man in (2) dx statt 1x und dy statt Ay, so folet: 


dy=f(e+Ada)de. | (3) 
Es liegt A zwischen O und 1, also ist Adx mit dx unendlich klein, 
daher, weil die Ableitung stetig ist, nach [120]: 


f(e+Rda)=f(x) + e, folglich: dy = Foa+ede, 


d. h. wieder Tafel I, Nr. 2, wie es sein muß. 
VI. Setzt man h statt Ax, so wird: 


Ay=fl@ + 42) fa) = fe +) -f@), 
also nach (2), wenn f(x + h) entwickelt wird: 


fe+h)=-fla) + f(@+Ah). (4) 


In dieser Form drückt diese Gleichung den Taylorschen Lehrsatz 
aus unter Beschränkung auf zwei Glieder (vgl. $ 25). 

VII. Aus VI folgt im besonderen: Verschwindet die Ableitung 
einer Funktion für jeden Wert von x, so ist sie eine Konstante. 


Denn dann ergibt sich fe + h) = f(x) 


135. Satz von Rolle Es sei fx)=0 und fa +An)=(, 

also auch Ay=(0. Aus [134 2] folgt dann: 
fie +3)412)=0, (1 >37->0) 

d. h.: Verschwindet eine Funktion für zwei Werte x und 
% =2+J4x, so verschwindet ihre Ableitung dazwischen 
(mindestens) einmal: 

Beispiel. Die Funktion f(x) = 2? — 8x2?+ 19x — 12 verschwindet 
frz =+1lundxz=-+3. Die Gleichung: 


f(@e) =32° -— 16x +19 = 0 

hat die Wurzeln: 
Ser 
X, = URL SZE 


SET 
1 ET, 


2 
von denen in der Tat eine, nämlich die zweite, zwischen + 1 und 
+ 3 liegt (die erste liegt zwischen +3 und + 4). 

Erweiterung des Satzes von Rolle. Verschwindet eine 
Funktion y=f(x) für n Werte der ursprünglichen Veränderlichen, 
welche der Größe nach geordnet: 

ee 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 14 
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sein mögen, so verschwindet in dem Spielraume von x, bis x, die 
erste Ableitung mindestens (» — 1)mal, die zweite Ableitung min- 
destens (n — 2)mal, die dritte mindestens (na — 3) mal usw. und die 
(n — 1) Ableitung mindestens einmal. 

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz 
von Rolle, nach welchem die erste Ableitung mindestens einmal so- 
wohl zwischen x, und &,, als auch zwischen &, und &,... als auch 
zwischen x,_, und x, verschwindet. Da nun die zweite Ableitung 
der ursprünglichen Funktion identisch ist mit der ersten Ableitung 
der ersten Ableitung, so muß hiernach die zweite Ableitung min- 
destens n — 2 mal zwischen «, und x, verschwinden usw. usw. 

Beispiel. Die im vorigen Beispiel betrachtete Funktion 


y=f(&) = a? — 5%? + 19x — 12 
verschwindet fire = +1, 2=+3,7= +4. 
Die erste Ableitung verschwindet für: 
A 
3 3 ? 
und beide Werte liegen zwischen + 1 und +4. Die zweite Ableitung 


y"=6x— 16 verschwindet für <= + 3, und dieser Wert liegt auch 
zwischen +1 und +4. 


136. Partes Proportionales. Die Gleichung: 

Ay=Afe) = + 340)48 = bb 
enthält den Koeffizienten A, von dem man nach [134] im allgemeinen 
nur weiß, daß er zwischen O0 und 1 liest. Aber je kleiner die Ver- 
änderlichkeit der abgeleiteten Funktion zwischen x und x + 4x ist, 
desto weniger hat die Unkenntnis des genauen Wertes von } zu be- 
deuten. Bei Rechnungen, die überhaupt nur auf eine gegebene An- 
zahl von Dezimalen geführt werden sollen, darf daher, wenn 1x klein 
genug angenommen wird, in (1) statt A irgendein Wert zwischen 0 
und 1, ja sogar 0 oder 1 selbst gesetzt werden. Folglich darf (1) 
durch die genäherte Gleichung: 


Ay = Afla) -F@)4r 2) 
vertreten werden, also (nach [117]) gleich als ob die endlichen. 
(wenn auch vielleicht kleinen) Differenzen 4x und Ay be- 
reits Differentiale wären. Man hat nur Obacht zu geben, ob 
die Differenz: 


fa +3rA0) - fo) Is (3) 


zwischen den rechten Seiten von (1) und (2) kleiner bleibt, als fünf 
Einheiten der fortzulassenden Dezimalen, selbst wenn A zwischen 0 
und 1 möglichst ungünstig vorausgesetzt wird, also z. BB A=]1, wenn 
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die Ableitung in dem betreffenden Spielraum nur wächst oder nur 
abnimmt. 

Auf (2) beruht die Theorie der Partes Proportionales bei dem 
Gebrauch von Logarithmentafeln und anderen Tafeln von Funktions- 
werten. Wenn nämlich (3) für irgendeinen Wert von /x unter die 
Genauigkeitsgrenze sinkt, so ist ein gleiches für jeden kleineren Wert 
von 1x, etwa 1’x erst recht der Fall, und man erhält daher nach (2) 
die zugehörige Differenz von y: 

a f(a)Aa'x, 
also: 
NY 20:10, ay=Z. Ay. (4) 


d.h. die Abweichungen der y sind proportional zu den Ab- 
weichungen der &. In der Regel ist /x in den Tafeln klein genug, 
daß (2), 320 ach (4) unbedenklich angewendet werden darf. 

Es sei etwa: 

‚ 0,434... 
ee 

Bei fünfstelligen Logarithmen ist der Eingang des numerus x 
vierstellig, also von einem Wert zum nächsten 1x = 0,001, wenn 
das Dezimalkomma hinter die erste Stelle gesetzt wird. Die Differenz 
(3) wird daher, da f’(«) mit x beständig abnimmt, kleiner als: 


1 = 0,000000434 . 
2 0,001 2@ 70.000) 


M - 0,001 e 


Sie hätte daher selbst für x = 1 höchstens erst auf die siebente 
Stelle des Logarithmus einen Einfluß; also darf nach (4) interpoliert 
werden, d. h. nach der 'Theorie der Partes Proportionales. 

Die Tafeldifferenz selbst zwischen zwei einander folgenden Lo- 


garithmen ist daher 


HERES 0,000434... (5) 


fe) 


In der Tat stimmt das an jeder Stelle der Tafel unter Berück- 
sichtigung der Abrundung: Nimmt man z.B. «=1, so wird 


| 4 log x = 0,000434 . 
— 43 bis 44 Einheiten der fünften Dezimale Und wirklich sind die 
Logarithmen der ersten 10 numeri 
BON. OOL ...: 1,009; 0,00 000; 045; 087; 130; 173; 
217; 260; 303; 346; 389, 
also die Differenzen in Einheiten der fünften Dezimale: 


43, 44, 43, 43, 44, 43, 48; 43, 48. 
14% 
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Nimmt man <=2, so wird I log x = 0,000217...—=21 bis 
22 Einheiten der fünften Stelle, und zwar ist, wenn man x = 2 in die 
Mitte und 10 Differenzen nimmt, etwa dreimal 21 und siebenmal 22 
zu erwarten. Man schlage also für die numeri 1,995; ...; 2,005 die 
Logarithmen: 

0,291994, 016, 038, 060, 081, 103, 125, 146, 168, 190, 211 
auf. Ihre Differenzen sind in Einheiten der fünften Dezimale: 

22,22, 22 DR 

also wirklich dreimal 21, siebenmal 22. 


In gleicher Weise tie sich die trigonometrisch- logariuin 
Tafeln prüfen. Man nehme z. B.: 


f(x) =logsinx—= Mlnsinz, 
so wird: 


= 


folglich nach (2), da die Winkel bei fünfstelligen Tafeln von Minute 
zu Minute fortschreiten, also in arcusmaß: 


4x = are 1’ 0,0002909 


-coo%=M cotgz, 
sin & 


gesetzt werden muß: 
Alogsinz= M cotsx- 1x = 0,434 - 0,000291... cotg x 
= 0,000126 cotg x. (6) 
Man setze z. B. x = 30°, cotg x u 1,732, so wird: | 
A:log sin 2000219 


— 21 bis 22 Einheiten der fünften Stelle, auf 10 Differenzen also 
etwa einmal 21 und neunmal 22. In der Tat findet man in der 
Tafel von 2 = 2955’ bis x= 30°5’ folgende 10 Differenzen an- 
gegeben: 
22, 22,.22,.22,:22,.22, 22,022, 21,022, 
Oder man setze = 45°, cotgx—=1, so wird: 
4A log sin x = 0,000126 . 
— 12 bis 13 Einheiten der fünften Stelle. Die Differenzen sind ım 
der Tat für x = 44°55’ bis x = 4505’: 
13, 13, 212,213/ 19,212, 190,21 25419 2199 
Nur wenn der Winkel x klein ist, kleiner als 1°, wird cotg x so 
groß und ändert sich so schnell, daß sich das Fortlassen von 441% 
in (1) schon in der fünften Dezimale bemerkbar macht. Für 2=0. 
wird sogar cotgx = + ©, logsin& = — oo. Daß alsdann (2) und (4) 
ganz versagen müssen, versteht sich von selbst. 
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137. Die wichtige Formel [1361] läßt eine Erweiterung zu, die 
späterer Anwendungen wegen [157] hier ihre Stelle finden mag. 
Sie lautet: 

d4y _ Fat - fo) _ Fam) _ FatıIsa) (A) 
42 ga + ID — ge) Pla) p(atra2) 
Hierbei bedeuten: 


) y=-fl@) wd. M) #-96) 2) 
zwei Funktionen von «, die nebst ihren Ableitungen: 
y-f(a) und = ya) 

in dem Spielraum der ursprünglichen Veränderlichen von x bis + 4% 
endlich und stetig bleiben sollen. Außerdem wird von (x) voraus- 
gesetzt, daß sie in diesem Spielraum nur wachse oder nur abnehme, 
oder was dasselbe ist [131], daß p’(x) nur positiv oder nur nega- 
tiv sei. 

Beweis von (1). Die letztere Voraussetzung soll bedeuten, daß 
nach Auflösung von (2 ß) auch umgekehrt x sich als stetige und ein- 
deutige Funktion von 2 ergebe. Denn da @’(x) nur positiv oder nur 
negativ ist, so ändert sich 2 nur in einem Sinne, kann also jeden 
Wert nur einmal annehmen, so daß jedem z in der Tat nur ein & 
entspricht. Daraus folgt, daß auch y als Funktion von 2 betrachtet 
eindeutig und stetig wird. Bei dieser Betrachtung stellt (2) eine 
Parameterdarstellung im Sinne von [125] dar, nur dab x für t, z für 
& geschrieben steht. Daher nach [1255] 

ay _f@, 
de pa 

Da nun Jy:_4z ein Mittelwert aller dy: dz ist, so muß einer 
der Werte, welche der Differentialquotient in dem Spielraum annimmt, 
gleich Jy: 42 selbst sein, womit (1) erwiesen ist. Beispiel: 

| Y — f(«) = 08.1488, & = 9(%) = ı°, 
y=-f(«=-32°—-102+83 2=go(e) = 2x. 
Die erste Voraussetzung ist erfüllt. Man setze erst: = + 1, dann 
£=+ 35, so ist auch die zweite Voraussetzung erfüllt. Es wird 


re bez.:y=+6,2= +9, 


also: 
Iy 6— 4 
Maya. g 1 =+-: 


Setzt man statt © + 44x der Kürze wegen x, so ergibt (1) 


i! 302 —10x.-+ 83 
Yan 2% l 


oder 6, — 212. +16=0, 


21 +y57 
m rs 


m 
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Es liegen sogar beide Werte von &, zwischen +1 und +3. 
Vergleiche Anmerkung I in [134]. 

138. Die analytische Bedeutung der zweiten Ableitung. 
Um ihr nachzugehen, wird man sie mit den Differentialen und 
Differenzen der ersten Ableitung genau so verknüpfen, wie die erste 
Ableitung bisher mit den Differentialen und Differenzen der ursprüng- 
lichen Funktion selbst verknüpft worden ist. So ergibt sich so- 
fort [121]: 


Z FEW EANE e 
fa) = lim FELIFS _im Fe), m 
(mar imo rn zen. 
ay-df)- FW + y td.  . 
day =df() = lo)di= y’de. . (2a) 
dy' df' ". , £ 
ar GE eyte=fdte (3) 
dy' d j [27 22 
a TV -1@. 2 
Ay’ Fahrag i Is) — f m 


Doch kommt es auch darauf an, die zweite Ableitung unmittelbar 
an die ursprüngliche Funktion anzuknüpfen, was jetzt ge- 
schehen soll. 

Das zweite Differential und die zweite 
Ableitung. Gegeben sei eine Funktion y= f(x), 
veranschaulicht durch die Kurve in Fig. 50. Man 
nehme drei unendlich benachbarte Werte x, z,, & 
der ursprünglichen Veränderlichen und zwar zu- 
nächst in der Weise, daß der mittlere x, das arıth- 
metische Mittel der beiden andern ist, vgl. [28], oder auch, daß 
dz= dx, wird, wenn man: 


die=n—-%, dy= u —2% 
setzt, oder auch, daß das „zweite Differential von «“ verschwinde: 
®r=dde)= dy - de=V. 
Die drei Werte werden: 
2 Met +da,; B=LA 2dR. 
Ihnen entsprechen die drei Funktionswerte: 
y-fa; =-fa)=fatdo); =) = flo + 2de), 
aus denen die beiden ersten Differentiale von y folgen: 
ay =y—y=fla+ da) — f(x), 


dy =Ww—y = f(x + 2da) — f(x + de). (5) 
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Ihr Unterschied: 
Py=dldy)=dy — dy-yw— 2y+Y 
= fa + 2da) — 2fle +da) + fle). (6) 
heißt das zweite Differential von y oder von f(x). In Fig. 30 
die Strecke 8,P,, vgl. [28] Fig. 6. 

Wenn man die Gleichung dy=y’'dx noch einmal differenziiert 
und dabei dx als eine unendlich kleine Konstante betrachtet (da 
dx, = dx sein sollte), so folgt: 

d(dy) = dy'de, 
d. h. nach (2a) und (6) 
dy= f(x) = y' (ao)? =f' (a) (dw), G 
d.h. das zweite Differential der Funktion ist (bis auf Glieder 
höherer Ordnung) gleich dem Produkt aus der zweiten ab- 
geleiteten Funktion und dem Quadrate des ersten Diffentials 
der ursprünglichen Veränderlichen. 

Das zweite Differential von y ist also, verglichen mit dx eine 

unendlich kleine Größe zweiter Ordnung, z. B. 
(a) = nln — 1,2" ?(dr)’;  d?(sinz)—= — sin 2(de)*. 
Der zweite Differentialquotient und die zweite Ab- 
leitung. Aus (7) folgt nach Division durch (dx)?: 
dy _ dr) Be R 
Ne N Ze i 8 
Man nennt: 


(de)? (da)? 
den zweiten Differentialquotienten von y oder f(x) nach &. Er ist 
nach (8) gleich der zweiten Ableitung, also eine (im allgemeinen) 
endliche Größe. 

Offenbar sind (7) und (8) die einfachsten und natürlichsten Er- 
weiterungen von (2a) und (3a) in TafelI $ 15. Statt erster Ab- 
leitung zweite Ableitung, statt erstes Differential zweites Differential, 
statt erster Differentialquotient zweiter Differentialguotient, mehr kann 
man in dieser Hinsicht wirklich nicht verlangen. Nur ist zu be- 
achten, daß bei der Bildung des ersten.Differentialquotienten durch d«, 
bei derjenigen des zweiten durch (dx)’ dividiert werden muß. 


139. Der Beweis der grundlegenden Formel (7) in [138] war 
sehr einfach. Aber, wie freimütig zugegeben werden muß, auf Kosten 
der Strenge, da die beiden benutzten Formeln: 


dy==y'des :dy =yda (1) 


nur bis auf Glieder höherer Ordnung richtig sind, von denen erst 


a’y _ d’f“) (9) 
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nachgewiesen werden muß, daß sie (7) nur bis auf Glieder von höherer 
als der zweiten Ordnung beeinträchtigen können. Um dies zu tun, 
gehe man zunächst von den ganz strengen Formeln aus [1165] 


dy=(y +o)dz =ydae+k (k=eda), (2) 
dy=(y’+a)dae=ydae+k, (= ade), (3) 


wo e und g, unendlich klein, also % und k, von höherer Ordnung un- 
endlich klein sind. Die Differentiation von (2) gibt, da dx konstant ist: 
| Ay=dyda+ dk, 
oder nach (3) 
®y=y'(da)’ + :(de)? + dk. (4) 
Das zweite Glied &,(dx)? ist von höherer als der zweiten Ordnung 
unendlich klein; bleibt also ein gleiches noch von dk zu erweisen. 
Hierzu berechne man % aus (2) und schreibe, um anzudeuten, daß % 
von z abhängt: 
=ka)=dy—ydz=flx + ds) - fx) —f(a)ax. (5) 
Es folgt aus (5), wenn man auf beiden Seiten die Ableitung 
nach x nimmt (d« gilt als unendlich kleine Konstante) 


| ka) = Fa + da) - fa) - Fla)de. 
Daher nach V in [134]: 
dk = k'(x,)de=[f(x,+ de) —-f(e,) -f (a,)de]: dx, 
wo «x, einen Mittelwert zwischen x und x + d« bezeichnet. Der Aus- 
druck in den eckigen Klammern ist aber wieder von der Form (5) 


p(@ + de) — plz) — p(a)da — dpla) — Plz)dz, 
nur daß x, statt x, f(x) statt (x) zu setzen wäre, daher nach [1165], 
wenn &, unendlich klein ist: 
dk= (dr), 
d.h. auch dk ist von höherer Ordnung unendlich klein als (dx)*. 
Die Gleichung (4) geht daher über, wenn &,+ & durch Ö ersetzt 
wird, in: | 
Py=y’(da) + Ida)’ = (y + I)(da)". (6) 

Und diese Formel, welche der völlig strengen Formel dy=(y’+.)dx 
entspricht, ist auch völlig streng. Aus ihr folgt [1386], wenn das 
Glied ö(dx)’, das von höherer als der zweiten Ordnung unendlich 
klein ist, ausgelassen wird. 

Setzt man übrigens in [1388] % statt d« und wendet [1386] an, 
so folgt: | 


Pre on 


R=0) 
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Diese natürlichste Erweiterung von [1182] ist als die gesuchte un- 
mittelbare, d. h. von f’(x) unabhängige Definition der zweiten Ab- 
leitung anzusehen. 

Schließlich beachte man, daß nach dieser Einführung des zweiten 
Differentials die acht Ausdrücke: 


FLEI aet®) 
BRUT AR re dy’ "2 df («) x da _ dx 2 d’y . d’f(®) 
UT ie de ned dr Bed)? (8) 


sämtlich einander gleich sind (bis auf unendlich kleine Größen). 


140. Zweiter Differenzenquotient und zweite Ableitung 
vgl. [133]. Man gebe, wie in [138], der ursprünglichen Veränder- 
lichen wieder drei Werte, etwa %,, &, %, diesmal aber nicht drei 
unendlich benachbarte, sondern drei beliebige Werte, nur richte man 
sich bei der Wahl der Indizes so ein, daß x, zwischen x, und x, liegt, 
wobei aber durchaus nicht vorausgesetzt wird, daß x, das aritlime- 
tische Mittel von x, und x, sei, wie vorhin. Man berechne darauf 
die drei Funktionswerte: 


ya), H=fR), Y= fa) 
bilde dann ferner, wie in $ 3, die beiden ersten Differenzenquotienten 


est een SErwEh 


Im U’ N en 


und aus ihnen nach [307] den zweiten Differenzenquotienten: 
PA A IA 
2 1 TER (1) 

du r4%,) 3 (X — %,) 


(der nach $ 3 vollkommen kommutativ ist). Andererseits setze man 
in y"—=f”(x) für x einen Mittelwert x, von &,, %, &, ein, der ge- 
gebenenfalls noch bestimmt werden müßte. Dann gilt die Gleichung: 


Zweiter Differenzenquotient = zweite Ableitung, (2) 
d.h. B=f (m). (3) 
Beweis: Wird für f(x) eine ganze Funktion zweiten Grades: 

y(x)=a+bae + ca? (4) 


gesetzt, so stimmt (3). Denn dann ist B nach [74] konstant = 2c 
und die zweite Ableitung auch konstant =2c. Ist aber f(x) eine be- 
liebige andere Funktion von x, so nehme man eine solche Funktion 
p(x) hinzu und bestimme sie nach [77] so, daß die Funktionswerte 
vong und f übereinstimmen fir = 2,2 =2,2=%. Es sei also: 


0) = pw); Fa) = ya); Fa) = ya), (8) 
was zur Folge hat, daß B denselben Wert hat für die Funktion f(x) 
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wie für die Funktion (x), wenn man eben für x die Werte &,, %,, % 
nimmt. Für g(x) ist’ wie eben gezeigt: 
B=pe2)=2C: (6) 
Aus (5) folgt ferner, daß die Funktion y(«)=f(#) — p(x) ver- 
schwindet sowohl für x = &,, als auch für = z,, als auch für 2—= 2,. 
Nach dem erweiterten Satz von Rolle [135] gibt es daher (mindestens) 
einen Wert &,, für den Y’(a)=f”(x) — gp”(x) verschwindet, d.h. 
für welchen f”(z,) = p"(&,„) ist. Also ist nach (6) auch B=f”(z,), 
w.z..b. w. 
Offenbar ist (3) die natürlichste und einfachste Erweiterung von 
[1542]. 
Beispiel. Gegeben sei die Funktion: 


y=f(e) = N 


Man setze für x die Werte N = +5, =-+Tem 
(die Unendlichkeitsstelle «—= + 1 liegt nieht zwischen ihnen, vgl. Bei- 
spiel in [134]) und berechne „=+19, ,„=+10, 9=-+9. Es 
ergibt sich weiter: 


10 — 19 9 — 10 1 
A a Dr ee 
A 
IA 2 
Be ai KERN. 


(de +4m) Z@+%) 

Andererseits ist: 

12 „ 24 
f(&) = a BE Eier 

Gleichung (3) gibt daher: 

@„-1’-2%4, 2,=1+YV24. 

Dieser Wert liegt zwischen + 3 und +4, also erst recht zwischen 
se 2 mr San 

141. Die grundlegende Formel [1403] werde nun auf besondere 
Fälle angewendet: 

Erster Fall: Man setze 42 = /x,, d.h. nehme x, genau in 
der Mitte von &, und x, an und lasse den Index O0 fort, so daß die 
drei Werte der ursprünglichen Veränderlichen werden: 

LEARN 2A. 

Dann geht [1403] nach [2810], da &,, zwischen x und «+ 24x 
liegen muß, über in: 

Ay 
(4x)* 


= f(x + 224%) (0 <1 Ze 
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oder: 

Ay=f”(c+ 22.40) (Aw)?, (1a) 
womit Formel [1387] von Differentialen auf endliche Differenzen er- 
weitert worden ist, vgl. [1172] einerseits und [136 1] andererseits. 

Zweiter Fall: Es sollen &,, &;, & voneinander verschieden sein. 
Doch um wie viel, oder besser, um wie wenig, ist dabei gar nicht 
ausgemacht. Sie können also insbesondere ein- und demselben Wert 
x unbegrenzt nahe gebracht werden, worauf mit x, das gleiche ge- 


schieht. Daher nach [1403] und [30 11]: 
re) = Im DB 


(Lo — %) (Up %a) (2 — %)(ı — %) (Lg — %) (Ug — %) 


(im, =-Iims =lms,-=?), 


was wieder die natürlichste Erweiterung von [1205] ist. 
Dritter Fall: Wieder seien &,, 2, %, einander unbegrenzt nahe. 
Man setze: 


HL mestds Ben td u tdi + de. 

In [138] wurde der Einfachheit wegen de = dx, gesetzt. Es 
braucht aber nicht so zu sein, denn es sollen nur dx und dx, beide 
unendlich klein sein. Im en werde angenommen, daß das 
zweite Differential von & 


d’z= d(d2) = dx, — de 


in bezug auf dx (mindestens) von der zweiten Ordnung unendlich klein, 
sonst aber beliebig sei. Schreibt man dann BD in der Form [30 10], 
so gibt [1403]: 


7 ded’y— dyd’x 
PARZabeT, : 
da (de+.d'e) (de + d?a) 
_ dad’y— dyd’x 1 
3 (dx)? i 1.d?x 
(1+ sE nn) 


Die beiden Faktoren im Nenner des zweiten Bruches sind nach 
der eben gemachten Voraussetzung unendlich wenig von 1 unter- 
schieden. Ferner weicht x, unendlich wenig von x ab. Daher bis 
auf unendlich kleine Größen: 


ay 
Rn Hr: dx dad?y — dyd’x 
f (x) = a Pe Et . ’ (8) 


d.h. genau so, als ob dy: dx unmittelbar nach VII [122] differenziert 
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worden wäre. Nach Division von Zähler und Nenner durch d« folgt: 


dy 
dy— —d!x ] 
Z „ dx d’y— (y + 8g)d?’x 
ey 2 (d.)? 5 (d«)? 


Das Glied &d?x ist von höherer Ordnung als die übrigen Glieder 
des Zählers, daher bis auf unendlich kleine Größen: 


„  d’y— y'd? 
oder umgekehrt: 
d’y=y’(dx)””+yd’s, (4a) 


womit [1387] auf den Fall erweitert worden ist, daß d?x nicht =—0- 

sondern unendlich klein von der zweiten Ordnung. gesetzt wird. 

(Übrigens wäre (4) auch unmittelbar aus der Formel: dy=y’'dx durch 

Differenzieren entstanden. Nach V [122] erhält man nämlich: 
dy=dax-.dy-+ yd(d«), 

oder da d(dx) = d?’x und nach [133] dy’ = y”d« ist: 
Uy=y(da)’ + ya’z, 

aber dieser einfache Beweis wäre nicht streng genug (vgl. [139]).) 


Vierter Fall: Man lasse nur zwei der drei Werte &,, %, X 
einander unbegrenzt nähern und setze hiernach: 


imn,=z limas=8# „»=ai+h 
(h beliebig), also 2, =#%+ Ah, so wird: 


A=) = f (&), a Ei. 


und nach [307], da 0 statt 4x und h statt 1x, zu schreiben ist: 
f@« + — fi) een 


Bee = f(x + Ah) 


und hieraus umgekehrt: 
f@+h) = fa) + HF) + Sf @+ ın). Be 


Diese Formel ist die einfachste und natürlichste Erweiterung 
von [1344]. 

Sie ist der Taylorsche Lehrsatz unter Einschränkung 
auf 3 Glieder. 

Aus (5) ergibt sich endlich die versprochene nähere Bestimmung 
des Nebenteils & in [116]. 

Denn setzt man h unendlich klein = dx und bringt f(x) auf die 
andere Seite, so folgt aus (5): 


dy = df(a) = fa + da) — fa) = def’) + 


f’(@+ Ada), 
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oder nach Division durch de: 


d d # 
Y_T2 (+ f"(a + Ada), 


also nach [1164]: 
AR pn 
= Sr (2 + Ada), 
d. h. bis auf unendlich kleine Glieder höherer Ordnung: 


724 Ber 
= Er) =y"l . 


und: 
dy=f(«J)dr-+ I (d2) = y'dı +5, ;(de)®. (6) 
Da die zweite Ableitung Kar ist, so kann 
F(e+rde)=f"(a)+ 


gesetzt werden, wobei &, unendlich klein sein muß. Daher: 
| dr)? zu 
f(x + da) = fa) + daf'(@) + Fr © +4 (da). 


Das letzte Glied ist von höherer als © zweiten Ordnung unend- 
lich klein, daher wie in [132]: Jede (zweimal differenzierbare) Funktion 
kann in der Umgebung irgendeines Wertepaares durch eine ganze 
Funktion zweiten Grades vertreten werden, bis auf Größen von höherer 
als der zweiten Ordnung. Siehe erstes Übungsbeispiel. 


Übungen zu $ 16. 
5 = 4x 
52) 

(+1, — 9) genügt. A) durch EE ganze Funktion ersten Grades 
y=qa+bx kann sie in der unmittelbaren Nachbarschaft dieses Werte- 
paares bis auf Größen höherer Ordnung vertreten werden. B) durch 
welche ganze Funktion zweiten Grades y=a, + b,2 + c,x° kann sie 
ebenso, aber bis auf Größen von höherer als der zweiten Ordnung ver- 
treten werden. 

2. Wenn in einer Logarıthmentafel (Briggs) der Numerus von 
1,0000, 1,0001 ... bis 9,9999, also um die konstante Differenz 0,0001 
fortschreitet, bis auf wie viele Dezimalen dürften die Logarithmen ge- 
geben sein, ehe die Interpolation nach Partes Proportionales einen 
Fehler ergeben würde, der noch einen Einfluß auf die letzte Stelle hätte. 

3. Gegeben irgendeine ganze Funktion dritten Grades 


y=a+tbxc+ca?-+ ex? 


und drei Werte x,, &, % für x. Es soll der Mittelwert x, gefunden 
werden, welcher der Gleichung [1403] genügt. 


1. Gegeben die Funktion y = 


welcher das Wertepaar 
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$ 17. Anwendungen der abgeleiteten Funktion auf Geometrie 
und Mechanik. 


142. Tangente und Normale. Es sei: 


fa) (4) 
die Gleichung irgendeiner Kurve; dann bestimmt die Formel [28]: 
Pa] = 
A=tgy= = (2) 


den Richtungskoeffizienten der Sehne PP,, also auch der unbegrenzten 
Sekante auf welcher sie liegt (Fig. 31a). Jetzt lasse man 1x unendlich 
klein = dz werden, wobei es gleichgültig ist, ob dx positiv oder ne- 
gativ unendlich klein wird, d.h. ob P, sich P von der einen oder der 


Z 


Fig. 31b. Fig. 32. 


andern Seite unbegrenzt nähert. Da alsdann der Differenzenquotient 
in den Differentialquotienten oder die abgeleitete Funktion übergeht, 
so hat auch @ einen Grenzwert r, der durch die Gleichung: 


l 
u (3) 


’ 7 d 
oder umgekehrt: 
r=arc(is=y)) (3a) 


bestimmt wird. Der so zu ermittelnde Winkel z gehört hiernach 
einer Geraden an, die aus der Sekante entsteht, wenn man die ab- 
geschnittene Sehne bis zum Verschwinden verkleinert. Mit anderen 
Worten [864]: Er gehört der Tangente an: 

Die Formel (3) oder (3a) bestimmt die Tangente an die 
Kurve im Punkte P(«, y). Die abgeleitete Funktion löst somit das 
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Tangentenproblem im Prinzip für alle Kurven in allen ihren 
Punkten. Die Normale wird erklärt als diejenige Gerade, welche 
auf der Tangente in P senkrecht steht. Folglich löst (3) oder (3a) 
im Prinzip auch das Normalenproblem in seiner ganzen Allge- 
meinheit. 
Im besonderen (Fig. 32) ergeben sich auf der x-Achse die: 
EEE 
Subtangente = RO) = ee nn (4) 
Subnormale=QOR =ytgr=yy=f(«) f®) ©) 
und auf der y-Achse die: 


Subtangente = TS = ztgr = ty —.Lf (2), (4a) 
xC 
Subnormale = ST, = zeotgr = = Zr (Ba) 


Oder man halte sich an die Gleichung der Tangente, wenn 
man auf ihr außer dem Berührungspunkt P(z, y) noch irgendeinen 
anderen Punkt U(X, Y) annimmt. Sie lautet: 


wcurey, 
oder: 
Tangentengleichung Y=y+y (X — x); (6) 
ebenso die: 
Normalengleichung Y=y-(X-a). s) 


Genug, mit Formel (3) sind Tangente und Normale bestimmt. 
Übrigens stimmt (6) bei veränderter Bezeichnung selbstverständlich 
mit [1324] überein. In der nächsten Umgebung eines Punktes kann 
die Kurve, von unendlich kleinen Größen höherer Ordnung abgesehen, 
als gradlinig betrachtet werden, als ein „unendlich kleines Stück der 
Tangente“. | 

Da eine krumme Linie nicht gerade ist, so muß man sich eben 
begnügen, ein unendlich kleines Stück von ihr als gerade anzusehen. 
(Wenn aber f(x) nicht stetig oder nicht differenzierbar ist, so schwindet 
sogar diese bescheidene Hoffnung meist dahin.) 


143. Konstruktion der Tangente und der Normale. Der 
Geometer wird sich für eine gegebene Kurve meist nicht an den eben 
abgeleiteten Formeln begnügen, sondern versuchen, aus ihnen mög- 
lichst einfache und schöne Konstruktionen abzuleiten, indem er die 
Gleichung [1423], oder statt ihrer [142 4] bis [142 7] so geschickt wie 
möglich mit der Gleichung [142 ı] der Kurve selbst zusammenstellt, 
oder bekannte Eigenschaften der Kurve hinzunimmt, die ja implizite 
in ihrer Gleichung enthalten sind. Einige Beispiele zur Erläuterung: 
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Erstes Beispiel. (Fig. 33) Scheitelgleichung der Parabel: 
I. y-5,; also:  -2IE y-—-ter. 
Man findet: 
Een 32 


Subtangente RQ = ve Pape 
also: Erste Konstruktion der Tangente: Man fälle das Lot P® 
auf die Scheiteltangente und halbiere SQ in R, so ist RP die Tangente. 

Oder man nehme: 
PIERRE 
PET 
also: Zweite Konstruktion der Tangente: Man fälle das Lot 
QP=y und trage y auf der Hauptachse nach der entgegengesetzten 
Seite ab. Die Verbin- 
dungslinie des End- 
punktes 7 mit P ist 
die Tangente. Oderman 
nehme den Brennpunkt 
F und die Leitlinie 
(durch W) hinzu. So ist 


Subtangente TU=atgr=x = 2y, also: 7S=2y—y=y 


„bekanntlich“: 
SF=-WQ=-2, 
also: | 


TF-WP=y+->, 
d.h. TWPF ist ein 


Parallelogramm. Es ist 
aber sogar ein Rhom- 
bus, da „bekanntlich“ 
für die Parabel die 
Gleichung PF=WP 
besteht. Im Rhombus 
halbieren die Diagonalen 
die Winkel, also: 

Dritte Konstruktion der Tangente. Man fälle das Lot PQ, 
verbinde P und F und halbiere den so entstandenen Winkel. Die 
Winkelhalbierende ist die Tangente. 

Drei schöne und einfache Tangentenkonstruktionen. Das genügt 
wohl fürs erste! Man hat aber noch viele, viele andere abgeleitet, 
doch das gehört wohl mehr in einen Kursus der analytischen oder 
synthetischen Geometrie. 

Zum Schluß sei noch berechnet: 
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Subnormale UT, = = =t: = =Pp, 


also: Konstruktion der Normale. Man fälle das Lot PU auf die 
Hauptachse und verlängere SU über U hinaus um p. Die Verbin- 
dungslinie des Endpunktes mit P ist die Normale. ’ 

Zweites Beispiel. (Fig. 34) Mittelpunktsgleichung der Ellipse: 


E y? Bew a 
ml 0er y- Var. 


Die Differentiation ergibt: 


Ber a 
J a’y J aya?— x? 3 
Also: Gleichung der Tangente: 
Y— ’ b*x Rare U u y? 
Ti -ur-V-- oder te t-0 
SE a 
ae 
| y ee 
Ferner: Subtangeite OR =y - cotg (180° — Tr) = — ar 


folglich: 
OR=2+0Q0R=7, 


d.h: OR ist dritte Proportionale zwischen 0O5= 08, =a und 


OQ=x. Daher nach einem sehr bekannten Satz der Elementar- 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung, 15 
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geometrie die Erste Konstruktion der Tangente: Man konstruiere 
zu 5, S, und 9 den vierten harmonischen Punkt R, so ist RP die 
Marsa 

Für den Punkt U folgt entsprechend: OU= b?’y,-also Zweite 
Konstruktion der Tangente: Man konstruiere zu 7,, 7 und V den 
vierten harmonischen Punkt U, so ist UP die Tangente. 

Drittens: Es seien y und %, (nicht gezeichnet) die Richtungs- 
winkel des Durchmesserss OP und des konjugierten Durchmessers, 
also tgy=y:x und daher (bekanntlich): 

b? Dr 
a DIRT LED 

Dritte Konstruktion der Tangente: Man konstruiere zu PO 
den konjugierten Durchmesser und ziehe durch P die Parallele zu 
ihm. Sie ist Tangente in P. 

Viertens: Man ziehe die Brennpunkte F' und F, hinzu. Es ist: 


EROREe ers. 


also: = Un. 


2 e 
FR=OR+ OR=-+e-2(a+e); 
andererseits ist bekanntlich: : 
FP-a—-—x, FP=a+-ı, 


daher: 
RT also: Sau 


(nach einem „bekannten“ Satz der Elementargeometrie); mithin: 

Vierte Konstruktion der Tangente: Man halbiere den Neben- 
winkel der beiden Brennstrahlen. 

Vier schöne und einfache Konstruktionen der Tangente! Aus der 
letzten ergibt sich übrigens sofort eine schöne und einfache Kon- 
struktion der Normale. Denn wenn die Tangente den Neben- 
winkel halbiert, so halbiert die Normale den Winkel selbst. Ferner 


ergibt sich: 
2 


RQ=y-tg (10 -d)-—ylger--y=-+a 


a? 
p2 Re 
OD N 


e? 
a? 


I 


2 
und ebenso OU, = —y -. 


womit abermals zwei Konstruktionen der Normale angezeigt sind. 
Schließlich merke man an, daß: 


RP:UP=RQ:00=-e:z, 
RP:U,P=b::a® 
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Die Länge der Normale bis zur großen Achse steht zur Länge 
der Normale bis zur kleinen Achse im umgekehrten Verhältnis der 
Quadrate der Längen dieser Achsen. 

Drittes Beispiel. Die Gleichung der Exponentialkurve ist [41] 
(Fig. 15): 

= ee, also y—-tgr = e®. 
Subtangente RO) — SE — en — er —=u-.04: 

Die Subtangente auf der x-Achse ist konstant und zwar gleich 
der gewählten Längeneinheit, also auch gleich der Ordinate für x = 0 
de —-1- 04 ist. 

Für Punkt A ist übrigens 7 = 45°. 

Viertes Beispiel. Die Parameterdarstellung der Zykloide [60] 
(Fig. 21) lautet: 

<= r(p—sinp), y=r(l— cos gp), 
also (nach [125]): 


? 


APARE 9 
x 2 3 Ben 
dy:do rsing NE 


gTe—y  Aa:dp rA—cosg) 


2 sın? > 
d. h.: 


tg 7 = cotg 


Sr: 


Die beiden Winkel r und = sind in der Figur spitz, folglich: 

== 07 7-90 —, 
daher: Die Tangente geht durch den höchsten Punkt R, die Normale 
durch den tiefsten Punkt @ des rollenden Kreises in seiner augen- 


blicklichen Lage (vgl. [150]). 


144. Das Leibnizsche Dreieck und e Bogendifferential. 
Das unendlich kleine Dreieck mit dx und dy als Katheten und der 
unendlich kleinen Sehne ds als Hypotenuse nennt man 
das zu P zugehörige charakteristische oder Leibnizsche 


Dreieck (Fig. 55). Der Winkel zwischen d« und ds 7 a 
(bzw. der Nebenwinkel, falls y' negativ ist) stimmt bis JE 
auf Größen höherer Ordnung mit r überein. Ferner er- Fig. 38. 
gibt der Lehrsatz des Pythagoras: 
I 
ds=Y(dx) + (dy)’ = de 1 + 2) 1 (1) 


also bis auf Größen höherer Ordnung: 


ds=+dxyl- En. + (y)?; ;s oder auch: ds=+ Er =+ au (2) 


—- 08T — sint’ 


wobei die Wurzel so zu nehmen ist, daß ds positiv wird, wenn es 
15* 
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nur auf den absoluten Wert ankommt. Dieses ds kann augenschein- 
lich ‘betrachtet werden als das Bogenelement der Kurve, wie 
sich zum Überfluß auch noch analytisch durch 
folgende Betrachtung dartun läßt. Man schalte 
chen die bereits unendlich nahen Punkte P 
und P, noch beliebig viele andere Punkte Q,, 
Q, ... ein und berechne die Länge des Polygon- 
zuges PO, 0, .-- P, (Fig. 36). Es ist ın aller 
Strenge: 


de da 
N; 
ds, + dr, +da,.--=dz, 
daher: 
cd d, e 
FU... = C08 Q, r COS p, ar% 
dı, dz, 
6089, eE COS @, Tr: dr 
Ye da, da +: 
Der Bruch ist, da da,, d&,... alle dasselbe Vorzeichen haben, 
ein Mittelwert von 1:c0s o,, 1:co8g,,..., die sich sämtlich unend- 


lich wenig von 1:cosr unterscheiden. Daher ist bis auf unendlich 
kleine Größen höherer Ordnung: 
PBR=PQQ: B=-2=as, 


cosT 


womit die Berechtigung der Auffassung von ds als Bogenelement 
voll dargetan ist. Die Formel (1) gibt das Bogendifferential, 
aus welchem durch Integrieren nach den Methoden des siebenten ig 
achten Abschnittes die Gesamtlänge des Bogens zwischen zwei be- 
liebigen Punkten der Kurve berechnet werden kann. Formel (1) be- 
reitet also die sogenannte Rektifikation oder Geradestreckung 
der Kurven vor. 
Erstes Beispiel. Für die Parabel ist: 


=. Sr a\? 
ds- Vi +y?ds—-+dey 1 + (2) 
Zweites Beispiel. Für die Ellipse ist: 


2) Da ad + — a? + b?2? 
IE er BESSER a? (a? — x?) 
N EN 
FE a?(a? — x”) 7 a? (a? N x?) % 


also: 


ds=Y1 = y’da = ei A ek, 


a?— x? 
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Drittes Beispiel. Für die gemeine Zykloide [60] und [125]: 
1-1 + cotg? — — z 


n2 


si 
de=r(l1— cos p)dp = 2r sin? dp, 
also: 
ds=Yl+y°’de=+2rsin dp. 
Die Vorzeichen in diesen Formeln sind, wie gesagt, so zu nehmen, 


daß ds positiv wird. Ist also z. B. in der letzten Formel p auf den 
- Spielraum von O bis 2x, also die Zykloide auf einen Bogen von 0 


bis A beschränkt, so bleibt sin > positiv. Setzt man dg auch positiv, 
so wird: 
ds=2r sin dp. 
145. Die Formel [154 2]: 


Jı 2 
= = f(#2 +44) 
hat nach [142 2] einerseits und nach [142 3] andererseits folgende 
augenscheinlich richtige Deutung: | 
Zwischen zwei beliebigen Punkten P und P, der Kurve gibt es 
auf dem Bogen PP, (mindestens) eine zur Sehne PP, parallele 
Tangente Fig.37a. Es B 


können aber auch mehr 47 = 
sein, etwa zwei in 
Fig. 37b oder drei in 
Fig. 37e. 
Im besonderen lautet Y? pP pP er 
in geometrischer Form Fig.37a. Fig.37b. - Fig.37e. z Fig. 37d. 2 


der: | 
Satz von Rolle [155]: Zwischen zwei Schnittpunkten P und P, 
der Kurve mit der x-Achse liegt mindestens ein Punkt der Kurve, 
dessen Tangente zur x-Achse parallel ist (Fig. 37d). 

Ferner: Die an Formel (1) in [136]. geknüpfte Lehre von den 
Partes proportionales kann geometrisch so gedeutet werden, daß man 
zum Interpolieren zwischen zwei Punkten P und P, die Sehne statt 
des Bogens nehmen darf, wenn P und P, nahe genug liegen. 


146. Die geometrische Bedeutung der zweiten Ableitung. 
Was jetzt hierüber geboten werden wird, betrachte man nur als Vor- 
bereitungen für die eigentliche Hauptbedeutung, welche sich auf die 
Krümmung der Kurven bezieht und der ein besonderer $ dienen soll. 
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Der Kontingenzwinkel. Esseien P(x,y) und P, («+ dx, y+dy) 

zwei „benachbarte“ Punkte der Kurve (Fig. 35). Die Tangente in P 
wird nach [142] durch die Formel bestimmt: 

tg r—=y, oder r=are (tg = y) =arc (tg = FF). (1) 

Die Tangente in P, habe den Richtungswinkel r + dr. So ist 

dt der eben genannte Kontingenzwinkel, also der Winkel, um den 

sich die Tangente, mithin auch die Normale infolge der Krümmung 

dreht, wenn der Berührungspunkt 

den unendlichen kleinen Bogen 

PP, beschreibt. Man erhält dr 

durch Differentiation von (1) nach 
BA5-I9>: 


‚ dy 
dr= dar (BY) 
oder da nach [138] dy’ = y’d« ist: 

d= ee dx. (2) 


Das Vorzeichen bestimmt nach 
|9] den Sinn der Drehung, also 
. auch den Sinn der Krümmung, d.h. 
nach welcher Seite der Normalen 
die Kurve sich krümmt. Vel. [149]. 
Der Schnittpunkt zweier benachbarter Tangenten. Die 
Gleichung der Tangente in P lautet [142]: 


Y=y+y(X-z) oder Y=-f)+f((X — x). (3) | 
Also ist die Gleichung der Tangente in P, entsprechend 
Y=f(e+ds) +f(e+de) X —&+dN). (3a) 


Für den Schnittpunkt Q(X, Y) müssen beide Gleichungen gelten. 
Daher: 


+ LT - 2) - faer+d)+fletda X - ran) 


und hieraus: 


ar _ feet -fw—- (ade 
ER f@tan)—Ff@) 
Der Zähler ist nach (5) [141] = + f"(z + Ada)(dx)*. 
Der Nenner ist nach [134], wenn dort f(x) durch f(x), also 
f(x) durch f”(x) und A durch u ersetzt wird = f(x + udx)d«, also: 
»  f(@+ da) N 
an de(l re ie es 0) 
Da dx unendlich klein ist, so kann (außer wenn f”(x) oder y 
zufällig verschwindet [Wendepunkt]) der Bruch bis auf unendlich 


„ 
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kleine Größen =1:2 gesetzt werden. Also bis auf Größen höherer 
Ordnung: 


X=-:+ 2 und entsprechend: Y=y+ es reg 
d.h. der Schnittpunkt zweier benachbarter Tangenten weicht 
von der Mitte der Sehne, welche die Koordinaten hat: 


de u de, U dy 
2 ae 2 She 


nur um einen unendlich kleinen Abstand von höherer Ord- 
nung ab. | 

Da limd&=0 und lmdy=0 ist, so folgt aus (4) ferner: 
Jeder Punkt einer Kurve kann angesehen werden als Schnittpunkt 
zweier benachbarter Tangenten. Auf die Reziprozität oder Dualität 
dieses Satzes zu dem Satze, daß jede Tangente angesehen werden 
kann als Verbindungslinie zweier benachbarter Punkte der Kurve ist 
schon in $ 10 verwiesen worden. Siehe auch [201] in $ 24. 


147. Der Schnittpunkt zweier benachbarter Normalen. 
Die Gleichungen der Normalen in P und P, lauten nach a wenn 
& und n statt X und Y A dank 


ei 
d 
er f(® an dx) u; \i-etin (2) 


Für den Schnittpunkt M (Fig. 38) müssen beide Gleichungen 
gelten, also: 


d 
fo) = grey Na + de) ara) 


und hieraus: 


>= f@ + da) — f(&) da. f (&) 
Tr At TEA) Fra 
oder nach Umformung der Differenzen wie in [146]: 
u or er f(®) 


fe + uda) Ei na 
oder bis auf unendlich kleine Größen: 


Maler 
ro rer, 


oder auch: 


a u (3) 


und nach Einsetzen in (1): 
er (4) 
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Diese beiden Formeln bestimmen, wie sich in $ 21 zeigen wird, 
den Krümmungsmittelpunkt. Aus (3) und (4) ergibt sich als- 
dann die Formel für den Krümmungsradius: 
| ee 

e=VE- a + Wr. .&) 

148. Die Abweichung von einer unendlich kleinen Sehne. 
Es seien 


P,&, y) und Pu =&%+h, yı) 
zwei unendlich nahe Punkte der Kurve, also h unendlich klein (Fig. 39). 
Außerdem sei ein Punkt P mit der Abszisse = x,+4h und der 
Ordinate y angenommen, so ist nach [1415] 
bis auf Glieder von höherer als der zweiten 
Ordnung: 


N h? 44 
ar Int 31% » (1) 
14 12h® „ 2) 
=ytAy +, dh: (2) 
Andererseits ist für die Ordinate Y 


des Punktes P’ der Sehne: 


Y=y+ ee 2) =y + %)A; 
also nach (1): 


Y=y+tAhy + ya ®8) 
daher: 
PP=y-Y--TEny‘, (4) 
oder: 
Tee 
ee el (4a) 


Damit ist die in der Richtung der y- Achse gemessene Abweichung 
des Punktes P von der Sehne P,P, bestimmt. Nimmt man P’ 
zwischen P, und P, an, so liegt A zwischen O und +1, und P’P 
erhält das entgegengesetzte Vorzeichen von Y, . Der absolut größte 
Wert dieser Abweichung entsteht, wenn P’ bis auf Größen höherer 
Ordnung in der Mitte von P,P, liegt. Dann wird A=5 und: 


2 
PP=-—-Ehy, ; (5) 
Liegt P außerhalb P,P,, so hat die Abweichung dasselbe Vor- 
zeichen wie %, . Der Punkt P tritt dann auf die andere Seite der 
Sehne P,P;- 
Für die Tangente in P ist der Richtungskoeffizient: 


tg -fo)- Fo +Anh=fla) +Ahf"()=Y + Ah. 
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Für die Sehne P,P, ist der Richtungskoeffizient: 
EIN 
hy, 177,% 


5 — 
u — U h 


Beide stimmen überein für =}, d. h.: Wenn der Bogen unend- 
lich klein ist, so liegt der Punkt P, für welchen (vgl. [145]) die 
Tangente parallel zur Sehne ist, (abgesehen 
von unendlich kleinen Größen höherer Ord- 
nung), in der Mitte. 

149. Die unendlich kleine Abwei- 
chung von der Tangente. Gegeben sei 
ein Punkt P,(x,, Y%,) und die Tangente P,P'. 
(Fig. 40.) Man betrachte eine Nachbarab- 
szisse x, setze also dae=h=x—ı, und 
2=%2,+h. Dann ist die zugehörige Ordi- 
nate y bis zum Schnittpunkt P mit der Kurve nach [1415]: 


Fig. 40. 


y-y+hy + er (1) 
und die Ordinate Y bis zum Schnittpunkt P’ mit der Tangente: 
Y=ythtgr=ythn, (2) 
also: 
PP=y-Y=zy, (3) 


d.h. die eben beginnende Abweichung von der Tangente, 
gemessen durch den Unterschied der Ordinaten ist unendlich klein 
von der zweiten Ordnung und halb 
so groß wie das zweite Differential 
d?y (nach [138]) sein würde. Sie 
hat für positive und negative dx 
einerlei Vorzeichen, nämlich das 
Vorzeichen von y”. Die Kurve 
krümmtsich von der Tangente 
fort nur nach einer ihrer bei- 
den Seiten (außer wenn y"= 0 
ist [Wendepunkt]). Nach welcher 
von beiden, das ergibt die folgende 
aus (3) fließende Regel: 

Ist y” positiv, so krämmt sich 
die Kurve von der Tangente fort 
nach derjenigen Seite, in welcher 
die durch P gezogene Parallele zur positiven y-Achse läuft. (Fig. 41a 
und 41b.) Ist y” negativ, so krümmt sich die Kurve von der Tan- 


Fig. 41a,b, c, d. 
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gente fort nach derjenigen Seite, in welcher die durch P gezogene 
Parallele zur negativen y-Achse läuft (Fig. 41e und 41d). Oder 
auch kurz: Je nachdem %” positiv oder negativ ist, krümmt sich die 
Kurve (schräg) nach oben oder (schräg) nach unten, (natürlich, wenn 
die + y-Achse nach oben, die — y-Achse nach unten gerichtet ist). 

Oder auch: Haben y und y” gleiche Vorzeichen, so kehrt die 
Kurve (in der betreffenden Stelle) der x-Achse die konvexe Seite zu, 
haben sie entgegengesetzte Vorzeichen, so die konkave Seite. So ist 
z. B. für die Sinuslinie "= — y und wirklich ist sie überall nach der 


x-Achse hin konkav. (Die Schnittpunkte aber mit der x-Achse sind _ 


Wendepunkte.) 


150. Differentialgeometrie. Statt nur, wie bisher, analytische 
Differentialformeln hinterher geometrisch zu deuten, kann man auch 
eine recht selbständige Differentialgeometrie oder Geometrie des un- 
endlich Kleinen entwickeln, welche von vornherein mit unendlich 
kleinen Längen, Winkeln, Flächen, Volumina usw. konstruiert und 
durch solche differentiellen Konstruktionen zu wirklichen Ergebnissen 
gelangt, wobei der Grenzprozeß, die limes-Bildung durch geometrische 
Sätze statt durch analytische Formeln vermittelt wird und die Rechnung 
nur untergeordnete Dienste leistet, falls sie überhaupt gebraucht wird. 
Dies sei zunächst an einigen Beispielen erläutert. 


Erstes Beispiel: Eine Sekante schneide einen Kreis in der 
Sehne PP, mit dem Zentriwinkel POP, =g. (Fig. 42.) Dann ist: 


Ze xB- MW — 


Mit der Sehne wird auch g unendlich klein, also lim « = lim $ = 90°, 
d. h. die Tangente steht auf dem Radius senkrecht. Weder die Glei- 
chung des Kreises, noch ihre Differentialgleichung ist gebraucht worden. 


Fig. 43. 


Zweites Beispiel: Zwei beliebige Punkte P und P’ einer Ellipse 
seien mit den beiden Brennpunkten verbunden. Dann ist: 


r+n=20:r+r'=2a, ao: r—_ r=n —r. 


Man schlage um F mit vr und um F, mit r,” die Kreisbögen, 
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welche r bzw. r, in der Verlängerung in ©’ bzw. Q schneiden. Dann 
sagt die eben aufgeschriebene Gleichung aus: 


Bose 

Nun lasse man P’ unendlich nahe an P herankommen, so werden 
die beiden Dreiecke PP’Q und PP’Q’ unendlich klein und grad- 
linig. Aber sie werden auch kongruent, denn P_P’ haben sie ge- 
meinsam, PQ’=PQ, wie eben gezeist und <PQP’<PQVP=%0), 
weil der Radius den Kreis senkrecht durchdringt. Also zuletzt: 

SIPEROZSERIBOr 

‚P’P hat die Richtung der Tangente in P. Mithin halbiert diese 

den Nebenwinkel der beiden Brennstrahlen. Eine der vier Tangenten- 


konstruktionen für die Ellipse in [143] ist wiedergefunden worden, 
aber ohne die Gleichung der Ellipse noch deren Differentialgleichung. 


Drittes Beispiel: Wenn ein Kreis auf einer Geraden oder über- 
haupt eine Kurve auf einer anderen rollt, so ist der augenblickliche 
Berührungspunkt offenbar in augenblicklicher Ruhe. [60]. (Fig. 21.) Der 
ganze Kreis dreht sich augenblicklich um @, folglich ist die Bewegung 
von P augenblicklich senkrecht zu P® gerichtet, d. h. PQ ist Normale 
und das Lot auf ihr in P ist die Tangente. Die Tangenten- und Nor- 
\malenkonstruktion der gemeinen Zykloide sind wiedergefunden worden, 
ohne daß ihre Parameterdarstellung benutzt und differenziert wurde. 

Diese drei stehen für Hunderte von Beispielen, in denen man 
durch differentielle Konstruktionen oder differentielle geometrische Be- 
trachtungen überraschend schnell und leicht zum Ziele gelangt. Ja, 
zuweilen kann das Verhältnis B 
zwischen Differentialrechnung 2 
und Differentialgeometrie ge- 
radezu umgekehrt werden, in- 
dem eine Differentialformel geo- 
metrisch erwiesen wird. 

Beispiel. Man stelle in 
der üblichen Weise sinxz und 
cosx als Abszisse und Ordinate 
eines Punktes P im Kreise mit Der an > 4 
der Einheit als Radius dar und Fig. 44. 
ändere x (das zugleich Bogen 
und Winkel ist), um dı. (Fig. 44.) Dann ist RP, die Änderung von 
sinz, also dsinz und RP die negative Nraere von cosx, also 
We Da PPRLOP und RP, 1 OQ steht, sit X<RP, P=x, 


also: 


d (Sin 
1F 


AR - d(eosx) 


dsin& dcosx h dcosx i 
== ® — — ho My aT = — SINT. 
dx EN dx ı da 
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Man sieht, Nr. 3 und Nr. 4 in Tafel Il, $ 15 sind wieder gefunden, 
aber diesmal durch Differentialgeometrie. 

In einem Lehrbuch der Differentialrechnung kommt selbstver- 
ständlich die Rechnung zuerst und die Geometrie zu zweit, sonst 
würde ja wohl ein Lehrbuch der Differentialgeometrie daraus werden. 
Aber es schadet nichts, wenn letztere wirklich unmittelbar nach der 
ersteren kommt, ja wenn sich zuletzt beide recht innig miteinander 
verbinden. 

Es folgen zum Schluß noch einige Betrachtungen über die Rolle, 
welche die abgeleitete Funktion in der Mechanik spielt. 


151. Die Geschwindigkeit als abgeleitete Funktion. Ein 
Punkt, der sich gleichförmig geradlinig bewegt und in der Zeit? den 
Weg s beschreibt, hat die Geschwindigkeit: 

s Weg 
VE Erz ® 

Rechnet man die Zeit von irgendeinem Augenblick als Anfangs- 
zeit und ebenso die Strecken von irgendeinem gegebenen Punkte als 
Abszissen, so muß ? durch ft=t, —t und s durch Ja =x, — x er- 
setzt werden. Man schreibt dann: 

4x 
= IE . nat a) 

Die Geschwindigkeit erscheint als Differenzenquotient, der aber 
bei ungleichförmiger Bewegung nur die durchschnittliche oder mittlere 
Geschwindigkeit während der Zeit 1t mißt. Um die wahre, die augen- 
blickliche Geschwindigkeit zu erhalten, wird kaum etwas anderes übrig 
bleiben, als t unendlich klein = dt und entsprechend 7x unendlich 
klein = dx zu denken und zu setzen: 

dx \ 
= dt a “ (2) 

Man hat sich dann die sog. Bewegungssleichung, d. h. x als 

Funktion von t: 
© = fit) (3) 


gegeben vorzustellen, worauf sich die Geschwindigkeit. durch Differen- 
zieren als: 


de aaa. 
ea a (4) 
ergibt. Die Geschwindigkeit ist der (erste) Differential- 
quotient des Weges nach der Zeit. | 

Beispiel: Die Formel von Galilei für die Falltiefe beim freien 
Fall ohne Anfangsgeschwindigkeit lautet: 
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s-ı- 1 (5) 

daher dureh Differenzieren: 
dx a 
Veh (6) 


Galilei hat freilich damals den umgekehrten Weg eingeschlagen. 
Er nahm an, daß die Geschwindigkeit der Zeit proportional sei, d.h. 
er nahm (6) an und ging dann durch das Verfahren, welches wir jetzt 
„Integrieren“ nennen, auf (5) über. 

Die Geschwindigkeit v einer Bewegung ist einer der wichtigsten 
 Hilfsbegriffe der Mechanik, denn ohne » ist insbesondere Dynamik 
überhaupt nicht mehr möglich. Also ist Dynamik auch nicht möglich 
ohne Differenzieren (und Integrieren). Um diese Folgerung kommt 
man durch keine noch so geistvollen Worte herum. Man versuche 
doch, bei einer ungleichförmigen Bewegung eine andere stichhaltige 
Definition der „augenblicklichen“ Geschwindigkeit zu geben als durch 
(2), und man wird eingestehen müssen, daß es nicht geht. 

So steht das Differenzieren durch Vermittlung der Größe v, aus 
der durch Zusammensetzung mit der Masse bekanntlich von Car- 


tesius die Bewegungsgröße = mv und von Leibniz die vis viva 


— nn der Nenner 2 ist erst später von Coriolis hinzugefügt worden 
p 5 ) 


gebildet worden ist, am Anfang der Dynamik, welche außer dieser 
Bahngeschwindigkeit noch andere Geschwindigkeiten, z. B. Winkel- 
geschwindigkeit und Flächengeschwindiskeit als die Geschwindigkeiten 
eingeführt hat, mit denen sich Winkel oder Flächen mit der Zeit 
ändern. Sie sind selbstverständlich Tre ualano engen von Winkeln 
und Flächen „nach der Zeit“. 

Aber ah andere Naturwissenschaften haben sich den Begriff 
der Geschwindigkeit im exakten Sinne zu eigen gemacht. So eh 
der Physiker von der Geschwindigkeit der Wärmeleitung bei Be- 
rührung von Körpern verschiedener Temperatur oder der Chemiker 
von der Reaktionsgeschwindigkeit, wenn sich Stoffe chemisch ver- 
‘binden. Und hinter all diesen Geschwindigkeiten steht die Differential- 
rechnung und sagt: „Was mathematisch an ihnen ist, das ge- 
hört mir allein an. Denn es sind Differentialquotienten, 
mögen sie außerdem noch bedeuten was sie wollen.“ 


152. Die Beschleunigung als zweite abgeleitete Funk- 
tion. Die Mechanik begnügt sich aber nicht mit einmaliger Differen- 
tiation, sondern differenziert sofort noch einmal und nennt das Er- 
gebnis „Beschleunigung“. Bezeichnet man sie etwa mit dem Buchstaben 


p, so ist: 
s=fll), (1) 
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ae: 2 
- - . nr IE (3) 


Die Beschleunigung ist der zweite Differentialquotient 
oder die zweite Ableitung des Weges (der Abszisse) nach 
der Zeit. Sie ist also auch der erste Differentialquotient der Ge- 
schwindigkeit oder so zu sagen die Geschwindigkeit der Geschwindig- 
keit. Wie wichtig die Beschleunigung für die Dynamik ist, erhellt 
aus ihrem ersten Grundgesetz, welches bekanntlich lautet: 


Kraft = Masse x Beschleunigung. 
Allerdings ist in der Regel nicht (1) sondern (3) gegeben, eben 


durch dieses Grundgesetz, worauf man durch einmaliges Integrieren 
aufsteigt zu (2) und dann durch nochmaliges Integrieren zu (1). 
(Daß dabei, wenn die Bewegung nicht in einer von vornherein ge- 
gebenen Geraden, sondern beliebig im Raume vor sich geht, erst nach 
den drei Koordinatenachsen [in der Ebene in zwei] zerlegt werden 
muß usw., ist hier nebensächlich.) Als klassisches Beispiel siehe $ 41. 
Die Deviation. Eine sehr vorzügliche Anwendung hat die 
Formel (5) in [141]: 
hr ar? 
Be en (Ko) + Sf (+ %h) 
in der Mechanik erhalten. 
Man schreibe £ statt x, x statt y und It statt h: 
+ ee te +iAt), 
oder: 


4.0.4 


Ferner denke man sich einen zweiten (Öngierten) beweglichen 
Punkt, der auch zur Zeit Z, in P, ist, dort dieselbe Geschwindigkeit v, 


Pe 

0 Lo a = 
EEE NET LTE EEE gr ee 

ee een RETTEN URN ASUS 8 ı 

Xco EN NE ne Se ee) 


besitzt, aber diese Geschwindigkeit während der Zeit It beibehält. 
(Fig. 45.) Dann erhält man für den Weg dieses zweiten Punktes: 
= Al-V,, | 
Der Unterschied beider Wege ist die von Euler eingeführte De- 
viation. Sie heiße D. Man erhält: 


D=s—-s=- —. fh+iA). 
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Ist im besonderen It unendlich klein = dt, so entsteht die eben 
beginnende Deviation, wenn Glieder von höherer als der zweiten Ord- 
nung ausgeschlossen werden: 

2 2 
D=-f. = 229 ee i 

Sie ist unendlich klein von der zweiten Ordnung und entspricht 
vollständig der in [149] berechneten unendlich kleinen Abweichung 
von der Tangente. 

Übrigens hat man die Beschleunigung genau wie die Geschwindig- 
keit auch auf Winkel, Flächen und naturwissenschaftliche Größen 
übertragen. Die Deutung wechselt dabei, aber der mathematische 
Kern als zweiter Differentialquotient bleibt immer derselbe. 


153. Newtons Fluxionsrechnung. Betrachtet man einer- 
seits die Gleichung für die Geschwindigkeit: 


dx 


mas} (1) 
und andererseits die Gleichung für die abgeleitete Funktion: 

, d 

Y =, (2) 


so entspricht dem ?£ in (1) das x in (2), dem x in (1) das y in (2) 
und dem v in (1) das y’ in (2). Insofern ist man völlig berechtigt 
zu erklären: | 

Der Differentialquotient einer Funktion y=f(x) oder ihre Ab- 


leitung: 
| v-r(@) (8) 


ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Funktion (augenblicklich) 
ändert, wenn sich die ursprüngliche Veränderliche ändert. Oder im 
geometrischen Bilde: Sie ist die Geschwindigkeit der Änderung der 
Ordinate „mit“ der Abszisse Es wird dann die Abszisse als Zeit und 
die Ordinate als Weg gedeutet. Warum auch nicht! Gleichnisse 
haben auch in der abstraktesten Analysis ihr gutes, wenn sie sich 
nur nicht aufdrängen. 

Von einem Gleichnis hat auch die Newtonsche Fluxionsrechnung, 
welche von der Leibnizschen Differentialrechnung nur in der Form 
etwas abweicht, ihren Namen. Wie die Zeit stetig fließt, so betrachtete 


— so zu sagen — Newton die stetig veränderlichen Größen als 
fließend, als „Fluenten“ In der Funktion: 
y-fl@) (4) 


fließt die ursprüngliche Veränderliche x und mit ihr die Funktion y. 
Die Geschwindigkeit des Fließens der letzteren, also das, was wir 
Differentialquotient oder abgeleitete Funktion nennen, ist die „Fluxion“. 
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Auch ihr kommt eine besondere Bezeichnung nämlich der „Fluxions- 
punkt“ zu, welcher völlig dem Lagrangeschen Differentiationsstrich 
entspricht. Man schreibt in der Fluxionsrechnung nicht y' und y", 
sondern: 
y und 9%. (5) 
Der Name Fluxionsrechnung und die zugehörigen Bezeichnungen 
sind in England noch vielfach neben denjenigen der Differential- 
rechnung in Gebrauch. In neuerer Zeit scheinen sie sogar bei uns 
mehr in Anwendung zu kommen, wenigstens dann, wenn die ursprüng- 
liche Veränderliche wirklich die Zeit, also die Fluxion wirklich Ge- 
schwindigkeit ist, was ja besonders für die Mechanik gilt. 


Übungen zu $ 17. 


1. In der Gleichung der Parabel y=a+bxz+ ca? sollen die 
Koeffizienten a,b,c so bestimmt werden, daß sie durch P(+2, — 5) 
geht, daß der Richtungswinkel der Tangente in diesem Punkte — 30° 
ist und daß die eben beginnende Abweichung von der Tangente 
— Th? ist, wenn h die unendliche kleine Änderung von x (+ 2) bedeutet. 

2. Gegeben die Gleichung y=f(x) irgend einer Kurve Von 
welcher Ordnung unendlich klein ist die Fläche zwischen der durch 
die Punkte P(z,y) und P(x + dx, y+dy) begrenzten Sehne und 
dem zugehörigen Bogen? Berechnung ausschließlich Glieder höherer 
Ordnung. 

3. Von welcher Ordnung unendlich klein ist der Unterschied 
zwischen der Länge des Bogens und der Sehne unter gleicher Vor- 
aussetzung wie in 2° Berechnung dieses Unterschiedes ausschließlich 
Glieder höherer Ordnung. 

4. Gegeben die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten 


r=4qVcos2gy. 


Es ist eine einfache Konstruktion der Normale und Tangente zu 
suchen. 
5. Dasselbe für die Spirale mit der Gleichung: 


Ti Ge, 
(a und k konstant). 


$ 15. Höhere Ableitungen; höhere Differentiale. 


154. Vor Inangriffnahme weiterer Anwendungen der Differential- 
rechnung empfiehlt es sich, ihre Begriffe soweit zu entwickeln, wie es 
die Mathematik überhaupt für gut befunden hat. Es soll in diesem 
und dem nächsten Paragraphen geschehen. 


A nn DE nn. 


154. Höhere Ableitungen. AT 


Höhere Ableitungen. Die erste und zweite Ableitung einer 


Funktion: ee A) 
y=f(e), W-f(%) (2) 


sind in bezug auf ihre Eigenschaften und Anwendungen schon recht 
eingehend erläutert worden. Auf sie folgen, wenn man das Differen- 


zieren fortsetzt: 
Yo Te @)r:=- (8) 
und allgemein die p'° Ableitung oder die Ableitung p' Ordnung: 


yP=f?’() (4) 
_(p ist hier selbstverständlich kein Exponent, sondern steht für p Diffe- 
rentiationsstriche). | 

Zuweilen bleiben die Rechnungen beim wiederholten Differen- 
zieren so leicht, daß die Ableitung für jede Ordnung p sofort hinge- 
schrieben werden kann. Am allereinfachsten ist 

Erstes Beispiel: 


also die Ausdrücke: 


NIT Na ee ea (1) 
Zweites Beispiel: 
Yemen y nn — 1) ii. 
‘E 2) 
yP=n(n—1)n—2)...n—p+ 1x". 
Ist n eine positive ganze Zahl, so wird die n' Ableitung = n! x° 


—=n!, also konstant. Es verschwinden alle folgenden Ableitungen. 
Ist n aber beliebig, so hört das Differenzieren nie auf, z. B.: 


—Vr, y-..: EIER ( S)e* Se EEE 
2yx > 2 Ay a° 
Drittes Beispiel: 
Yy-sn%, Y-=cosT, y = —-snz,y =—coz, y' =-snt=y 


usw. Es gibt nur vier von einander verschiedene Ableitungen. Da: 
COS De sin (« + =) 
ist, so kann man auch schreiben: 
and yr=sin (+2), yı =sin (+25): 
yP = sin (2 +5) 
und ebenso: 


y=ecos%, y=cos («+ 5), y" = cos (a +27). 
4 
— cos (@ +25) r 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 16 
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In anderen Fällen findet man zwar leicht durch Induktion die 
allgemeine Form der Ableitung, doch bleiben noch Koeffizienten zu 
bestimmen übrig. 

Beispiel: Nr 

yatga; y-tatl=y+tl, y=2yy—2y°4 2y, 

by CD rd 6er By 2er 

So kann man fortfahren. Es ergibt sich allgemein: 

— Altg ap +! + BiigaP + Olga? + -- 

Doch wären noch A,B,C,... zu bestimmen. Die Induktion, 
welche noch zu bewahrheiten wäre, ergibt: A = p! und (ausgenommen 
p=1) B=(p+1)!:3. (0, D... sind erheblich schwieriger zu er- 
mitteln, worauf aber hier nicht eingegangen werden soll. Die Haupt: 
sache ist ja doch, daß jede Ableitung aus der vorangehenden immer 
wieder nach den in Tafel I und Tafel II $ 15 aufgestellten Formeln 
und Regeln berechnet werden kann. | 

Übrigens lassen einige der allgemeinen Formeln in Tafel I eine 
entsprechende und recht einfache Ausdehnung zu. 

Erstes Beispiel. Es ist allgemein: 

u+v+tw. P-wWwto®tuwt.:.. (5) 

Setzt man also etwa: 

| y=a+bz+ca?+:-.-+la"!+ ma”, 
so wird: 
Y=b+2c#+:::(n— 1)la""? + nmar-! RE 

yY=1:2c+- ee ®’+n(n — 1)mar-? | (6) 


y"=n!m 
und alle Ableitungen von noch höherer Ordnung verschwinden. 
ZweitesBeispiel. Nach$15 Tafel 18 ist in anderer Bezeichnung: 
(uv) =uv + vw, 
also: 
(ww) = (uvV’) + (wu) = uv” +wWV +vuW” + VW 
= uv +2uUV +uv 
(uv)” Br: (uv’) = 2(Wv) _ (u"v) 
— uv” +uvV +2uvV +2uU VW” Lu v+u”v 
— uv” + 3uv” + 3uUvV +uv 
usw. Die Induktion, welche sehr leicht mittels des Schlusses von 
p auf p + 1 bestätigt werden kann, gibt: 
(wo)? = u? + wWvr it + (Du’vp? +... +urv. .( 
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Liegen implizite Darstellungen vor, so ermittele man die Ab- 
leitungen indirekt, wie es firp=1 undp=2 in [124] bis [127] 
geschehen ist. Die Formeln werden selbstverständlich mit wachsen- 
dem p» immer länger, aber das Verfahren selbst bleibt wesentlich un- 
verändert. 

Was nun folgt, betrachte man in der Hauptsache als eine Aus- 
dehnung der analytischen und geometrischen Betrachtungen der vor- 
angegangenen beiden $$ auf die höheren Ableitungen. 


155. Die p‘° Ableitung und der p“ Ditferenzenquotient. 
Lehrsatz. Bildet man unter Zugrundelegung einer Funktion 
:y=f(x) aus irgend welchen » + 1 Wertepaaren: 


Eu RGZER RI EEe (de Y,) (1) 
nach $3 den p'® Differenzenquotienten L, so gibt es mindestens 
einen Mittelwert «,, in dem durch &,, &, ... 2, bestimmten Spielraum, 
für welchen die Gleichung besteht: | 

L=f? Ge) D (2) 
d. h.: p‘”= Differenzenquotient =p* Ableitung. 


Beweis: Für py=1 und p=2 ist der Beweis in [133] und 
[140] bereits erbracht und die Richtigkeit sogar durch Zahlenbeispiele 
bestätigt worden. Für ein beliebiges p aber kann der Beweis dem- 
pen für p=2 völlig nachgebildet werden, wie folgt. Man 
führe außer f(x) noch eine ganze Funktion p" Grades: 

p(a)=a+tbz+tc®+ --+mar 
ein. Für diese oilt der Satz, weil einerseits Z konstant = p! m (77,), 
andererseits die »'® Ableitung auch konstant = p! m ist nach [154 6]. 

Man bestimme nun die Koeffizienten a, b,...,m so nach [78], 
daß die Funktionswerte von p(x) mit den Funktionswerten von f(x) 
für die in (1) angenommenen p+1 Werte &,, @, ..., &, der ursprüng- 
lichen Veränderlichen übereinstimmen, also: 


f&) = pa), Fa) = pa):---, Fl@,) = 9R,) 
ist, was zur Folge hat, daß erstens Z für f(x) und p(x) denselben 
Wert hat, wenn man diese Werte von & nimmt und daß zweitens 


die ren 
| u.) la) - 9(@) 
verschwindet für diese selben Werte von x. Nach dem erweiterten 
Satz von Rolle [135] gibt es daher (mindestens) einen Wert x, für 
den die »' Ableitung von »(x) ebenfalls verschwindet. Andererseits ist: 
wr(z) = fP(x) — p?(e), also für =; 


f r (%,,) 0 pP (x) . 


16* 


ee 
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Nun gilt für die Funktion die Formel (2) wie eben gezeigt, 
also ist: 


fr (2) —=L,gq.e.d. 


156. Die p‘ Differenz Das p“ Differential. Der 
p® Differentialquotient.e. Man lasse in [155] den Index O fort 
und setze im besonderen: 


Az Ad Se A 

so geht der Spielraum von x bis 2 +pAx. Also ist X, von der Form: 
| u. =trpıde, 

während ZL die Form [293] annimmt. Es wird: 

APy 

(Ax)P 


= fP’(c+pr}AR); Ary=fP(e +PprAK) - (Arc)? 
(0<ı1<1) () 


Die p' Differenz der Funktion ist bei konstanter erster 
Differenz Ax der ursprünglichen Veränderlichen gleich dem 
Produkt aus der p'® Potenz von Ax und einem Mittelwert 
der p'”® Ableitung. Vgl. [1542] und [1411]. 

Setzt man im besonderen 1x unendlich klein = dx, so folgt: 


«) Po); ß) dry—f? (@) (da)? = yr(da)r. (2) 


Die erste Gleichung «), welche genau ist bis auf unendlich kleine 
Größen, sagt aus, daß der p“ Differentialquotient = der p!® 
Ableitung ist und die zweite ß), welche genau ist bis auf unendlich 
kleine Größen von höherer als der p'® Ordnung, sagt aus, daß das 
p® Differential der Funktion gleich dem Produkt aus der 
p‘® Ableitung und der »“” Potenz des ersten Differentials 
dx der ursprünglichen Veränderlichen ist, falls man letzteres 
konstant setzt. Vgl. [1171] und [1587]. 

Setzt man h statt dx, so folgt aus (1) (nach [243]): 


fr(a) — lim th ZDre ho Sat Oret+he  E 


(d=0) x 


als Definition der p'°" Ableitung durch einen limes. Vel. [118 2] und 
[139 7]. 

Es ist aber nicht nötig, daß dx = da, = da, =: - gesetzt wird. 
Man kann auch annehmen, daß x,, &, &,--, &,, obgleich sie ver- 
schieden sein sollen, sich doch alle in sonst beliebiger Weise dem 
Wert x unbegrenzt annähern. Nach [313] folgt also: 
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f(&o) 


Eu 2), — a) (&o -- %p) 


+ . 
+ 


(im, = lm x lm: -—=%) 


f?() = lim L=p!lim | 


4 
f(& 2) ©) 


(Ep — 2) (&p — 2%): (&p an 


als zweite, erheblich erweiterte Definition der p'® Ableitung durch 
einen limes. Vgl. [1205] und [141 2]. 

Geometrische Dimensionen der Ableitungen. Wenn x und 
y=f(&) als Koordinaten, also als Längen oder Größen von der 
ersten (geometrischen) Dimension gedeutet werden, so müssen auch 
die Ableitungen nach (1) ihre ganz bestimmten geometrischen Dimen- 
sionen haben. Die erste Ableitung hat die Dimension 0, sie ist 
ein „reines“ Verhältnis. Die zweite Ableitung hat die Dimension 
— 1, d.h. ihr reziproker Wert würde eine Länge sein, denn in (1) 
wird für p=2 eine Länge durch das Quadrat einer Länge dividiert. 
Die dritte Ableitung hat die Dimension — 2, denn in (1) wird 
für p= 5 eine Länge durch den Kubus einer Länge dividiert usw. 
Allgemein ist die Dimension der p'® Ableitung (wenn x und y Längen 
bedeuten) =—p +1. 

Wo sich Gelegenheit bietet, prüfe man die Dimensionen. Sie 
müssen in einer richtigen Gleichung links und rechts stimmen. Wenn 
z. B. die Formel für den Krümmungsradius: 

Se 
a DE 
vorgelegt wird, so kann man, auch ohne ihre Herkunft zu kennen, 
sie doch auf die Dimensionen hin prüfen. Links steht o, d.h. eine 
Länge, also Dimension 1. Rechts steht im Zähler ein Ausdruck von 
der Dimension 0 und im Nenner ein Ausdruck von der Dimension 
— 1. Also hat die rechte Seite auch die Dimension 1. Die Dimen- 
sionen „stimmen“. (Würden sie nicht stimmen, so würde man sofort 
mit größter Gewißheit sagen können, daß ein Fehler in der Formel 
stecken muß). 


157. Der Taylorsche Lehrsatz mit dem allgemeinen 
Restglied von Lagrange. Man nehme die Formel [314] von 
Newton, setze y=f(&), schreibe p statt n, "lasse &,, %,, %,...2,_ı 
sämtlich x unbegrenzt nähern, setze aber zuletzt ,= 2 +h, 2,—ı=h 
(h beliebig), also auch ima, — 2, =liime,— %,=:::=h. Dann 
wird nach [1564], wenn dort statt » der Reihe nach 1, 2,3,...p—1 
gesetzt wird: 


lim A=f’(«), im B=f”(@),...imK=fr-!(g). 


246 $ 18. Höhere Ableitungen; höhere Differentiale. 157. 


Dagegen nach [1552]: L=f?(x + Ah). So ergibt [31a]: 
f(@+h)=f(&) + Ye ++ 
Merir u u) + rr(@ +?h). (1) 


Die rechte Seite = eine Fotenzreihe, ee nach Potenzen 
von h, aber abgebrochen bei der p — 1“ Potenz und deshalb ge- 
schlossen durch „das Restglied von Lagrange: 


hv 
= fr(@+ Ah). (1>2>0) (2) 
Fürp=1 undp=2 ist: 
fa+M)-f@)+4r(@+ ah), (La) 


fatl-f@a)+r@+Nf”(@+ah), (1b) 


wie schon in [1344] und [1415] gezeigt wurde. Von A ist allgemein 
nur bekannt, daß sein Wert zwischen 0 und 1 liegt. Daher müßte 
man bei gleichzeitigem Gebrauch von (1), (la) und (1b) die drei 
A durch Indizes etwa als A,, A,, A, unterscheiden. 

Andere Restformen für die Taylorsche Reihe. Der Rest 
von Öauchy, der Rest von Schloemilch. Man setze allgemein: 


fat fa +ir@)+. + Ef @+R (8) 


und suche für R einfache Ausdrücke auf. Zunächst setze man 
x+h=z,h=2-—x und berechne R aus (3). Man erhält: 
Re) te ra.) 

Daß hier R(x) statt R e ist, soll bedeuten, daß zu- 
nächst 2 als gegeben, x aber als veränderlich anzusehen ist. Man 
erhält in diesem Sinne sofort: 


Rie)=V0. (5) 
Sodann differenziere man (4) nach x und beachte die Gleichungen: 


d Br "ef @) ; 


u 1-7), 
(2 2 7 R 
(9 fe) 
2! —— Z Er vr 
a EB 


| Br ; se me 
r Ar N S fi (2) — -f "(& x) 
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usw. Also heben sich bei der Differentiation von (4) rechts alle 
Glieder bis auf das letzte. Man erhält Ban überraschend einfach: 
En Bd: x 
R(&) = 0 ER fr(@). (6) 
Diese Formel für AR’ soll die gesuchten Ausdrücke für R liefern. 
Man wende hierzu (la) an, setze dort gleichfalls A=2— x, aber 
R(x) statt f(x). Man erhält: 


Roa=-R@)+”,, ER rre a) 

also nach (5): | 
R(x) = — 1} R(e+1@— m). (7) 
Nun ist nach (6): 


FE N! 
ee Yes 


e. De) Pie t+ıi@— m), 


also wenn in (7) eingesetzt, statt (x) wieder R und statt 2 — x wieder 
h geschrieben wird: 


pol +42 —%)) 


R= (1— a)r—1fP (c+ Rh) (1>97>0)...68) 


Dies ist die Restform von Cauchy. Man vergleiche mit der 
von Lagrange (2). Die Ähnlichkeit springt in die Augen, aber auch 
die Abweichung. Um weitere Restformen abzuleiten, nehme man die 
(eigens hierzu entwickelte) Formel [137]: 

De eh) FT LO EIEEHIET RN), 
ga+hM)— ya) : p(@-+Ah)’ a9) YParıe-m) 

Hier ersetze man zunächst f(x) durch R(x). Man erhält nach 
(6), da R(z) identisch verschwindet: 


-Ra) __LB-@tre-n]"  Patre—m), (9) 


ya) P—n! pw + ke — ©) 

Nach [157] soll p(z) in dem fraglichen Spielraum das Vor- 
zeichen nicht wechseln. Diese Bedingung für die Funktion p(x) wird 
z. B. erfüllt, wenn man p(x)= (2 — x)! setzt. Es wird p(2)= 0 
und (x) = — q(2 — x)?71, daher: 


pc +IE-D)=—qgl2- (a +ie@— a) "T= —glze a) (I A)ımt, 
Daher nach Einsetzen in (9) und gehöriger Umformung: 


HU NET 


EP —i)! fe@+ Me), 


R(&) — 
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oder wenn schließlich wieder R und h statt R(«) und 2—x ge- 
schrieben werden: 


ne hP NS 


ge nt? (e+4h). (1>2>0) (10) 
Diese Restform er von Schloemilch her. Für g=p geht 
sie in die von Lagrange (2), für g= 1 in die von Cauchy (8) über. 


158. Da die Hauptanwendungen des so äußerst wichtigen 
Taylorschen Satzes auf den fünften und sechsten Abschnitt auf- 
gespart sind, so seien hier nur einige einfachere Folgerungen vor- 
gebracht. 

Es mögen die Funktion f(x), sowie ihre erste, zweite... p'® Ab- 
leitung für einen bestimmten Wert von x verschwinden. Dann folst 
für dieses z, wenn in [1571] p + 1 statt p gesetzt wird: 


npr! 
fae+h)=fa+ amt @+Ah); (1) 
oder für h= 4x: 
5 ka 041 
. y= af) = ER pet! @+ 243) (1a) 
und im besonderen, wenn x unendlich klein = En gesetzt wird: 
(do 


An einer solchen Stelle wird also dy nicht wie sonst [114] von 
gleicher, sondern von höherer, nämlich der p-+ 1'® Ordnung un- 
endlich klein im Vergleich zu dx. Beispiel: 


y= x —52?’+62° +42 —3; y=4r— 150? +12 +4. 

y = 12x? — 30x + 12 y"= 24% — 30. 
| Es verschwinden y’ und y” aber nicht y”’ für «= + 2, während 
y den Wert +5 erhält. Also muß dy von der dritten Ordnung unend- 
lıch klein werden. In der Tat folgt: 
dy=f(2 + da) — f(2) | 

— [(2 + da)* — 5(2 + de)’ + 6(2 + da)? +4(2 + de) — 3] — 

— + 3(de)? + (det. | 

Übrigens ergibt sich im vorliegenden Ausnahmefall eine beachtens- 

werte Verschiedenheit, je nachdem p ungerade oder gerade ist. f?+!(x) 
soll £0 sein, also hat f?*!(x+4A4x) für hinreichend kleine 4x 
dasselbe Vorzeichen wie f?+t!(z). Bleibt | 4x| innerhalb eines solchen 
Spielraumes, so folgt aus (1a): 


Ist p gerade, so wechselt 4y mit 1x zugleich das Vorzeichen, 
da (Ax)P+t! mit 1% das Vorzeichen wechselt. Ist aber p ungerade, 
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so wechselt Iy nicht sein Vorzeichen, wenn 1x das seinige wechselt, 
weil (4x)?*! immer positiv ist. 
159. Aus [158] folgt: Wenn zwei Funktionen: 


y=fla), Y=y9() (1) 
die Eigenschaft haben, daß für ein bestimmtes x, etwa für &,, die 
Funktionswerte, aber außerdem ihre ersten, zweiten... bis p'® Ab- 


leitungen übereinstimmen, während die 9 + 1'” Ableitungen von- 
einander verschieden sind: 


lo u =; WW, Yet Ko (2) 
so wird der Unterschied: | 
v()=Yy- Y=fln) — pa) (3) 


unendlich klein von der p + 1‘ Ordnung, wenn der Unterschied 
zwischen x und x, unendlich klein von der ersten Ordnung ge- 
setzt wird. 

Denn es folgt aus (2), da y(x) = f(x) — p(x) gesetzt ist: 

vo) =0I, vR)-0..,. u) =0, vrri) 70, 
also nach [158], wenn f(x) durch y(z), x durch x, &+h durch x 


ersetzt wird: 


vu) v(n)=y— Y= 


(x 5% ee 


Sal)! 


1 
Yrra, + AR — 0), 
oder: 
a h Kara 
vr ED (Fri + Aa 20) - pri + em): (4) 

Diese Formel beweist den Satz. 

Schneiden von Kurven und Berührungen verschiedener 
Ordnungen. Man nehme an, (1) seien die Gleichungen zweier 
Kurven Ilund II und es sei zunächst p= 0, also: 

Y%— Yo, Y # Yo 
so ist der gemeinsame Punkt: P,(x,Y,) ein gewöhnlicher Schnittpunkt 


Fig. 46. 


der beiden Kurven. (Fig. 46a.) Sie haben in diesem Punkt verschiedene 
Tangenten. Ist dagegen p=1, also: 


Y=- Io u = Lo, u Lo; 
so ist P, ein gewöhnlicher Berührungspunkt, oder ein Berührungs- 
punkt erster Ordnung. Die Abweichungen in der nächsten Um- 
gebung von P, sind von der zweiten Ordnung und wechseln ihre 
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Zeichen nicht. Die Kurven gehen nicht durcheinander durch, sie be- 
rühren sich, aber schneiden sich. nicht. (Fig. 46b und Fig. 46 c.) 
Ist dagegen p =2, also: | 
Y=lo url u -h, h bb 
so findet in P, eine Berührung von der zweiten ee statt. Die 
Abweichungen in der nächsten Umgebung von P, sind von der dritten 
Ordnung und wechseln ihre Vorzeichen, wenn man sich auf die andere 
Seite von P, begibt. Die Kurven gehen durcheinander hindurch, sie 
berühren sich und schneiden sich zugleich. (Fig. 46d.) 

Für »=5 findet eine Berührung dritter Ordnung statt. Die 
Abweichungen sind von der vierten Ordnung und wechseln ihre Vor- 
zeichen nicht. Die Kurven berühren sich, aber schneiden sich nicht usw. 
Allgemein: Ist die Berührung von ungerader Ordnung, so gehen die 
Kurven an der Berührungsstalle nicht durcheinander hiedurzh, sie be- 
rühren sich, aber schneiden sich nicht. Ist die Berührung von gerader 
Ordnung, so gehen die Kurven an der Berührungsstelle hindurch, sie 
berühren eh und schneiden sich. 

Erstes Beispiel: Gegeben: 

e)y=5 


her pur 2 
Die erste Kurve ist eine Parabel mit dem Halbparameter p, die 
zweite ein Kreis mit dem Radius » (Fig. 47). Man setze = 0 ut 
nehme in ß) das — Zeichen, so folst: 
Ve 0; N Yo, 
.d. h. (0, 0) ist ein gemeinsamer Punkt. Man differenziere: 


% x rV/ x 

nn a Vera’ 
Y — 0, Y,=0; „=#, 
d.h. P(0,0) ist kein Schnittpunkt, sondern ein Berührungspunkt. 
Um die Ordnung der Berührung zu bestimmen, differenziere man noch 
einmal. Es folgt: 


also für = 0, 


Ve | 
Vase Vr— p° 


1 
2 Vera  4yp—a® 


also für 2=0, 


„ 


y- 


„ 1 
Yo Dep 


Die Berührung ist mindestens zweiter Ordnung. Man differenziere 
weiter. Es folgt: 


„ 1 r TH. 
Y, za NE 


72 72 3p°x 
Yy =(, Y'= yvP— a’ ’ 
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also für =, 
u [224 „Hr m [224 
% =0, = 0; =H- 


Die Berührung ist mindestens von der dritten Ordnung. 
Man differenziere weiter. Es folgt: 


ZZ vr SD WEE Pa a 
En 
also.fur o— (0, 
3 


a eR en: 3‘ Ay, 


d. h. die Berührung ist von der dritten Ordnung. Der Kreis 
berührt die Parabel im Scheitel, schneidet 
sie aber nicht. (Fig. 47.) (Er ist Krüm- 
mungskreis im Scheitel [182]). 

Zweites Beispiel (Fig. 48): 


oe? 


5 nn 
4a: = Zr+VsP—-(c+P)%. 


Die erste Kurve ist eine Parabel, die 
zweite ist ein Kreis mit dem Radius 2pY2. 
Man setze x = p und nehme das — Zeichen vor der Wurzel. Es folgt: 


y-5, Y-5; y=Y, 


Fig. 47. 


d.h. der Punkt P(+ 2, + 2) ist ein gemeinsamer Punkt beider 
Kurven. Man differenziere. Es folgt: 

‚ % 3 z+p 

ur Y —= == es 

pi} + V8p°— (@ + p)*’ 

Gicht. le yeckos 
d.h. P ist ein Berührungspunkt. Man differenziere noch einmal. 
Es folet: 


also für 2 —D, 


[Z 1 [7 89? 
RE er 
z +YV®pP?— @+P) 
also für <= p, 
„ 1 JR; 1 „m 
Yo p’ 3“ ep Be Yo: 


d. h. die Berührung ist mindestens von der zweiten Ordnung. Man 
differenziere noch einmal. Es folgt: 
R „_ __4p®@-+») 
= 0 A or Sauger sun 
2 Vor’ @+ m) ’ 


3 vr [220 
any #rY”, 


also für zc=p»p, 


y" „san 0) i ‚ya en 
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d.h. die Berührung ist von der zweiten Ordnung. Der Kreis 
und die Parabel durchdringen sich, sie berühren sich und schneiden 
sich in P. (Fig. 48.) (Der Kreis ist der Krümmungskreis der Parabel 
für den Punkt P [182]). 


Drittes Beispiel (Fig. 49): Gegeben: 
1) y=?—- 3° +20 +2, 2) Y=-x+3. 
‘ Man setze =, =+ 1, es folgt: 
Ya, miele: 
Die Kurven haben P(+ 1, +2) gemeinsam. Man differenziere: 
| y-32—-62+2; Y’=-1, | 
also frrs=- = +1: 
Vale) end 
P ist ein Berührungspunkt. Man differenziere noch einmal: 
Y=6z:—6, Yi=0, 
also fürrz=- = +1: 
y-09, h=09, v=-L- 
Die Berührung in P ist mindestens von der zweiten Ordnung. 
Man differenziere noch einmal: 


year 6, ve Bi Ö, y > Ya 


Fig. 48. Fig. 49. 


Die Berührung ist von der zweiten Ordnung. (Der Punkt 
P(+1, +2) ist ein Wendepunkt der Kurve (Fig. 49) [181]. Die 
Wendetangente berührt nieht nur, sondern schneidet auch die Kurve 
Inebe: 
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160. Man sagt auch wohl: Bei einer Berührung p* Ordnung 
fallen p + 1 Punkte der beiden Kurven in dem Berührungspunkt zu- 
sammen. Die Berechtigung dieser Redewendung läßt sich wie folgt 
dartun. Man nehme zunächst an, die Kurven mögen sich inp +1 
beliebigen Punkten P,, P,, P,, P,,... P, schneiden, so stimmen die 
aus den p + 1 Wertepaaren: 


(Ko Yo); (2, Yı)) u (2, Y,) 


nach $S 3 zu bildenden Differenzenquotienten für beide Kurven überein. 
Kommen sich nun P,, P,,-.- P, unendlich nahe, so werden die 
Differenzenquotienten zu Differentialquotienten oder Ableitungen, und 
man kommt auf [159] zurück. 


Erstes Beispiel: Es sollen die Schnittpunkte der Parabel und 


des Kreises: 
2 


y-an Yp + Vp? — »* 
bestimmt werden. Vgl. [159] erstes Beispiel. Man eliminiere y: 


x? Fre 
De -+VP—., 
oder: 


(> par; d.h #=0. 


Diese Gleichung vierten Grades hat vier Wurzeln, nämlich: 
=0, u=0, 5-0 5-0. 
Sie fallen alle vier zusammen und ergeben: 
Yyyız hp), | 

d. h. die Parabel und der Kreis haben vier Schnittpunkte gemeinsam, 
welche aber alle vier mit dem Scheitel zusammenfallen. Dort haben 
daher beide Kurven eine Berührung dritter Ordnung (wie vorhin schon 
auf andere Weise gezeigt). | 


Zweites Beispiel: Gegeben die Kurven (vgl. [159] zweites 
Beispiel): 


- 5 
y-a,, Y-zr4VEr- ern). 


Es sollen die Schnittpunkte bestimmt werden. Man eliminiere y: 


2? 


sp +VP—-(@H+n); 
(= —_ 7) = 8 — (2 +p), oder: a*— 6p’2? + Spa — 3. 
Die linke Seite ist identisch mit dem Produkt (vgl. [161]): 
pP) @e—-P)(@—Pp)(@+3p), 


N 
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folglich hat die Gleichung die vier Wurzeln: 


a a = —5p, 
denen die vier Werte von y: 


p p p 9 
YVzsow VERRRNOT., MEERE er? 


entsprechen. Von den vier Schnittpunkten fallen also drei in 
IR (+ p,+ z) zusammen. Dort haben Parabel und Kreis eine Be- 
rührung zweiter Ordnung (bereits gezeigt). Der vierte Punkt 
1% (— 39, + SP) dagegen ist ein gewöhnlicher Schnittpunkt. 


161. Mehrfache Wurzeln einer Gleichung n‘® Grades. 
Vorgelest sei eine Gleichung n“”" Grades: 


G,@)za+tbce+c®+-. + il —0. (1) 
Sie habe die (reellen) Wurzeln &,, &, %, ... &,_, (und mög- 
licherweise noch mehr), so hat die linke Seite nach [76] die Faktoren 


(2 — 2), (© — 2%), er), 
d. h. es ıst: | | 
G,(&) = (© Ex %) (@ Sa %,) NEN (@ 1: %,_1) G,_,(%) , (2) 
wo G,_,(&) eine ganze Funktion von der Ordnung » — p bezeichnet. 
Es sei im besondern =, =2%=%,_,, 4. h. die Gleichung 
habe pmal die Wurzel = x%,. Dagegen habe die Gleichung 
G,„_,(&) = 0 nicht mehr die Wurzel 2 — «,, so daß <= «x, zwar eine 
p-fache, aber keine p + 1-fache Wurzel von (1) ist. Aus (2) wird dann: - 


GEL - 98.0.2, (8). 
Die Differentiation nach x ergibt: 
G,(®) Er (® “4 LP Ge) ar GG, (@) :Pp(& En, A (3) 
= (a Pe m), ,e) + PO, zw]: 

Hieraus folgt, daß x = x, eine p — 1-fache Wurzel der Gleichung 
@G,(&)=0 sein muß. Eine p — 1-fache, aber keine p-fache Wurzel, 
weil sonst in der eckigen Klammer, also auch in @,_,(«) der Faktor 
x — x, enthalten sein müßte, was obiger Annahme widerspricht. Also: 

Lehrsatz: Hat eine Gleichung n'" Grades @, (x) = 0 eine p-fache 
Wurzel «=%,, so hat die Gleichung G,'(z) = 0 diese Wurzel x, 
p—1-fach. Also hat die Gleichung G,'(x)=0 diese Wurzel 7, 
p — 2-fach usf. Zuletzt hat die Gleichung @*-(?-V(z) = 0 die Wurzel 
%, als einfache Wurzel. Dagegen hat die Gleichung G*-?(x) = 0 
nicht mehr die Wurzel = x,. Umgekehrt: 

Lehrsatz: Haben die Gleichungen: 


a)=0, E09, Ga) =0... Ge 
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ein und dieselbe Wurzel x = x,, ist aber: 
Gr=?(a) #0 
für 2= %,, so ist die Wurzel eine p-fache Wurzel der Gleichung: 
Gar: 
Beweis. Da diese Gleichung die Wurzel »— x, mindestens ein- 
mal haben soll, so ist zunächst: 
Ga)=@— )K(e), 
wo K um einen Grad niedriger ist als @. Also: 
GW) =-(@-)K (a) + KR). 

Da die Gleichung @’(x) = 0 auch die Wurzel = x, haben soll, 
so folgt, daß auch K(x) diese Wurzel haben muß. Es ist daher: 
a Ka) = (@ — %)K,(@), 

G(2) = (8 — 0) ) Kl) = (u Kla). 
In dieser Weise kann man fortfahren und zeigen, daß x — x, in 


der Tat eine p-fache Wurzel der Gleichung (1) ist. 
Beispiel. Es sei [160], zweites Beispiel: 


ER: ae 6p°a2? + Sp? — Bpt, 
f(@) — 4x? — 12p?x + 8p?, 
f’(a) = 120 — 12p}, 

f" (a) - , 


"(= 4. 


Man setze «=», so folgt 
fe), f)=-9 F)-I Fl Fd, 
also ist = p eine dreifache Wurzel der Gleichung: 
+ — 6p°2? + Sp?r -Bpt=0. 

Im besondern folgt aus beiden Lehrsätzen: 

Eee ehe Werd] eur Gleichung n‘” Grades f(x) = 0 kann 
nicht zugleich Wurzel der Gleichung f’(x)=0 sein. Dagegen ist 
eine mahrlsche Wurzel der ersten Gleichung zugleich Wurzel der 
zweiten Gleichung. Man kann also die mehrfachen Wurzeln bestimmen, 
indem man zu f(x) und f(x) in der üblichen Weise den größten 
gemeinsamen Faktor ermittelt (konstante Faktoren spielen dabei 
keine Rolle) und diesen gemeinsamen Faktor — 0 setzt. 

Beispiel. Es sind die (etwaigen) mehrfachen Wurzeln der 
vorigen Gleichung: 


f(&) = x — 6p°x? + Sp?x — 3p! = 0 
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zu ermitteln. Man bilde: 
f(&) = 4x° — 12p°x + 8p° 
und dividiere. (Zur Vermeidung konstanter Nenner wird f'(x) vorher 
durch 4 dividiert.) | 
xt — 6p?a? + Sp? — 3pt:? —3pr +2pP =, 
ren 
Rest — 3p?x? + 6p?x — 3pt. 


Man sondere im Rest den Faktor — 3p? ab, lasse diesen fort und 
dividiere nochmals: 


> —3p°c + 2pP:? — 2pypatpP=x-+2p, 
x? — 2pa? + px, 
ar ah 
2px? — 4p?x + 2p°, 
29° — Ap?x + 2p°, 
u En vr 
Ret =0. 
Also ist 2 —2px +p?= (x — p) der größte gemeinsame Faktor 
von f(x) und f(x). Er gibt die Doppelwurzel x = p, also hat 
f(x) = die dreifache Wurzel € = p. 


Übungen zu $ 18. 
EN, welche durch das Werte- 
paar (+1, — 9) erfüllt wird. Gesucht die ganze Funktion dritten 
und die ganze Funktion vierten Grades, welche sie in der Umgebung 
dieses Wertepaares bis einschließlich Größen dritter bez. vierter Ord- 
nung vertreten können. 

2. Der Kreis & + y? — 25=0 geht durch P (+3, +4). Es soll 
axz—+b 
cc+d 
werden, daß sie mit dem Kreis in dem genannten Punkte eine Be- 
rührung (mindestens) dritter Ordnung hat. 

3. Ausdrücke für die p'” Ableitungen von x”e”, «” sinz, x" cos& 
sind aufzustellen. Wie lauten sie, wenn x” durch eine beliebige 
Funktion f(x) ersetzt wird. 

4. In der Gleichung at + x? — 3? +4x—3=0 ist der un- 
bekannte Koeffizient a so zu bestimmen, daß sie eine Doppelwurzel 
hat. Welches ist der Wert von a, welehen Wert hat die Doppel- 
wurzel und welche Werte haben die anderen Wurzeln. 


1. Gegeben die Funktion y = 


eine Kurve (Hyperbel) mit der Gleichung y = so bestimmt 
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$s 19. Partielle Differentialquotienten und partielle Ableitungen. 
Partielle und totale Differentiale. 


162. Dieser Paragraph enthält die letzte Erweiterung der Ele- 
mente der Differentialrechnung, nämlich die Erweiterung auf Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher, welche für einen besonderen Fall (in 
[126] und [127]) vorweggenommen worden war. 

Partielle Ableitungen. Vorgelegt sei eine Funktion 


zweier ursprünglicher Veränderlicher x und y. Man kann sie als eine 
"Funktion von & allein oder von y allein betrachten, indem man y 
oder x wie eine Konstante, wie einen im Funktionsausdruck vor- 
kommenden Parameter ansieht (vgl. [35]). Insbesondere kann man 
daher die partiellen Ableitungen, d.h. die „Ableitung nach »“ 
und die „Ableitung nach y“ bilden, als wenn es sich um gewöhn- 
liche Ableitungen handelte. 

Selbstverständlich muß bei ihrer Bezeichnung ganz scharf hervor- 
treten, nach welcher Veränderlichen die abgeleitete Funktion ge- 
nommen wird; es ist z. B. nicht angängig, mit Hilfe des Lagrange- 
schen Differentiationsstriches einfach F’(x,y) zu schreiben. Daher 
fügt man die Veränderliche, nach welcher abgeleitet wird, wie einen 
Index unten an und schreibt: 


Det en undeR (0,4) oder kürzer 75). FM und Fr. .(2) 


Beispiel. Gegeben sei: 


Far 


Be t6ytT 
Man differenziere „nach x“. Es wird: 
N NET RR Hr DEE An Fe An LE ZINSEN 
7 4 (8 7, yon), B2+6y+7%" 
Man differenziere „nach y“. Es wird: 
v ‚ Be +6y+ N — 2x + 3y+96 3% —3 
nur 62 +6y+M? we Bey 


Sind, wie im vorliegenden Falle, nur zwei ursprüngliche Veränderliche 
vorhanden, so pflegt man der Kürze wegen diese beiden partiellen 
Ableitungen mit p und g zu bezeichnen (natürlich nur dann, wenn 
diese beiden so oft benutzten Buchstaben noch frei sind). Also im 
vorliegenden Beispiel: 


2 7 —3y—6 
Sek Feare 
’ 32 — 53 


1m T ateyHme 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 17 


258 $ 19. Partielle Differentialquotienten usw. 163. 


Wie in diesem Beispiel, so sind auch allgemein p und q Funktionen 
von x und y, was für die Folge, wenn nötig, so zum Ausdruck ge- 
bracht werden soll, daß man schreibt: 
P=-raYy); 1 any). (8) 
163. Die partiellen Differentiale Man ändere x um dx, 
lasse aber y konstant oder setze dy=0. Dann ist nach Formel [1172] 
das zugehörige Differential von 2, das vorläufig als (dz), bezeichnet 
werden mag: 


(de), = pdı=2/de= F,da: (1) 
Ganz entsprechend bilde man: 
(d2), = gdy= 2, dy=F,dy. (2) 
Im vorigen Beispiele hiernach: 
A: a, 
A, ty (A ey 


Die partiellen Differentialquotienten. Nach Division durch 
dx bez. durch dy ergibt sich: | 


(8) 


Man nennt die beiden Brüche = und - partielle Differential- 
quotienten. Sie sind den zugehörigen partiellen Ableitungen gleich 
(bis auf unendlich kleine Größen). Ausführlich Aurel ist nach 
[116 4]: 

(de), _ Fler da, Klee F'&, y) (d2y _ Fa yrda)— Fin Yy), 
ee re 

Die Schreibweise von Jacobi. Mit Fortlassung der Indizes 
x und y und gleichzeitiger Vertauschung des Buchstabens d mit dem 
Buchstaben & werden die partiellen Differentialquotienten bezeich- 
net als: 


und Zu (5) 
Doch wird vorausgesetzt, daß diese beiden Ausdrücke bereits in die 
ihnen nach (3) gleichen partiellen Ableitungen » und g durch 
‚Differenzieren“ umgeformt seien. Darüber hinaus werden „freie“ 
Differentiale nach wie vor mit dem alten d, nicht mit dem neuen Ö 
geschrieben, wobei natürlich auch, wenn nötig, die Indizes wieder er- 


scheinen. Es wird dann also: 


0 0 
e) (de), = pde = nr dx; P) (de), = qdy = 7 äy. 6) 
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[Es würde gar keinen Sinn haben, in der ersten Gleichung dx gegen 
x und in der zweiten dy gegen öy zu „heben“.] 

Übrigens sind die Gleichungen (1) nach [116] nur bis auf un- 
endlich kleine Größen höherer Ordnung genau. Will man diese mit- 
nehmen, so wende man [134 3] an und schreibe nach [162 3]: 


(d2),— Fa + da, y) - Fin, y) =pl@ + Ada,y)-de (O<A<I), (M) 
(d2),— Fa, y+dy) - Fa, y) = alay+udy)-dy (O<u<1). (8) 

164. Das totale Differential. Die beiden unendlich kleinen 
Differenzen (dz), und (dz), sind, wie gesagt, partielle Differentiale- 
und entstehen, wenn man nur x um dx oder nur y um dy ändert. 
Dagegen ist die unendlich kleine Differenz: 

de=dFwy)=-F@+an,y+dy)— Fa, y), (1) 

bei deren Bildung zugleich x um dx und y um dy geändert wird, mit 
der ausdrücklichen Verwahrung, daß dx und dy zwar beide unendlich 
klein, sonst aber beliebig und voneinander unabhängig sein 
sollen, das totale Differential von z oder von F(xz,y). Es ist 
ohne or geschrieben worden. 

ende dy, so geht dz wieder in über. Verschwindet 
dx, so geht dz wieder in (dz), über. (Ganz allgemein aber gilt der 
ee an 

Lehrsatz vom totalen Differential: Das totale Differen- 
tial ist bis auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung 
gleich der algebraischen Summe der partiellen Differentiale. 

Beweis. Es ist: : 
dae= F(# + da, y+ dy) — F(a, y) 

- [Fa + do, y+dy) — Fly + dy)] + [Fly + dy) - Fioy)l 
Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer entsteht aus |163 7], 
wenn y durch y+ dy ersetzt wird. Er ist also (unter Voraussetzung, 
daß p(z,y) eine stetige Funktion von x und von y sei) von (d2), 
nur um unendlich kleine Größen höherer Ordnung unterschieden. 
Der Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer aber ist — (dz), selbst 
[163 s]. Also wirklich bis auf Größen höherer Ordnung: 


dz=(d:). + (d:)y (2) 
oder auch nach [163]: 


dz=dF(x, y) = Fxdx + Fydy 


= pdx+qgay=5- de +5 dy. (3) 
In dem Beispiel zu [162] ist daher: 
2 By In 0 —8y 7-6 12 ae ee Ma, 
re ET zereen, (52-+6y-+ 7)? day 


1 er 
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also z. B. im besondern in der Umgebung von =+5, y=—D5 
20 3y ae 
os — — da + 3dy. 


165. Der Satz vom totalen Differential ist von einer solchen 
Bedeutung für die höhere Mathematik, daß es angemessen erscheint, 
ihn von den verschiedensten Seiten zu betrachten. 

A) Zunächst sei sofort seine Vorwegnahme in $15 Tafel I für 
besonders einfache Fälle festgestellt. Es sei z.B. Fax,yJ=x-+y, 
so wird: 

p=F,=]1; qa=F)=1, 
also: 


da +y)=1lde+1ldy=dx+ dy, 
d.h. 16, wenn « und v statt x und y geschrieben wird. Oder es sei: 


\ Ex, Y) RE 
so wird: 
p-ef,-yvy y-lb,-8, 
also: 
d(z,y)=yda+ ade, 


d.h. 18, wenn u und v statt x und y geschrieben wird. 

B) Der Satz gilt nur von Differentialen und auch für diese nur 
bis auf Größen höherer Ordnung. Dagegen wird er im allgemeinen 
für endliche Differenzen falsch. Es ist zwar: 


. dz= (de), + (dz2),, 

A2#(Az),+ (Az), | 

Beispiel. Man betrachte wieder die Funktion: 
„_2® +3y+4 


aber im allgemeinen: 


| BREITE 
und setze zuerst = +5, y=—5, so wird: 
ae 
TA TUR TE. 
Alsdann ändere man nur z um +35; setze also <= +8, y=-—5, 
und bezeichne den neuen Wert von z mit 2,, so wird: 
16 — 15 +4 5 
E21 = F + -—4+—. 
10 —30+7 17 
Ferner ändere man nur y um +2, setze also = +5, y=— 3, so 
wird: 
a0 a 5 
= ae 
25 — 18-47 14 


Nun aber ändere man zugleich x um +3 und y um +2, setze 
also c—=+8,y=—B5, so wird: 
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ne 16 —9+4 
3° °40—18-+7 


Mit diesen vier Werten ergibt sich: 


11 


5 i 10 +17 27 
aan os u te 
5 1 ber 6 
anne) herr, 
27 6 189 + 204 393 
Dagegen ist: n Be h 
Au be N 


also wirklich: 
Ie2# (42),+ (12), 
C) Nur ausnahmsweise ist also auch: 
Az= (Az), + (42), 
Dies gilt z. B. für alle Werte von 42 und Sy, wenn 2 eine ganze 
Funktion ersten Grades von x und y ist: 


z=ac+by-+te, (1) 
2, — a(c + Ag) +by+e 
also: I, =ar +b(y+Ay)+e 
2 = al + As) +by+ Ay) + e. 
Mit diesen vier Werten er- . 
gibt sich: H 
(42), =aAz, (I2),=bAy, 
Az=aJs + bAy 
und in der Tat: 
Az = (42),+ (42),. 
Geometrischer Beweis (Fi- 
gur 50). Bekanntlich stellt (1) 
eine Ebene vor, etwa die 
Ebene P,P,,P,, P, (un- 
. begrenzt erweitert ge- 


dacht). Die vier Ördinaten 
sind: er 


Fig. 50. ®, 
e=QP, 1=QAPı, A ab, 3= Ps. 
Ferner ist: 
(42),=RP,, (L2,=BP, L2=BP;. 
Man ziehe durch P, die Parallele zur Y-Achse und bestimme so 
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Punkt $,. Dann’ist RR, und | PR, PS ud apa 
aueh eh, = nnd PR, d.ehr 2 ee, = ein Parallelogramm 
(sogar ein Rachiiek), also PP = Yon 2,S,: Da auch BR ang 
1 PP Sist, (sofolek P Ep ist ein Pa mithin 


oO 


Ds P, =’h; Br folglich: 


Ag=R,P, = RS ES, BR Fer habs 
Gehe 
| A2z= (Az), + (42): 

D) Gegeben sei die Funktion z= F(x, y) und ihre beiden Ab- 
leitungen: p=p(a, y), a = ala, Y). 

Man setze für x und y zwei beliebige Werte «, und y, und be- 
zeichne die zugehörigen Werte von 2, p und gq, mit 2,, 2 9: Als- 
dann nehme man ein unendlich benachbartes, sonst aber beliebiges 


Wertepaar x und y an, bezeichne den zugehörigen Funktionswert also 
auch ohne Index mit z, so daß in [1643]: 


de= 2 —%; dy=y—Y, de=2—2, 
eingesetzt werden muß. Man erhält: 


a Be aan, 
oder: 


2=Po% + 909 + (?o — Potio — Yo) » (2) 
d.h. von der Form: | | 
z=ax +by+e. (2a) 

In der nächsten Umgebung einer beliebigen Stelle (x,%,) 
kann daher die Funktion durch eine ganze Funktion ersten 
Grades vertreten werden (wenn man von Größen höherer Ordnung 
absieht und Stetigkeit, sowie Differenzierbarkeit vorausgesetzt wird). 
Stimmt vorzüglich. zu [132]; auch vergleiche man diesen Satz mit der 
Bemerkung über ganze Funktionen ersten Grades in Nr. 0). 

E) Tangentialebene und Normale. Man deute die Funktion 
2= F(x, y) in der üblichen Weise als eine Fläche. Dann sagt der 
Satz vom totalen Differential in der Form (2) aus, daß ein unendlich 
kleines Stück der Fläche in der nächsten Umgebung eines beliebigen 
Punktes P als eben angesehen werden darf. Gleichung (2a) oder in 
veränderter Bezeichnung die Gleichung: 

Z-:=- pP X—-2)+tall-y ° (2b) 
ist die Gleichung dieser Ebene, welche also identisch ist mit der 
Tangentialebene im Punkte P(x, y, z) vgl. [142 6]. 

Für die Richtungswinkel «, ß, y der Normalen, d. h. der Senk- 
rechten auf der Tangentialebene im Punkte P, erhält man aus (2) 
nach den Grundformeln der analytischen Geometrie des Raumes: 
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c08@:cosß:cosp=p:qg:—1 (3) 
und hieraus die Richtungskosinus selbst: 
CO — - ee cosß — hai —, 
tyı+p°+q’ Tyan 
cosy = = = 
"Teyıtpte’ 


da cos’« + cos®®ß + cos’y —=1 ist. (Die beiden Vorzeichen der Wurzel 
entsprechen den beiden entgegengesetzen Richtungen der Normale.) 
Offenbar sind die Formeln (3) und (4) Erweiterungen der Formeln: 


tod ; sınr su ER T === = 
as: EyiFy Evirg® 


welche nach [142] Tangente und Normale für einen Punkt einer ebenen 


Kurve bestimmen. 
Beispiel: Es soll die Tangentialebene an einem beliebigen Punkt 


des Ellipsoides (vgl. [143] zweites Beispiel): 


a* y? 0? y? 
u Dede eV, 4 0) 
bestimmt werden. Man ee: 
2x 
BOZEN Be a’ A Br 
RUE V ey atz? 
A mern 
2y 
02 = C 
we De 


Die Gleichung der Tangentialebene wird daher nach (2): 


ce? x ce? a ce’? e?’y? 
Z=—-- — - a2 Y+b.+% +5); 


£ 


oder mit Hilfe von (5) nach Multiplikation mit 2 und Division 
durch ce? 


ns + = 2 mtl, (6) 
F) Das implizite Differenzieren. Gegeben sei eine Gleichung: 
Fa, y) = 0. | (7) 


. Man soll, ohne y aus (7) explizite nach x aufzulösen, dennoch 
y ermitteln 1126]. 
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Lösung. Man betrachte zunächst die allgemeine Gleichung: 
2 F(z,%) 
und differenziere total. Es folgt: 
dz=F,dı-+ F)dy —= »dx + gqdy. 


Es soll z=(0 sein für alle zusammengehörenden Werte von x 
und y. . Als ist. auch de=0Ö zu setzen. ‘Daher: 


pdz+gdy=dV, (8) 

d. h. einfacher ausgedrückt, man differenziere (7) total. Aus (8) folgt: 
EB RR | 

dr ne FRE (9) 


Diese Formel war in |126] vorweg genommen. Die implizite 
Form (1) hat vor der expliziten Form den Vorzug, daß sie in das 
Belieben stellt, ob man y als Funktion von & oder x als Funktion 
von y ansehen will. Tut man letzteres, so tritt an Stelle von (9) die 
Formel: 


dc ‚ q Fy x 
TE gr (9a) 


166. Dem Satz vom totalen Differential kann man als eine Art 
Gleichnis die sehr bekannte und in den Naturwissenschaften sehr ge- 
würdigte Erscheinung gegenüberstellen, daß aus verschiedenen Ursachen 
stammende Wirkungen sich algebraisch oder geometrisch addieren, so 
lange sie klein genug bleiben. Als Beispiel sei die Ebbe und Flut 
des Weltmeeres erwähnt. Sie wird verursacht durch die Anziehung 
von Mond und Sonne; in welcher Weise, das kommt hier nicht in 
Betracht. Folglich gibt es eine theoretische Mondflut und eine theore- 
tische Sonnenflut, die aber beide eben nur theoretisch sind. Die wirk- 
liche, die wahre Flut aber, wie sie im Steigen und Fallen”des Wasser- 
spiegels an der Küste meßbar ın die Erscheinung tritt, wird von 
Mond und Sonne zugleich verursacht und ist, wie die gründlichste 
Analyse der Messungsergebnisse auf Grund der Laplaceschen Flut- 
formeln gezeigt hat, gleich der algebraischen Summe der beiden 
theoretischen Fluten. Letztere sind gleichsam partielle Differentiale, 
deren Summe als totales Differential die wirkliche Flut ergibt. 

Ein anderes Beispiel. In der Elastizitätslehre, in der Optik, in 
der Akustik ist die sog. Superposition kleiner Schwingungen ein viel 
benutztes Prinzip. Die Schwingungen addieren sich algebraisch, so 
daß jede in der Gesamtschwingung als Summand erhalten bleibt und 
nicht verloren geht. In derselben Weise bleiben die partiellen Diffe- 
rentiale im totalen Differentiale als Summanden bestehen, ohne sich 
im geringsten zu beeinflussen oder zu stören. Auf diese Weise kommt 
jedes von ihnen so zu sagen vollständig zu seinem Recht. 
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167. Höhere partielle Ableitungen. Die beiden Ableitungen 
p=F,, q=F, einer Funktion zweier Veränderlichen z—= F(z, y) 
sind im allgemeinen, gleich der ursprünglichen Funktion, auch Funk- 
tionen von & und von y, wie schon [162] in der Schreibweise: 


pP=r@ y), 44 y) (A) 
zum Ausdrucke kommen sollte. Es steht daher nichts im Wege, sie 
wieder abzuleiten und so partielle Ableitungen zweiter Ordnung: 

| For, Fan Fun Fur (2) 
zu bilden, dann von diesen durch abermaliges Differenzieren zu den 
- Ableitungen dritter Ordnung überzugehen usw. Man schreibt sie 
aber auch mit Hilfe des von Jacobi für partielle Differentiation ein- 
geführten Buchstabens ö wie höhere Differentialquotienten, nämlich: 

ee ) 
Ber EOEON EOYyoR Esloy 
Beispiel. Es sei wieder: 


= Fa, y)- 23H 


52 +6y-+7 
und: | 
NE BYE a PR eu = 
PT atyane FT IT Bateytn 
Man leite erst p nach x und y, dann q nach & und y ab, so folgt: 
0°2 a & 
a 09 rege 
0,30% + 60 
6x +6y+9°° 
0° RO = 
em 2 = (39-6). 2)0r+6y+ 7-6 
a le 
— (d2 +6y + D)?[36y + 2 — 3: +6y+ NM] 
lc +18y+51 
Br +6 y +? 
0°? 7 0 9] m 2 a 
35 Fur 2. 82-3): 268 +6y+7) 3.5 
+53(52+6y+7-? 
= (52 +6y + D-°[—- 302 +30 +3(52 +6y +7] 
_—-15c+18y+51 
Ga +6y+n? 
0° ER 0 ‘ [9 —ı;: 
a Far Br -9).C-N6r+6y+N) 3.6 
— 36x + 36 


Gat+6y+D® 
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Will man die dritten, die vierten, die fünften usw. partiellen Ab- 
leitungen haben, so differenziere man auf diese Weise weiter und 
weiter, und zwar nach x oder nach y, wie es gerade verlangt wird. 
Allerdings würden im vorliegenden Falle die Rechnungen immer 
größer werden, aber doch völlig elementar bleiben gemäß den Formeln 
in Tafel I und II $ 15. 

Vertauschbarkeit beim Differenzieren. In dem vorigen 
Beispiel fällt auf den ersten Blick die Gleichung: 


„ 0 0 0 
Fos=tRs oder ı == —-, 
oder: (4) 
08 Wr der EN) Or 
aY ne 0x  da0y  dyIE 


in die Augen. Also versuche man sie ganz allgemein zu beweisen. Es ist: 


F' d y —F % f 
nr = = 5 2 =D —= piI, Y) 5 


Man bilde die Ableitungen beider Seiten nach y. Es folet: 
Fy@+da,y)—Fy(ey) _öp(y) _ 0» | 


de dy dy? 
oder auch, da F/ mit g bezeichnet werden sollte: 
ga tin y)— am Yy) _ 0», 
dx oy 
Die linke Seite ist der partielle Differentialquotient von qg nach 
x, also: 


Erste Anmerkung. In dem Beweis sind unendlich kleine 
Glieder außer acht gelassen worden, von denen nachzuweisen wäre, 
daß sie auch in (4) nur unendlich kleine Glieder zur Folge haben 
würden. Man kann wie in [139] verfahren, um diesen Einwand zu 
heben. 

Zweite Anmerkung. Man achte darauf, daß nach (4) die 
Größen p und g, als Funktionen von x und y betrachtet, nicht ganz 
voneinander unabhängig sind. Siehe z. B. [303], Fall. V. 

Dritte Anmerkung. Es macht nach (4) nichts aus, ob man 
erst nach «© und dann nach y oder erst nach y und dann nach & 
differenziert. Die Reihenfolge des Differenzierens darf ver- 
tauscht werden. Für eine Funktion zweier Veränderlichen gibt es 
also nicht vier, sondern nur drei verschiedene Ableitungen der 
zweiten Ordnung. Man bezeichnet sie oft in aller Kürze mit r, s, t, 
also daß sein soll: 
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„ ’ 0°2 
= Eos. = na) (5) 
vr „ ; : 0°2 ‚028 
s= lF%y Da Dj YE: 0x20Y  ayon? (6) 
Lan; A 028 
I u ee (7) 


Selbstverständlich kommt der Satz von der Vertauschbarkeit der 
Reihenfolge des Differenzierens auch bei der Bildung der höheren Ab- 
leitungen immer wieder in Betracht. So gibt es vier verschiedene 
Ableitungen dritter Ordnung, nämlich: 


ZA „Hr ‚ Im 
1. Er %,%) 2. Fr, ,yT = F,, Y,% = HF, 2,27 
244 IM vr [22 
3. Fayv = Fu, Fuyz; 4. Fyyy 


und allgemein n + 1 verschiedene Ableitungen n‘®* Ordnung. 

168. Höhere totale Differentiale Man differenziere das 
erste totale Differentiale: | 

dz=pdx + qdy (1) 
noch einmal total. Man erhält: 
d(dz) = d(pdx) + d(qdy) = pd(d«) + dxdp + gd(dy) + dqdy. 
Es ist: | 
d(de)=d’z, d(dy)=d’y, d(dz) = d’z 


und nach Anwendung von (1) auch auf die Funktionen p und g: 


dp = d(p@, W)— 2 da + 2 dy = rda + sdy, (2) 
dq=da(«, y) — lan + Wlay=sdz + tdy, (3) 


daher: 
d’z = pd’z + da(rdz + sdy) +qgd’y + dy(sde+tdy), (4) 
oder auch anders geordnet: 
UPz=paxc+gd’y+ (rd)? +?sdaedy+tiay?). (5) 
In dieser Gleichung werden d?x und d?y als mindestens von 
zweiter Ordnung unendlich klein vorausgesetzt (vgl. [141]). Alsdann 
wird d?’z auch von der zweiten Ordnung, da rechts alle Glieder diese 
Ordnung haben. 
In gleicher Weise könnte man durch abermaliges Differenzieren d°z, 
d*z usw. erhalten; die Ausdrücke würden aber immer länger und unüber- 
sichtlicher en Nur in einem Falle bleiben sie einfach genug, dann 
' nämlich, wenn man voraussetzt, daß sämtliche höhere Differen- 
tiale von x und von y verschwinden. Aus (5) wird alsdann: 


d’z = Fe a au N 
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Man differenziere nochmals total und betrachte dx sowie dy als 
konstant. Es folgt: 


en al, „.) (de) + 24, ) Andy + day) an 


Der Satz vom totalen Differentiale angewendet auf - usw. 


ıbt: : « 
ur. Ru E08 


De ° Ge a: Age ar 
1023) ur DRS ek enikelen nn, 


usw. Daher: 
d’z - (05: dx a an dy) (dx)? —- 2 (de az: Dada day) dxdy 
I, ; ET. 2 
7 (ran fr Do (dy) (6) 


Y2 a 1. ee 

= (de 2) +3 au: Br (da)’dy + 3 En (dj? dx(dy)’ + a 

Der Bau der Formeln (5a) und (6) drängt die Induktion gewalt- 
sam auf. Die Koeffizienten sind Binomialkoeffizienten. Man erhält 
allgemein (Schluß von » auf na +1) unter lernte Bezeichnung: 


ara (Zaa + „dy) (7) 


mit der Maßgabe, daß nach der Hntwicklng der rechten Seite mittelst 
des wu lahn Lehrsatzes statt: 


02 02\P 
2) a) 
BE 0" 2 
& 351 FEERU E (8) 
x) (oyy (0x) (ay) 
169. Um das implizite Differenzieren nach F) in |165] auf 


zweite Differentiale auszudehnen, setze man außer dza—= 0 auch noch 


d’z=0(, also nach [16855]: 
O—=pd’z + gd’y-+ (r(da)?’ + 2sdady + t(dy?). 


Da x ursprüngliche Veränderliche werden soll, wird in der üblichen 
Weised’c—=( angenommen [138]. Man erhält nach Division durch (dx): 


zu setzen seı: 


Ay dy\? 
OBRE e rennen) 7 4+2sy+ ty)? n 
(dx)? ee, aa BR a (1) 


und nach Einsetzen von y’ aus [165 9]: 


r’—2spg+tp® (2) 
q’ 7 


Y— Br. 
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Diese Formeln sind in [127] vorweggenommen. Die Ermittelung von 
y”, y”” usw. durch implizites Differenzieren würde in gleicher Weise 
vor sich gehen können, nur werden die Endformeln erheblich länger 
und ın ihrem Bau verwickelter. Eines aber ersieht man bald. Alle 
diese Ausdrücke, schon mit dem für y’ anfangend, haben Potenzen 
von q im Nenner. Sollte daher q gelegentlich verschwinden, so be- 


trachte man lieber x als Funktion von y. Dies würde zu der Formel: 


L 


„ tp®— 2sqp-- rg? 
= — — p° = 
führen, welche übrigens denselben Zähler hat, wie (2). 


170. Differentielle Transformationen. Oft genug hat man 
hinreichende Veranlassung, von einem System von Veränderlichen zu 
einem anderen System von Veränderlichen überzugehen. Selbst- 
verständlich werden in solchen Fällen mit den Veränderlichen auch 
die Differentiale transformiert. Genügen erste Differentiale, so hat 
man die Transformationsformeln nur einmal zu differenzieren nach 
dem Satz vom totalen Differential; sind aber zweite, dritte ... 
Differentiale zu betrachten, so differenziere man eben zweimal, drei- 
real en 

Beispiel. Man gehe von rechtwinkligen auf Polarkoordinaten 
über. Die Transformationsformeln sind: 


P—=NCoRD, Y=rsingo. (1) 
Man differenziere einmal total. Es ergibt sich: 
a) de=cospdr—rsinpgdp, P) dy=sinpydr-+rcospdp. (2) 
Man differenziere noch einmal total. Es folst: 


e) dx= cospdr -rsngd’p — 2drdp sing —r cosp(dp)", (3) 
B) Py=sinpd’r+rcospd’p + 2drdp cosp— rsinp(dp)”. 5 
Um die umgekehrten Transformationen der Differentiale zu erhalten, 
könnte man zunächst (1) umkehren in: 
r=Vo?+y, gp=are (tg —— 2) 


35 
und nun diese Umkehrungen differenzieren. Man kann aber auch un- 


mittelbar (2) und (3) selbst umkehren, indem man aus (2) dr und 
dp, und aus (3) d’r und d’p berechnet. Es wird: 


5 d d 
ed ine Y2Y 


r RT A 
Ver +y (4) 
cospdy—sinygdx zdy—ydz zdy— ydx 
dp r 5 Pi et y? Fe 


Entsprechend ergeben sich d?r und d’y. 
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Hat man hiernach irgendeine Differentialformel in rechtwinkligen 
Koordinaten abgeleitet, so kann die entsprechende Differentialformel 
in Polarkoordinaten sofort durch Einsetzen von (2) und (3) bestimmt 


werden. 
So ist z. B. in rechtwinkligen Koordinaten: 


I. Das Bogenelement: ds = Y(da)’ + (dy)’, 
II. Die Richtungskonstante der Tangente: tg r = y’ = - 
III. Das Sektorelement | 


8-10 pp ee 


Daher in Polarkoordinaten: 


ds—Y(eospdr — r sinpdp)? + (smpdr +rcospdg?, 
oder, nach erheblicher Vereinfachung: 
Ia. ds =Y(dr)? + r?(dy). 


Statt r empfiehlt es sich, bei Polar- 
koordinaten den Winkel «w zwischen 
Tangente und Radiusvektor zu nehmen. 
Es ist: 


rn ae 
uU=T—9, er. 
also: 
le 
dx cCosp cospdy—sinpgdx 
te u= _—— 
= dy sing cospgdz -+sinpdy 
147 | 
dx Cosp 


cos p(sinpgdr-+ rcospdy) — sin p(cospdr —rsin pdy) 
cos p(cospdr —rsinpgdp)— sing (singdr-+rcospdp)’ 


oder, nach erheblicher Vereinfachung: 


rdg 
dr:! 


I a. tg u= 
Das Sektorelement wird: 


E zdy—ydz  rcosp(sin pdr-+rcospdgy)—rsingp(cospdr—rsinpdy) 
— 5 = an RE _—, 


oder, nach erheblicher Vereinfachung: 
Ila. | NE, 


Selbstverständlich hätte man diese drei Formeln auch ohne Trans- 
formation unmittelbar durch Differentialgeometrie [150] erhalten 
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17017 


können und sogar erheblich einfacher. Hierzu denkt man sich um 
OÖ als Mittelpunkt mit r als Radius den unendlich kleinen Bogen PQ 
geschlagen, so entsteht das unendlich kleine rechtwinklige Dreieck mit 
der Hypotenuse ds und den beiden Katheten dr und rdp. Also 
nach Pythagoras: 


is = Vin)? + (räp? =Vlan) + r*(dp), 
womit la. wieder gefunden worden ist. Ferner ist der Winkel 
zwischen dr und ds=u (genauer = u — dp), daher: 


u N 
| in OP tdre) 
womit lla. wieder gefunden ist. Drittens beachte man, daß der In- 
halt des Dreiecks POP, unendlich klein von der zweiten Ordnung 
ist, daher unter Beschränkung auf Größen erster Ordnung: 


dS = Kreissektor OPQ — 


Bogen < Radius  r.dyp:r "dp 


2 2 BAER 


womit Illa. wieder gefunden ist. Wo aber zweite Differentiale vor- 
kommen (wie in der Theorie der Krümmung, $ 21), da wird die 
Differentialgeometrie unter Zugrundelegung von Polarkoordinaten recht 
schwierig, so daß man doch besser mit dem analytischen Transfor- 
mieren und Differenzieren fährt, obgleich auch dieses manchmal er- 
hebliche Rechenarbeit macht. Als Beispiel, das später Anwendung 
finden wird, werde der Ausdruck: 
dad’y — dyd’x 
in Polarkoordinaten transformiert: Man erhält: 
dad’y — dyd’x = (cos pdr — r sin pdy)d?y — (sin pdr + rcosp)d’x 
— — dr(sin gd?x — cos pd’y) — rdp(eos pd’x + sin pd?y). 

Nun ergibt sich ferner aus (3), nach erheblicher Vereinfachung: 

sin gd’z — cos pdy= —rd’p — 2drdy, 

cspdc+sinygdy= d’r—r(dp). 
Daher: 

dad’y — dyd’x = rdrd’p + 2dp(dr)” + r?(dp)’ — rdgpd’r.. IV. 


171. Bisher sind in diesem Paragraphen nur Funktionen von 
zwei ursprünglichen Veränderlichen betrachtet worden. Sind drei 
solche, etwa x, y, 2 und eine Funktion von ihnen: 


U= Fa, y, 2) (1) 
gegeben, so wird nur die Anzahl der partiellen Ableitungen ent- 


sprechend größer, sonst aber bleiben die Sätze und Formeln bestehen. 
Es gibt drei Ableitungen erster Ordnung: 
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2) U ' 7 U 7 7) U r / 
ale a 2) 
ee sechs Ableitungen zweiter Ordnung: 
enD — Fi x 2 et Ze a ’ on ns SER 
(0.0)? CHE A EA #7 
040 6*U gt 
Dry" Dyda Far Eun ) 
FU DIR „ % : 
0x 02 Sr dz20x Ir 28 ans ah x) 
0° U 0° U Ir 7 
0y 02 S= 020y gr Fy, za. er 
usw. Das erste totale Differential wird: 
au=%. da +5, dy+%, de. (4) 
Das zweite totale Differential wird: 
BU-Il da + 9 „ey Ben 
+ (Ga (da)? + > + u (6) 
em n: 


42 b, „dady+2,,;, dyder 2 5 deda) 


usw. Beispiel. Es sei: 
N EN u 
6 
" Ya ty-br+e@— © 
[u, a, b, ce sind Konstanten; r = Y(x — a)? + (y— b)? + (2e— ce)? kann 
gedeutet werden als Abstand eines festen Punktes Q mit den Koordi- 


naten a, b, c, von dem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten z, 
y, 2]. Es folgt durch einmaliges Differenzieren: 


BEER u(x — a) 

0 nr  Yazaity-br4 eg" 
A Be RL, 

N Ve-a'+W—-d'+ eg" (7) 
UN EEE EI 

DE ei Vera re 


Ferner ergibt sich durch nochmaliges Differenzieren: 


NEN ar an U Buy—b)(@—e) 

(OR er r> Mo ee r? , 

PU TREE NSEEIT 20 Ur Mauer 8 
(Das r? ITS FE r? , ( ) 
U _ u, Bao, EU Bea y—d. 

Da er 2? ee rö 
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Wenn der vorhin genannte Punkt P von dem festen Punkt Q 
nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz angezogen wird, so ist 


der Ausdruck für die Kraft: ; 
K=-n:- (9) 


Es ist nun sehr beachtenswert, daß die Komponenten X, Y, Z 
dieser Kraft ÄX nach den Koordinatenachsen mit den ersten partiellen 
Ableitungen von U identisch sind: 


oU 0 oU 
en Ve Don: (10) 
. eine Tatsache, welche zu allererst Anlaß gegeben hat, die Funktion U 
in die Mechanik als sogenanntes Newtonsches Potential ein- 
zuführen. Näheres hierüber gehört in Lehrbücher der Mechanik; 
doch sei nur noch erwähnt, daß die Addition von (8) ergibt: 


PU 38 , 3ul@— a +y—b’+@— g)] 
+ = 


ö "U 
dat oT 


also, überaus einfach: 


a a DE 
ent Tee? on 

Dies ist die sogenannte Laplace’sche partielle Differential- 
gleichung, welche in der Theorie des Newtonschen Potentials eine 
äußerst wichtige Rolle spielt. 

Sind noch mehr als drei, sind beliebig viele ursprüngliche Ver- 
änderliche gegeben, so bezeichnet man sie oft nicht mehr mit ver- 
schiedenen Buchstaben als x, y, 2,..., sondern mit demselben Buch- 
staben, dem Indizes angehängt werden, als #,, %,, &,.... Es sind 
also dann &,, &, &, ... nicht mehr, wie es früher war, verschiedene 
Werte, die man nacheinander derselben Veränderlichen x beigelegt 
denkt, sondern verschiedene Veränderliche selbst. Im übrigen tritt 
keine wesentliche Veränderung ein. 


il; (11) 


172. Partielle Differentiation von Funktionen von Funk- 
tionen. Gegeben sei eine Funktion: 


U— Ulm,2,,2;...%,) (1) 


der n Veränderlichen &,, &%,...%,. Man ersetze sie durch beliebig 


viele andere Veränderliche &,,&,... &,, indem die Reihe der x mittels 
gegebener Transformationsformeln: 


I, Fa 2, (&, &, en a 


I, = 2 (6, &,, ee Ei (2) 


u c 
LU, 2 a She 3%) 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 18 
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ausgedrückt sei durch die Reihe der & Nach Einsetzen von (2) in 
(1) wird U in erweitertem Sinn [56] zu einer Funktion von Funk- 


tionen &,, & ... Sie soll partiell nach &,, & ... differenziert werden. 
Lösung. a Rah: vom totalen Differentiale ist sowohl: 
U 
als auch: 
oU oU oU 
aut at art (4) 


Nach demselben Satz sind ferner die Gleichungen (2) zu differenzieren. 
Es ergibt sich: 


AR GE dato arme He 


25 jE 0% 
da, — {2 aut: os aut 
daher nach Einsetzen von ) in Be 
U 
una a, +5 ds+:-') 


* a2 ( Aut ae dEstEn ) 
+ - - ARE 


oder, anders geordnet: 


oU:0%, ol ez, OU 0%, 
AU (5. 98 +, RER )d&, 
oU ” a 0%, 01086 (6) 
5 BE 0 Bey; ÖX, wi 0a 28 aysjE ) di 


Diese Gleichung (6) muß, da die Differentiale a8, ß 7 ... Zwar un- 
endlich klein, sonst aber bebehrs sind, mit (4) identisch sein. Daher: 


ehe ll N 
ER NEN 
oU ,0U dx, leo, { =; 
TEEN re nsecen 


(2) 


Offenbar sind diese Gleichungen anzusehen als die. allgemeinste Er- 
weiterung der Gleichung in [123]: 


ED) Fe. Pa) = P@), 
denn man en nur anzunehmen, daß sowohl die Reihe &,, &,..., 
als auch die Reihe &,, &,... nur je eine Veränderliche x und & ent- 


hält, wodurch das System (7) sich auf eine einzige Gleichung: 
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oU_0oU 6x 
DEREN 
reduziert, welche mit der vorigen, abgesehen von den veränderten Be- 
zeichnungen, identisch ist. 
Will man auch Ableitungen zweiter Ordnung transformieren, so 


differenziere man (7) nochmals partiell nach &,, &, ... und wende 
auf die partiellen Differentialquotienten: 
oU oU 
Se a 
ee De es N, 
abermals (4) an, nachdem U durch ° a ersetzt ist. Entsprechend 


verfahre man bei der Transformation der Ableitungen dritter, vierter 
Ordnung usw. Die Endformeln werden selbstverständlich immer länger. 

173. Variationen und Variationsreehnung. Zunächst sei 
zur Vermeidung von Verwechslungen sofort erklärt, daß die Variationen, 
welche hier genannt sind, auch nicht das mindeste gemeinsam haben 
mit den Variationen, welche mit den Permutationen und Kombinationen 
die Hauptbegriffe elementarer Kombinatorik bilden. Denn die Varia- 
tionen der höheren Mathematik, im besonderen der Variationsrechnung, 
welche noch eine Stufe höher steht, als die elementare Differential- 
rechnung, sind unendlich klein, sind wesentlich nichts anderes als 
Differentiale. 

Doch mit einem feinen aber bedeutsamen Unterschied in der Auf- 
fassung. Nämlich mit demselben Unterschied, welcher in der Mechanik 
zur Unterscheidung von virtuell und wirklich Anlaß gegeben hat. 
Virtuelle Bewegungen eines Körpers sind bekanntlich solche Be- 
wegungen, die er meist unter Voraussetzung eines „Zwanges“ nach 
dem Maße seiner „Freiheit“ noch ausführen könnte, während er doch, 
wenn außer den Zwangskräften noch andere gegebene Kräfte auf ıhn 
wirken, nur eine Bewegung wirklich beschreibt. 

Und ungefähr so verhält es sich mit einer Variation und einem 
Differential. Eine Variation ist so zu sagen ein virtuelles Differen- 
tial; ein Differential schlechthin ist dagegen ein wirkliches Differen- 
tial. Vielleicht ist diese Auseinandersetzung noch zu allgemein und 
zu unbestimmt; man müßte an Beispielen erläutern, wie sie zu verstehen 
ist. Doch soll es hier nicht geschehen, weil von Variationen nur 
diese eine Nummer überhaupt handelt. 

Das in der Variationsrechnung gebrauchte Zeichen für Variationen 
ist der Buchstabe d, das griechische d. Man schreibt dx, wenn eine 
Variation’ von x gemeint ist und dx, wenn ein Differential von x 
gemeint ist. So z. B. die Gleichung: 

2=320°+5dy?+ Tay 
18* 
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differenzieren heißt die Gleichung bilden: 
de = bxdx + 10ydy + Tydz + Txdy. 
Sie variieren heißt aber die Gleichung bilden: 
dz = 6xdx + 10ydy + Tydx + Txöy. 


Oft hat man Veranlassung, beide Gleichungen aufzuschreiben, z. B. 
in der höheren Mechanik. Man wird da oft beide Buchstaben d und d 
zugleich finden. Der Variation kommt aber noch eine höhere als die 
eben auseinandergesetzte Bedeutung zu, in welcher sie das ursprüng- 
liche Differenzieren weit überflügelt. Denn wo differenziert wird, 
handelt es sich immer nur um eine endliche Anzahl von Größen, 
welche ihre Werte ändern, etwa &, oder x und y, oder &, y und 2 usw. 
Wo aber variiert wird in dem eigentlichsten Sinne der Variations- 
rechnung, da handelt es sich meist um Funktionen in ihrem ganzen 
Verlauf, welche sich ändern sollen. Um dies in einem geometrischen 
Bilde zu zeigen, nehme man irgend zwei Kurven A und :B als ge- 
geben an. Der Augenschein lehrt, daß es unbegrenzt viele Möglich- 
keiten gibt, durch stetige Veränderung, durch fortgesetztes „Variieren“ 
die eine Kurve in die andere zu verwandeln, wobei eben auch die 
Gleichung der einen auf stetige Weise in die Gleichung der anderen 
übergeht. Beim Differenzieren bleibt man auf derselben Kurve und 
‚geht von einem Punkt zum Nachbarpunkt. Beim Variieren aber 
geht man von einer Kurve zu einer benachbarten Kurve über. Darin 
besteht, geometrisch ausgedrückt, der Unterschied zwischen Differen- 
zieren und dem Variieren in dem eigentlichsten Sinne, wie ihn die 
Variationsrechnung meint. 

Daß an sich sehr einfache Aufgaben Veranlassung zum Variieren 
geben können, zeigt folgende Überlegung, die gar keine mathematisch- 
technische Kenntnisse erfordert. Offenbar gibt es unzählig viele ge- 
schlossene Kurven, welche denselben Umfang haben; doch wird der 
eingeschlossene Flächeninhalt kleiner oder größer sein können, je nach 
der Gestalt der Kurve. Er wird aber einen größten Wert, ein Maximum 
haben, und es leuchtet wohl ein, daß dieses Maximum eintreten wird 
für den Kreis. Doch den strengen analytischen Beweis, vgl. [179], 
wird man wohl nur durch Variieren der Kurve, Berechnung der zu- 
gehörigen Variation des Inhaltes F, (also eines ÖF', nicht dF') und 
Behandlung derselben nach den Methoden der Variationsrechnung 
führen können. Es gibt aber andere Fälle, wo die Lösung nicht so 
augenscheinlich ist, z. B. die „Kurve des schnellsten Falles“, deren 
Auffindung seinerzeit erheblich zur Ausbildung der Variationsrechnung 
beigetragen hat. 
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Aufgaben zu $ 19. 


1. Zu den Ausdrücken für das erste und zweite totale Differential: 
dz—=pdx + gdy, d’z=pd’x + gd’y + r(dz) + 2sdxdy + t(dy)’ 
einer Funktion von zwei Veränderlichen sollen Ausdrücke für ihr 
drittes und viertes totales Differential ergänzt werden. Dabei seien 
der Kürze wegen die vier dritten Ableitungen mit «, ß, y, d und die 
fünf vierten mit A, 5, O0, D, E bezeichnet, also: 

IE DR 
AH DENE. 
2. Unter Bezugnahme auf 1. sollen zu den Ausdrücken in [168]: 
DER RL u Liy 0 ore wasparnip 
re q ’ q a gq? 
die Ausdrücke für y’ und y”” ergänzt werden. 
3. Der Ausdruck: 


DAN a 
Bm? (oO)? (02)? 
(vgl. [171]), in dem U irgendeine Funktion der rechtwinkligen Ko- 
ordinaten x, y,2 bedeuten soll, ist durch Ubergang zu räumlichen 
Polarkoordinaten r, 9, 6 umzuformen. Die Transformationsformeln 
sind (vgl. [619]): Ü 
a) C=rCospcosd, y—-rsinpcosd, Z=rsind, 
oder umgekehrt: 
b) r=-Vrty?+ 22, g— aro (din ee), 


p=arc(tg- 4). 


Fünfter Abschnitt. 
Hauptanwendungen der Differentialrechnung. 


$ 20. Maxima und Minima. 


174. Maxima und Minima sind größte und kleinste Werte; aber 
der Sinn, welchen der Mathematiker in diese Worte hineinlegt, weicht 
doch manchmal erheblich von dem Sinn des gewöhnlichen Sprach- 
gebrauches ab. Wenn z.B. (Fig. 52) von der unbegrenzten Geraden / 
nur die Strecke P,P, betrachtet wird, so ist zwar y, ein Minimum und 
y, ein Maximum sämtlicher Ordinaten, jedoch nur für den gegebenen 
Spielraum. Sie würden bei seiner Erweiterung sofort aufhören größte 
und kleinste Werte zu sein. Solche durch Begrenzung entstehenden 
größten und kleinsten Werte gelten hier nicht als Maxima oder Minima. 

Ein Maximum oder Minimum ist vielmehr ein Wert, welcher 
größer bzw. kleiner ist (oder noch genauer, welcher nicht kleiner bzw. 
nicht größer ist) als alle Nachbarwerte nach allen Seiten. In diesem 

eigentlichen Sinne ist in Fig. 53 y, 
vr PETER ein Maximum und y, ein Minimum. 
Man beachte bei dieser Definition 
e“ das Wort „Nachbarwerte“, welches 
4 %| bedeutet, daß das Maximum oder 
Fig. 52. Fig. 58. Minimum sich nur auf die Nachbar- 
schaft bezieht oder zu beziehen 
braucht. Das soll heißen: Es kann zwar ein Maximum ein schlechthin 
größter und ein Minimum ein schlechthin kleinster Wert sein. Und 
oft ist es auch so. Es kann aber auch ein Maximum bzw. Minimum 
nur für seine Umgebung ein größter oder kleinster Wert 
. sein, wie z. B. in Fig. 53 y, ein Maximum bleibt, obgleich 
y, noch größer ist und y, ein Minimum bleibt, obgleich 
y, noch kleiner ist. 

Nach dieser Klarstellung des Begriffes eines Maxi- 
mum oder Minimum sei zunächst die allereinfachste 

I hierher gehörende Aufgabe behandelt. 


Aufgabe: Gegeben sei eine, Funktion einer Ver- 


Fig. 54. .. . 4 
änderlichen: y- f(&) I (1) 
etwa geometrisch durch die Kurve Fig. 54 veranschaulicht. Es soll 
der Wert (oder die Werte) von x bestimmt werden, für welche y 
ein Maximum oder Minimum ist. 
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Lösung: Es sei 2 =&%-+h ein „Nachbarwert“ von x. Der zu- 
gehörige Funktionswert ist nach dem Taylorschen Satz [157 1a]: 


y=fa+h)=-fa)+Lf@+ih=-y+tlf@tih). (2) 


Er unterscheidet sich also von dem ursprünglichen f(x) um 
hf‘ («+ 4h). Daher kann y kein Maximum oder Minimum sein, wenn f’(«) 
positiv oder negativ ist. Denn bei hinreichend kleinen h hat f («+ Ah). 
dasselbe Vorzeichen wie f’(x), folglich wechselt hf’(x + Ah) sein Vor- 
zeichen mit h. Also: 

Erste Bedingung eines Maximum oder Minimum ist die Gleichung: 


v-/@)=!, (8) 
oder geometrisch ausgedrückt: Die Tangente in P muß horizontal sein. 
Es sei also (3) erfüllt, so gehe man in der Entwicklung nach dem 
Taylorschen Lehrsatz um einen Schritt weiter und schreibe nach 
[157 1b]: x 

Y-y+zf (@+ Ah). 


Angenommen, es verschwinde f”(x) nicht, sondern sei positiv 
oder negativ. Dann kann || hinreichend klein gemacht werden, daß 
f'(«e+4h) dasselbe Vorzeichen habe wie f”(x). Da h? immer po- 
sitiv ist, folgt, daß die Differenz: 


y—-y-Sf'(@+ Ah) (4) 

dasselbe Vorzeichen hat wie f”(x). Daher: 
| y ein Max., wenn Y=0, y’<0, (5) 
y ein Min, wenn yY=0, y'>Vd. (6) 


Man kann sich auch so ausdrücken. Damit ein Maximum oder 
Minimum überhaupt vorliege, muß das erste Differential: 


day na yde (7) 
verschwinden. Ist das zweite Differential: 
d’y=f(a)(de)’= y (dx) (3) 


positiv, so liegt ein Minimum, negativ, so liegt ein Maximum vor. 

Damit ist der normale Fall dargelegt. Es sei nur noch hinzu- 
gefügt, daß nach (4) in der Umgebung des Maximum oder Minimum 
die Veränderung von y dem Quadrate der Anderung von x pro- 
portional ist. Hieraus folgt nämlich, daß sich die Funktion dort . 
außerordentlich langsam verändert (es verschwindet ja ihr erstes Diffe- 
rential!), worauf zuerst Kepler aufmerksam gemacht haben soll. 

Es bleibt noch der Ausnahmefall übrig, daß: | 


Hr (>= 0rundlauch Iyzr > 0 (9) 
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= = ne = en 


sei. Dann gehe man in dem Taylorschen Satz noch ein Glied weiter 
und schreibe: 


BEN EX 272 
Y=ytzf (e+tAh). 


Wenn f(x) nicht verschwindet, sondern positiv oder negativ ist, 
so kann |/| hinreichend klein gemacht werden, daß f”(z=+h) das- 
selbe Vorzeichen habe wie f” (x). Die Differenz: 


Ries, 
N-y-zf (@+Ah) 


wechselt also ihr Vorzeichen mit h. Also kann 
y weder ein Maximum noch ein Minimum sein. 
Es ist vielmehr y ein sogenanntes Maximum- 
Minimum, wenn y’” positiv ist und ein Minimum- Fig. 55. 
Maximum, wenn y” negativ ist (Fig. 55). 

Wieder bleibt der Ausnahmefall übrig, daß nämlich: 


Y-fln)e0, Verein ae 


sei. Dann gehe man in dem Taylorschen Satze noch ein Glied weiter 
und schreibe: 


us PEN. 


4 
y=y+lr(@+Ah) 
usw. Also: 

Soll y ein Maximum oder Minimum sein, so muß y’ verschwinden. 
Man setze den Wert von «, für welchen diese Bedingung erfüllt wird, 
ein in y" und wenn O herauskommen sollte in y’” und wenn OÖ heraus- 
kommen sollte in y”’ usf. ein. Allgemein sei y? die erste nicht ver- 
schwindende Ableitung. Ist p gerade, so liegt ein Maximum vor, 
wenn %? negativ ist und ein Minimum vor, wenn y? positiv ist. Ist 
aber » ungerade, so liegt weder ein Maximum noch ein Minimum vor, 
sondern entweder ein Maximum-Minimum, wenn y? positiv ist oder ein 
Minimum-Maximum, wenn y? negativ ist. 

Doch der einfachste Fall, daß schon y” nicht verschwindet, ist, 
wie gesagt, der Normalfall. Oft, sogar meistens, kann man sich die 
zuweilen ziemlich mühsame Bestimmung des Vorzeichens von y schenken, 
wenn nämlich anderweitig klar erkenntlich ist, ob ein Maximum oder 
Minimum vorliegt. Es sei z. B a<b und für <=a sei y' positiv, 
für 2=b sei y’ negativ (oder für =a wachse y, für «= b nehme 
y ab). Außerdem verschwinde y' nur einmal zwischen 2—=a und 
%=b. So kann y an dieser Stelle nur ein Maximum sein und die 
Bestimmung des Vorzeichens von y” wird entbehrlich. 


175. Erstes Beispiel (Fig. 56). In eine Ellipse ein Rechteck 
von möglichst großem Inhalt einzubeschreiben. Es soll sein: 


J=4ry—4 zVa’— = Max., (1) 
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also nach [174]: 


b — 2% Fe 
Bye 22,3) _ 
J (@ al *) 3 (2) 


oder: 


0=-- a4 (@- 29, z-y2, y-!yaza-2ys, 


230 00308 
Ins 4.22. VB = 2ab. 
Zuweilen kann man sich die Rechnung etwas vereinfachen. Kon- 


‚stante Faktoren in (1) haben nichts auf sich. Außerdem hätte die 
Wurzel entfernt werden können, wenn man nicht .J, sondern 


a? 
16 b? 
— einem Maximum gesetzt hätte. Es würde sich ergeben haben: 
20 —Ar=0, 
also nach Fortlassung des Faktors x, (da «= 0 hier offenbar nicht 
in Betracht kommt), dasselbe wie vorhin. Selbstverständlich wird J 


Jen 


Fig. 56. Fig. 57. 


zu einem Maximum. Wer aber durchaus will, der differenziere (2) 
noch einmal und berechne: | 


„ bey 2% 6 #% 
REN EEE BT 
a Va?— x? YVa?-—-x YVa’— a? 
x und Ya? — x? werden positiv vorausgesetzt. Also wird .J” negativ, 
d.h. J ein Maximum. 


Zweites Beispiel (Fig. 57). Aus einem Baumstamm mit kreis- 
förmigem Querschnitt einen Balken von möglichst großer Tragfähig- 
keit herauszuarbeiten. Es soll das „Widerstandsmoment“: 

bh? bid—b) dbai—d® 
is ee 
möglichst groß sein. Also: 


RE 
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= 735 ek 78 
-VEZB- Vers ae, 
b:h=1:VY2»5:7T. 

Geometrische Lösung: Man teile den Durchmesser AC in drei 
gleiche Teile, errichte in den Teilpunkten die Lote auf ihm und be- 
stimme so 5 und D. 


Drittes Beispiel. In eine Ellipse ein Rechteck von möglichst 
großem Umfang einzubeschreiben. Es soll sein: 


U =40+4y—=4r +4 Var at Max, 


EN 


ya 


? 


oder: 
o?(a? — 2?) = b?x?, 
a a? A, b° Ä A 
Var IT er pr 2:y—=ar:.D, 
4a? 4b® en 
Ümaz re = Em 4 Ya? —- Br 


Var +0° " Var 
Das Rechteck mit dem größten Umfang hat also denselben Un- 
fang wie das der Ellipse einbeschrie- 
bene Rhombus, dessen Ecken die vier 
Scheitel sind. Denn jede Seite des- 
selben ist — Ya? + b2. 

Viertes Beispiel. (Fig. 58.) 
Auf einer Geraden einen Punkt P so 
zu bestimmen, daß: 


AP+BP=r-+r,=Min. 


wird. Es soll sein: 


s=-r+n=YVa+22+Yb?+(c— x) =Min., 


‚ %c GG X 


— a —( 
; Varta: Fybi rien) 
(u +(c— D)=(c— r)(a +2), 


Pr —=al(le— x), be=+tal—e), 


entweder: 


ac be 
er Ne, C ea, 
oder: 
ac be 
a NA RE 


Der zweite Wert kommt hier nicht in Betracht. Er gibt den 
Schnittpunkt @ von Z mit der Verlängerung von AB. Für ihn 
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ist nicht die Summe r + r, ein Minimum, sondern die Differenz r — r, 
ein Maximum = AB. Die Gleichung für x ergibt ferner: 

— — Sr —0, d.h: cog=cosß; a—B, 
also das Gesetz der Spiegelung. Man suche zu B das Bild B,, als ob 
die Gerade ein Spiegel wäre und verbinde B, mit A. A Schnittpunkt 
mit / ist der Punkt 5b. Die Spiegelung ® 
geht also so vor sich, daß das Licht 
nn A und 5 einen et kleinen 
Weg s zurücklegt, also auch möglichst 
wenig Zeit gebraucht. Die Zeit ist ein 
Minimum. (Siehe 6. Aufgabe.) 

Fünftes Beispiel. (Fig. 59.) Auf 
“einer Geraden einen Punkt P so zu bestim- 
men, daß X APB=g möglichst groß wird. 

Lösung. Man halte sich nicht an @ selbst, sondern an eine 
trigonometrische Funktion, etwa an tgy. Es ist: 

ty tg (a P) = MEER, 
Ferner berechne man: 


AA, asiny _ nn b siny 
IR Easy: ORT DB n—boony? 
also 
asiny bsiny 
el co8y_ x —bcosy _ asiny(®— bcosy)—b sin y(@— a cosy) 
59 1 asiny bsiny (2 — acosy) (@e—bceosy) + absin’y ? 
2, (2 — a cos y)(@—b cosy) 

oder nach möglichster Vereinfachung: 


(a — b)siny-x Er 
Me x —(a+b)wcosytab Max 
— (a+b)& cos y+ab)— (2% —(a-+b) cosy) 


BE (> 
9)’ =0=(a-—b) sin y (© — (a + bw cosy+ ab)* 


Er sehr einfach: 
2=ab, 2 +YVab. 

Das — Zeichen würde einem Punkt P’ auf der anderen Seite 
von AB entsprechen, der von @ ebensoweit entfernt ist wie P. 
Übrigens hätte diese Aufgabe auch durch Differentialgeometrie [150] 
auf überaus einfache Weise wie folgt gelöst werden können. Bekannt- 
lich liegen alle Punkte, von denen aus A und 5 unter einem ge- 
gebenen Sehwinkel p erscheinen, auf einem Kreisbogen über AB als 
Sehne. Nimmt man @ größer als das gesuchte Maximum, so schnei- 
det der Kreisbogen ! überhaupt nicht (P wird imaginär). Nimmt 
man kleiner, so schneidet der Kreisbogen / in zwei Punkten. Also 
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wird das Maximum eben dann erhalten, wenn der Kreisbogen I be- 
rührt. Dann ist naclı dem bekannten Sehnen- und Tangentensatz: 
= ab; z=YVab. 

Sechstes Beispiel. (Fig.60.) Ein Mann geht am Strande spazieren 
und hört, als er sich in A befindet, in 5 
ein in das Wasser gefallenes Kind schreien. 
Wo liegt die Stelle P, an der er sich in 
das Wasser stürzen muß, um das Kind 
möglichst schnell zu retten. Es soll die 
Zeit: 

t=t4+14= Min. 

sein. Bezeichnet man die Geschwindig- 
keiten, mit welchen der Mann auf dem 


Lande laufen und im Wasser schwimmen 
kann, mit V und v, so ergibt sich: 


8) Eye rer ee 
=> = == 


v Pa v v 


also: REN ER RE 
ya Veran 
(2 
ee ENT EN, 
vyb+a? vyeatld—-n: | 
v”arl? + (d— wo) —- Va —- (+) —=0. (3) 


Diese Gleichung vierten Grades hat für VY>v eine einzige Wurzel 
zwischen d und A,Ü = db:(b-+.c) und diese Wurzel, welche etwa nach 
der Newtonschen Näherungsmethode $ 22 bestimmt werden könnte, 
entspricht der gestellten Aufgabe. 

In dieser Fassung handelt es sich selbstverständlich um eine 
Scherzaufgabe, doch etwas anders gedeutet erhält sie einen sehr tiefen 
Sinn. Es ist nämlich: 


— . 
= s1ndG. 
1 


Die Gleichung für x bedeutet daher: 


x 3 N 
uns —= sm 4, 


sin? sina Ka 2 

= Endenesina, 
won=V:v gesetzt wird. Bekanntlich stellt diese Beziehung zwischen 
i und a das Brechungsgesetz des Lichtes von Snellius vor. Man 
darf daher in Verbindung mit der Erläuterung des vierten Beispiels 
sagen, daß der Weg des Lichtes nicht durch die Bedingung bestimmt 
wird, daß seine Länge, sondern dadurch, daß die gebrauchte Zeitein 
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Minimum ist. So schließt also die allgemeine Theorie der Maxima 
und Minima in überraschender Weise die geometrische Optik als eine 
Anwendung ein. 


176. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer Ver- 
änderlicher. Gesetzt, es solle: 


z= F(x, y) aer 
ein Maximum oder Minimum werden. Dann muß zu allererst das 
totale erste Differential, vgl. [174 7]: 
de=pde+qdy=F,d« + F,dy (2) 

. identisch verschwinden, d.h. für jedes Verhältnis von dz und dy. 
Denn wäre es nicht so, so würde dz sein Vorzeichen wechseln, wenn 
dx und dy ihre Vorzeichen wechseln, d. h. dz würde positiv und ne- 
gativ sein können, was weder bei einem Maximum noch bei einem 
Minimum möglich ist. Soll aber (2) identisch verschwinden, so 
müssen die Gleichungen: 

| el (8) 
beide erfüllt sein. Sie treten an die Stelle der vorigen einen Gleichung 
y’'=(0 und dienen zur Bestimmung von x und y. Um ferner zu ent- 
scheiden, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt, bilde man ganz 
entsprechend zu |174 8] das zweite totale Differential, welches nach 
- [168 5a] wegen (3) jetzt heißt: 

dz=r(dx)’ + 2sdxdy + t(dy)”. (4) 

Kann d’z nur positiv sein, so ist 2 ein Minimum. Kann d?z 
nur negativ sein, so ist 2 ein Maximum. Kann aber d?z positiv und 
negativ werden, je nach dem Verhältnis von d&:dy, so ist z ein 
Maximum-Minimum, wenn auch in etwas anderem Sinne als [174]. 
Da die rechte Seite von (4) eine quadratische Form ist, so entscheidet 
daher zu allererst nach [73] die Diskriminante rt— s”. Man erhält 
folgende drei Normalfälle: 


1.rt—s®>0; r>0, also auch t>0, so z ein Minimum. | 

2.rt—3>0; r<0, also auch t<0, so z ein Maximum. (5) 

3. rt— s’<0; so z ein sog. Maximum -Minimum. 
Fall 1 entspricht dem 8 2 


höchsten Punkt eines Berg- 
gipiels; Fall 2 entspricht .dem 


tiefsten Punkt einer Talmulde. : Y 

Fall 3 aber entspricht dem 

höchsten Punkt eine Gebirgs- TE 
ig. 61. 


passes, dessen Höhe ein Mini- 
mum ist im Vergleich zu den Nachbarhöhen des zu überschreitenden 
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Gebirgskammes, dessen Höhe aber ein Maximum ist im Vergleich zu 
den Nachbarhöhen des Passes. | 

Außer den drei Normalfällen gibt es auch Ausnahmefälle, wie 
in [174]. Es kann ja z.B. auch rt!— ®=(0 sein, dann kann sich 
2 „eben noch“ als ein Maximum oder „eben noch“ als ein Minimum er- 
geben. Es kann aber auch außer dem ersten sogar das zweite totale 
Differential identisch verschwinden, oder: 

el Ws ee 

sein. Dann käme das dritte totale Differential an die Reihe usw. 

Sind statt zwei etwa drei oder noch mehr ursprüngliche Ver- 
änderliche vorhanden, so hat man statt der beiden Gleichungen =, 
q=0 deren drei oder noch mehr zur Bestimmung der Stelle, an der 
sich das Maximum oder Minimum befinden muß. Das erste totale 
Differential der Funktion verschwindet an einer solchen Stelle iden- 
tisch, und zur Frage, ob ein Maximum oder ein Minimum oder ein 
Maximum-Minimum vorliegt, wird das zweite totale Differential zu- 
ständig. Es ist ein Ausdruck zweiten Grades der ersten Differentiale 
der ursprünglichen Veränderlichen, welcher auf sein Vorzeichen hin 
nach den entsprechenden Theorien der Algebra untersucht werden 
müßte. | 

Diese Untersuchung allgemein zu führen und überhaupt alle 
sonst noch möglichen Fälle, die z. B. entstehen, wenn außer dem 
ersten auch das zweite, sowie das dritte, ... totale Differential iden- 
tisch verschwinden, ist hier nieht beabsichtigt, zumal oft genug auf 
andere Weise, (etwa so wie in [174] angedeutet) die Sachlage leicht 
entschieden werden kann. 


177. Erstes Beispiel (Fig. 62). In einem Dreieck einen Punkt 
P so zu bestimmen, daß die Summe seiner Abstände von den drei 
Ecken möglichst klein wird. 

Lösung. Es soll sein: 


Y+r2+r,= Min. (1) 


Man lege ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, bezeichne 
die drei Ecken mit: 


A(a,,b,); b(a,, b,); O(az, b;) 
und den gesuchten Punkt mit: P(&,y). Dann ist: 
r,=Ve-a)”+Yg—b); n=Vea— a) + (Yy— bu); 
"1 =Ve@— )+(y— db). 


Nach Einsetzung in (1) wird die linke Seite eine Funktion von x 
und 3%, die Gleichungen [176 3] ergeben hier: 


(2) 
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”—d, , 2 —a, 


T, er 15 = (3) 
er ne Sg 


r, rn, rn; 


Bi 


(= 


Aus diesen Gleichungen (3) 
wäre x und y zu ermitteln, was 
wegen der Irrationalität von r,, 
Y;,Y, ziemlich langwierig sein 
würde. Sie lassen dafür eine 
vorzügliche geometrische Deu- 
tung und als Folgerung eine ein- 
fache Konstruktion zu, welche 
hier an Stelle der Rechnung treten 
mag. Man erhält nach Elimi- 
nation von r;: 


Fig. 62. 


(x re a) (Y > b,) Fee a,)(Yy BE. b,) ea (@ — 4) (Y u. b,) SE (@ Kae} as) (Y SE b,) i 
T, r, 3 
oder auch: ? 


»AAbE: nn =2AAPO:r,. 
Nun ist nach einer sehr bekannten Formel: 
ESAHbT Sr esna nn 2 NARC=rI;r, Sın o,, 


also: \ 
sin 9, = sin 9,. 


Da beide Winkel konkav sind, muß hiernach entweder: 


Pp= 9; oder + 9; 180° 
sein. Letzteres ist ausgeschlossen, weil P sonst auf BO liegen müßte. 
Also bleibt 9,=9,. Ebenso 9,=g, und 9, =9,. Da die drei 
Winkel zusammen 360° betragen, so folgt: 
9=9= 9 — 120°. 

Mithin die Konstruktion: Man schlage über den Seiten des Dreiecks 
. nach innen Kreisbögen, welche die Winkel 120° als Peripheriewinkel 
fassen. Ihr Schnittpunkt ist der verlangte Punkt P. 

Es wäre noch nachzuweisen, daß r, +r,+r, auch wirklich ein 
Minimum ist. Man bilde daher nach Einsetzen von (2) in (1) die 
zweiten partiellen Ableitungen r, s, £. Sie werden: 


umb) LE vd LA EN bo) 


Tr] 14° r3 
__k=a)y-d) Bm) Y—d) _ Bay — bs) 
Su 7.3 £ 2 y,° De er % 
1 D) 3 


_ &-4)” , @—%)° @— a)? 
Ben er ia ne 3 


3 
r| 2 3 
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und hieraus nach gehöriger Umformung: 


ee Eu) TEE b,)]? 
13°. 7,° 

. [(e — a,)(y —b,) — (x — a,)(y — b,)]? 
1,7? 

ea) boy b,)]° 

3 2 ya Rn ! 


Die Zähler und Nenner sind Quadrate, also positiv, folglich: 
rt—®>0 und außerdem r>0O0 oder ?>0, 


also nach [1765] ın der Tat ein Minimum, wie zu erwarten war. 

Somit ist alles in Ordnung, bis auf eins. Offenbar sind r,, 75, r; 
absolut gemeint, also daß „stillschweigend“ die Wurzeln in (2) positiv 
gesetzt wurden. Könnten sie aber nicht auch negativ werden? In 
der Tat, wenn das gegebene Dreieck ABC stumpfwinklig ist und der 
stumpfe Winkel mehr als 120° beträgt, so existiert P innerhalb des 
Dreiecks gar nicht, weil die Kreisbögen sich gar nicht treffen. Ein 
Schnittpunkt P würde erst entstehen, wenn man zwei der Kreisbögen 
über die Ecken des stumpfen Winkels verlängert; aber für diesen 
Punkt P würde augenscheinlich die Summe der absoluten Abstände 
kein Minimum sein. Ein Abstand wird hier wohl negativ genommen 
werden müssen, nämlich der Abstand r,, wie eine genauere Unter- 
suchung zeigt (Fig. 63). 

Aber sofort erhebt sich wieder ein Zweifel. Nämlich, wie auch die 
drei Punkte liegen mögen, einen Punkt muß es doch unter allen 
Umständen geben, für den die absolute Summe der Abstände mög-. 
lichst klein ist, also auch selbst dann, wenn der Winkel A stumpf 
ist und mehr als 120° beträgt. Innerhalb des Dreiecks liest er als- 
dann nicht, wie soeben gezeigt, außerhalb wird er auch kaum liegen 
können. So bleibt nur übrig, daß er auf dem Umfang liege; danu 
aber muß er mit A zusammenfallen, weil, wie sich leicht zeigen läßt, 
für jeden andern Punkt die absolute Summe größer wird, als für A, 
nämlich größer als JAB| +'AC|. Werden aber nun für A, d.h. 
wenn man <= a, y= b, setzt, die Bedingungsgleichungen (3) erfüllt? 
Nein! Denn die beiden Brüche: 


U 
——— und 
r, 1 


y—b, 


erhalten die Form 0:0 und werden unbestimmt, die Gleichungen (3) 
fallen überhaupt fort. Es liegt also der Fall so, daß die gewöhnliche 
Theorie der Maxima und Minima versagt, wie ja überhaupt die 
Differentialrechnung immer versagen muß, wenn die Differential- 
quotienten unbestimmt werden, worauf wohl oft genug nachdrücklich 
hingewiesen worden ist. 


irn Beispiele zur Berechnung der Maxima und Minima. 289 


Man wird also das erste Differential der Summe: 
Hl + rel + Mar 
wenn man A als den betreffenden Punkt nimmt und also der laufende 


Punkt P unbegrenzt nahe an A liegt, nicht wie gewöhnlich durch 
die Formel: 


dz=pdx + qdy, 
sondern auf andere Weise bilden müssen. Zunächst ist: 
d(\r,| "- Ira | +/n)=a|r +.d|r;| As d|rz| 


‚ und ferner ist |dr, | nichts anderes als |r,| selbst. Diese unendlich 
kleine Größe möge & genannt 


werden, also: |dr,|= |r,|= e. 2 } 
Sodann ergibt sich: C x 2 
B 
In|=|V®+&8—2eecosß|, & RN 
also: | 
din|=|,|-—e=-V® +28 —2ce EN RE en, 
‚ebenso: d\ __ 2(&— 25cos «) 
rel Its i+d / 
daher: 
ER RBI (E — 2c cos ß) (e— 2bcosa)\ 
alını+ |R + In )=E (1+ Ir.I-e . Ir,|+5 ) 


Der erste Faktor & ist absolut oder positiv. Es kommt daher 
auf den zweiten an, welcher, da & unendlich klein, b und c aber end- 
lich sind und lim |», | = c, lim |r,| = b ist, unendlich wenig von dem 
Ausdruck: 


1—(eos&a+cosß)=1-—2 cos STR os R-1- 200% cos tt 


verschieden ist. Sein Wert hängt von der Richtung von & oder dr, | 
ab; wenn aber A > 120°, also cos 5 < cos 60°, d.h. 2 cos 3 < L-ist, 


so bleibt er positiv, welche Richtung man & auch gibt. Also ist 
die absolute Summe der Abstände für den Punkt A ein Minimum. 
Worin aber besteht die Abweichung zwischen diesem Minimum 
und dem „regulären“ Minimum? In der allgemeinen Theorie soll das 
erste totale Differential identisch verschwinden, also das wirkliche 
Differential der Funktion von höherer Ordnung sein. Hier aber ver- 
schwindet das erste totale Differential überhaupt nicht, sondern bleibt 
von der ersten Ordnung, ist aber trotzdem immer positiv, niemals 
negativ. 
Man sieht, wo die Differentialguotienten unbestimmt werden, sind 
besondere Untersuchungen nötig. 
. Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 19 
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Zweites Beispiel. Es soll nicht die Summe der Entfernungen 
selbst, sondern die Summe der Quadrate der Entfernungen ein Mini- 
mum werden. 


Y@ + rt” +r% = Min., 

oder nach (2): 

@- a” +Wb)°+@ a)? Hyd)? +@- a)'+ y—b)t— Min, 
PT ee (4) 
g=2y—b) +2W-5) +2y—-5,) —0 


b b b D 
= ee ar ale = : N (8) 


Diese beiden Formeln bestimmen bekanntlich den Schwerpunkt 5 des 
Dreiecks. Die weitere Differentiation ergibt: 


En 


und hieraus: 


Also ist n?+r°+r,? für den 
Schwerpunkt ka ein Minimum 
nach [176 5], was man auch leicht 
wie folgt bestätigen kann. Es sei 
P(x,y,) irgendein anderer Punkt 
und man setze: 


=: +J0, Y=Yy+Jy. 
Daher für den Punkt P, wenn seine 
Abstände durch Striche von den Ab- 
ständen des Punktes 5 unterschieden 
Fig. 64. werden: 
re t+fE a’. +rIy bh) = ke za, ge, 
+2(dA2& — a) + Iyy —b)) + (AD? + (Ay)? 


oder auch: 
Der +SP?+2(dee — a) +Ayy—b)). 

Berechnet man ebenso (», )” und (ry'), addiert und berücksichtigt (4), 
so folgt: 
| rt enitntn+3sp®, 
womit abermals bewiesen ist, daß für den Schwerpunkt die Summe 
der Quadrate der Abstände kleiner ist, als für jeden anderen Punkt P. 

Anmerkung. Es sei die Lage eines Punktes dreimal, d. h. 
durch drei verschiedene trigonometrische Messungen von demselben 
„Gewicht“ bestimmt worden. Diese drei Bestimmungen werden in- 
folge der Beobachtungsfehler etwas abweichen, so daß man im all- 
gemeinen statt eines Punktes ihrer drei, A, B, (, erhalten wird. Da 
die drei Messungen gleich gut sein sollen, so wird man weder A, noch 


IT, 118 Bedingte Maxima und Minima. 291 


b, noch CO bevorzugen, sondern eine der Billigkeit entsprechende Aus- 
gleichung vornehmen. 

Der zuerst sich darbietende Vorschlag wäre offenbar: Man gleiche 
so aus, daß die absolute Summe der übrig bleibenden Fehler 
möglichst klein wird. Siehe das erste Beispiel. Dieser Vorschlasg 
ist wirklich gemacht und auch früher wiederholt befolgt worden. 
Jetzt aber wird er ganz allgemein verworfen zugunsten des von Le- 
gsendre und Gauß gemachten Vorschlages. Man gleiche so aus, daß 
die Summe der Quadrate der übrigbleibenden Fehler möglichst klein 
wird. Siehe das zweite Beispiel. 

Weshalb an und für sich der zweite Vorschlag vor dem ersten 

vorzuziehen ist, das gehört in ein Lehrbuch über die „Methode der 
kleinsten Dindrsret Ar alle Fälle spricht eine eek für ıhn. 
Wie nämlich die beiden Beispiele zeigen, und wie auch in allen 
anderen Fällen sich gezeigt hat, führt die Methode der kleinsten 
Quadrate stets zu den einfachsten Rechnungen, während die Methode 
der absoluten Summe der Fehler selbst erheblich mehr Arbeit 
macht und auch sonst große Unzuträglichkeiten mit sich bringt, wie 
das erste Beispiel gezeigt hat. 


178. Bedingte Maxima und Minima. Man versteht hierunter 
größte oder kleinste Werte einer Größe, welche von beliebig vielen 
anderen Veränderlichen abhängt, die aber selbst durch eine oder 
mehrere Bedingungen aneinander geknüpft sind. Der einfachste Fall 
wäre, eine Funktion: 

2— Fa, y) (1) 


zu einem Maximum oder Minimum werden zu lassen, aber in der be- 
 dingten Art, daß zwischen x und y eine Gleichung: 


plz, Y) co (2) 
stattfinden soll. 

Man könnte aus (2) y durch x ausdrücken und in (1) einsetzen, 
worauf 2 nur noch von & abhängen und der allererste Fall [174] ent- 
stehen würde. Wenn aber diese Maßnahmen zu umständlich er- 
scheinen, so differenziert man lieber implizite und verfährt wie folgt. 
Da z ein Maximum oder Minimum werden soll, so muß das erste 


totale Differentiale verschwinden: 
dy Br 


dae—K,doı FR, dy=V, also) 7. — — Fr (la) 
Andererseits folgt aus (2) entsprechend: 
/ [4 dı 23 
9, de +p,dy—d, = = ge (2a) 
daher: 
Se — 2, oder: Fa —Fy:p2=0. (3) 


13 
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In (2) und (3) hat man zwei Gleichungen zur Bestimmung 
von & und y. Sie sind gegebenenfalls aufzulösen. Man kann aber 
auch nach der Koeffizientenmethode von Lagrange verfahren, welche 
darin besteht, daß eine lineare Verbindung: 


(F/+ a9, )de + (F/ + 29,)dy — 0 
hergestellt und nun A so bestimmt wird, daß der Faktor von dx ver- 


schwindet. Da dann auch der Faktor von dy verschwinden muß, 
so folgt: 


F/+19/=0, F/+ig,=0. (4) 


Die Elimination von A führt auf (3) zurück. Oft aber, und darin 
besteht der Vorzug dieser Methode, behält man A als „Parameter“ bei, 
drückt aus (4) x und y durch A aus und setzt in (2) ein. 

Entsprechend kann man ganz allgemein bei bedingten größten 
und kleinsten Werten verfahren. Ist zu entscheiden, ob ein Maximum 
oder Minimum oder ein Maximum-Minimum vor- 
liegt, so bilde man, wie sonst, das zweite totale 
Differential der Funktion und sehe zu, ob es nur 
positiv oder nur negativ oder beides werden kann, 
wenn die zweiten totalen Differentiale der Bedin- 
gungsgleichungen verschwinden. 

Beispiel. (Fig. 65.) Unter allen Vierecken 
mit vier gegebenen Seiten a, b, c, d dasjenige zu 
bestimmen, welches den größten Inhalt hat. Man 
führe p und » als Veränderliche ein, dann ist der Inhalt: 


Fig. 65. 


F=-*sinp+ © sinv. (5) 


Die Winkel p und % sind aber nicht ganz willkürlich, sondern 
durch eine Bedingung aneinander geknüpft. Man drücke e? durch a, 
b und , dann durch c, d und Y aus und setze beide Ausdrücke ein- 
ander gleich, so folgt: | 

a? +b?— 2abcosp= c?+ d?— 2cdeosy. | (6) 

Daher nach (la) und (2a): 

0-2 e0spdp + °% cos wdu 


und: 


— Zabsinpgdp — 2cdsinvdy, 


oder nach Elimination von dp und dy sehr einfach: 


sin(o+Yv)=0. 
Da und % hier absolut und konkav vorausgesetzt werden, so folgt: 
++ = 10% y=-10°’— p, (7) 
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d. h.: Unter allen Vierecken mit denselben vier Seiten hat 
das Kreisviereck den größten Flächeninhalt. Da aus (7) folgt: 
sin’ —=sinp, cosy ——cCosp, so vereinfachen sich (5) und (6) in: 


und: 
@+b—-®—d’=2(cd+ab)cosp. 
Berechnet man aus der zweiten Gleichung cosp, geht dann zu 


sing —yYV1-—cos’p über und führt die angezeigten Rechnungen bis 
zum letzten Ende aus, so ergibt sich die Formel für den Inhalt eines 


 Kreisvierecks: 


Fasz V6= 6-6 -0)6-Ä), 
wobei zur Abkürzung gesetzt worden ist: a+b+c+d=2s. 

Um festzustellen, daß F' auch wirklich ein Maximum ist, bilde 
man aus (5) das zweite totale Differential von F und setze zugleich 
das zweite totale Differential von (6) =0. Man erhält: 

a ab cd 5 ab . cd . 

d’F = cospd’p + coshd’d — , sinp(dp)’— — siny(ldy)’, 
0 — 2absinpd’p — 2cdsin yd’y + 2abcosp(dp)’— 2cdcosy(dy)?, 
‘oder nach (7): | 

d’F = 35cosp(abd’p — cdd’y) — Zsingp(ab(dp)? + cd(dy)’), 
0 —4sin plabd?p — cdd’y) + +cosp(ab(dp)? + cd(dw)?). 
Man eliminiere abd’p — cdd’y. Es ergibt sich: 


d®F = — (ab(dp)? + cddw)) (sing +?) = Cent. 


sin p sin p 


d?F ist also schlechterdings nur negativ, mithin ist 7 ein Maxi- 
mum wie zu erwarten war. Übrigens Zi za eine zweite Lösung 
vorhanden, welche erst dann einen Sinn erhält, 
wenn man den Sinn der Aufgabe etwas u: A 
Das Viereck könnte nämlich auch einspringende 
Ecken haben, ja zwei Seiten könnten sich mög- 
licherweise schneiden, in welchem Fall man kein 
eigentliches Viereck, sondern zwei Dreiecke erhält. N 
Wenn wie üblich der Inhalt eines solchen Vier- ED 
ecks als absolute Differenz der Inhalte dieser bei- 
den Dreiecke erklärt wird, so ergibt sich statt (5): Fig. 66. 


ab . cd. 
ee (da) 


während an (6) sich nichts ändert. Man erhält diesmal = v, also 
auch ein Kreisviereck —, sozusagen. 


294 8 20. Maxima und Minima. 179. 


179. Noch ist eine letzte, die schönste, freilich aber auch die 
schwierigste Erweiterung der Theorie der Maxima und Minima zu er- 
wähnen, diejenige nämlich, welche den Anstoß zur Variationsrechnung 
gegeben hat, vgl. [173]. Es handelt sich dann nicht darum, daß eine 
gegebene Funktion beliebig vieler Veränderlicher ein Maximum. oder 
Minimum werden soll, sondern darum, daß eine nicht gegebene Funk- 
tion erst so zu bestimmen ist, daß eine mit ihr verknüpfte Größe z 
möglichst groß oder möglichst klein wird. 

Der Ansatz entspricht völlıg den früheren Ansätzen. Man sucht 
die Funktion so zu bestimmen, daß die erste Variation [173] öz ver- 
schwindet und hält sich zur weiteren Entscheidung an das Vorzeichen 
der zweiten Variation ö?2. Die Ausführung aber gehört in ein Lehrbuch 
der Variationsrechnung. Doch kann in recht einfachen Fällen, aber 
auch nur dann, ein naheliegender Grenzprozeß auch zum Ziele führen. 

Beispiel. Gegeben eine in sich geschlossene Kurve (Schnur) von 
gegebener Länge. Sie soll so in eine Ebene gelegt werden, daß eine 
möglichst große Fläche umschlossen wird. 

Zunächst folgt aus der in [178] behandelten Aufgabe ohne weitere 
analytische Entwicklungen, daß allgemein von allen Polygonen mit n 
gegebenen Seiten das einem Kreise einbeschriebene Polygon den größten 

Inhalt einschließt, wie groß auch n ist. Es han- 
dele sich z. B. um ein Fünfeck. (Fig. 67.) Man 
ziehe eine Diagonale f und denke sich #&, D und 
C bereits festgelegt. Dann muß das Viereck A, 
D B,0, E mit den vier gegebenen Seiten a, b, c, f 
noch möglichst groß, also ein Kreisviereck sein. 
Ganz ebenso zeigt man, daß z. B. auch ABCD 
auf einem Kreise liegen müssen. Mit anderen 
Worten: Das Fünfeck muß ein Kreisfünfeck sein. 
Von einem Fünfeck schließt man ebenso auf das Sechseck, von einem 
Sechseck auf ein Siebeneck usw. 

Nun nehme man die Seiten kleiner und kleiner an, während ihre 
Anzahl mehr und mehr wächst. Immer müssen die Ecken auf einem 
Kreise liegen. Also müssen zuletzt alle Punkte des Umfanges auf 
einem Kreise liegen, da dieser die Grenzfigur aller ihm einbeschriebenen 
Vielecke bildet. Daher: 

Unter allen ebenen Flächen, welche von gleichlangen 
Linien eingeschlossen werden, hat der Kreis den größten 
Inhalt. 

(Übrigens kann an diesem Beispiel leicht der Begriff relativer 
oder gegenseitiger Maxima und Minima klar gemacht werden. Es 
folgt nämlich umgekehrt: Unter allen ebenen Flächen von gegebenem 
Inhalt hat der Kreis die kürzeste Umgrenzung.) 
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Allgemein kann wegen der Unzulänglichkeit der Bemerkungen 
über Variationen in [173] nur darauf hingewiesen werden, daß die 
Theorie der größten - und kleinsten Werte von dem allereinfachsten 
Falle in [174], da es sich um eine Funktion einer Veränderlichen 
handelte, sich fortsetzen läßt bis in die höchsten Zweige der Mathe- 
matik und auch ihrer Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und 
Naturwissenschaften. Dies zeigt z. B. das Prinzip der kleinsten: Wirkung, 
welches zuerst von Maupertius aufgestellt, dann von Euler in der 
Form erheblich verbessert und endlich von Hamilton und Jacobi 
zum Prinzip der variierenden Wirkung erhoben worden ist, dessen 
. große Allgemeinheit viele Frobleme der höheren Mechanik umfaßt. 


Übungen zu $ 20. 


1. Einer Ellipse ein Rhombus von möglichst kleinem Umfange 
zu umschreiben. (Ecken auf den Verlängerungen der Achsen.) 

2. Einer Kugel einen Kegel a) mit möglichst großem Rauminhalt 
b) mit möglichst großem Mantel einzubeschreiben. 

3. Einer Kugel einen Kegel a) mit möglichst kleinem Raum- 
inhalt b) mit möglichst kleinem Mantel zu umschreiben. 

4. In einem Dreieck mit den Seiten a, b, c und dem Inhalt J 
einen. Punkt P so zu finden, daß die Lote x, y, z auf die Seiten die 
Bedingung erfüllen: | 


a) @+y? + 2°? soll ein Minimum sein, 

b) a?’z? + b’y? + c?z2? soll ein Minimum sein, 
c) zyz soll ein Maximum sein, 

d) a@® + by? + cz? soll ein Minimum sein. 


5. Ein Glasfabrikant soll zylindrische Gläser von gegebenem Innen- 
volumen = V herstellen. Gegeben ist ferner die Dicke der Wandung 
—e und die Dicke des Bodens =2e. Wie müssen sich Höhe zu 
Durchmesser verhalten, damit er möglichst wenig Glas verbraucht? 

6. Ein Lenkballon fährt in gerader Linie 200 km von A nach 
B, macht in B kehrt, fährt zurück aber nieht bis A sondern nur bis 
zu einem Punkte Ü, der von B 50 km entfernt ist. Die Eigenge- 
schwindigkeit des Ballons beträgt 40 km in der Stunde. Während 
der ganzen Fahrt weht ein Wind gleichmäßig von A nach B. Welche 
Stärke muß er haben, damit die Fahrt ın der kürzesten Zeit zurück- 
gelegt wird? 

7. Herr Schlau erfährt auf der Rennbahn im letzten Augenblick, 
daß ein Pferd X, ein sog. Outsider aus irgendwelchen Gründen ge- 
winnen wird. Er erfährt ferner, daß auf X nur 2000 Mk., auf alle 
anderen Pferde zusammen aber 300000 Mk. gesetzt sind. Welche 
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Summe muß er auf X setzen, um einen möglichst großen Reingewinn 
zu erzielen, wenn der Totalisator 162%, für sich von der Gesamt- 
summe einbehält. 


$ 21. Theorie der Krümmung. 


180. Die ersten Vorbereitungen zu dieser Theorie befinden sich 
in $ 16. Ihnen sind dann in $ 18 Betrachtungen über Berührungen 
höherer Ordnung gefolgt. Beides vereint führt nunmehr schnell und 
sicher zum Ziele. Voranzustellen ist die: 

Definition des Krümmungskreises. Der einer (ebenen) 
Kurve für einen beliebigen Punkt P auf ihr zugehörige Krümmungs- 
kreis ist derjenige Kreis, welcher in P mit der Kurve eine Berührung 
von (mindestens) zweiter Ordnung eingeht. Sein Radius heißt 
Krümmungsradius und sein Mittelpunkt heißt Krümmungsmittelpunkt. 
Ersterer werde mit o, letzterer mit M und seine Koordinaten mit & 
und n bezeichnet. 

Erste Ableitung des Krümmungskreises. Nach [160] darf 
man sagen, der Krümmungskreis gehe durch drei benachbarte Punkte 
der Kurve. Daher wende man die (eigens hierzu abgeleitete ) 


Formel [309]: 


SE : 
DBecosgpcosgy, COS Y, 


an. Nach [1412] ist im B=y"=f”(x). Ferner folgt: 


imp=lmg, =limg,=r, 


also auch: 
lim cosp = limcosg, = lim cos 9, = 608 = ie Se Fa 
Also: 
+VIı+aN 
EN LEI (1) 


y 

Um & und n zu berechnen, bezeichne man die drei benachbarten 
Punkte mit PR, P,,'B,. Dam soll sen’ = MrZ=ML MIT 
d.h. das erste und zweite Differential von o?, nämlich d(o?) und 
d?(g?) müssen verschwinden, wenn man & und n konstant läßt, aber 


x und y verändert, jedoch so verändert, daß der Punkt auf der Kurve 
bleibt. Es ist daher 


ale ea 
Ke)-0-— 2(5— w)da — 2(m — Y)dy (2) 
1:9) = 0 = — 2(6 — od! — 2 y)dry+ 2(de)' + 2(dy) 
und aus.den beiden letzten Gleichungen durch Auflösung nach & und n: 


(day! + dyd)ay, (de) + dyd)dz , 


GIER — 
Se ded’y—dydr? a a ra 


180. Ableitung des Krümmungskreises, 297 


Hier setze man dy = y'da; dxd’y — dyd?x = y’(dx)? ([1413]). 
Es wird: 
eu ll y7), Sm big 

RE @) 
Die Formeln sind gefunden. Zur Probe setze man (3) in (2) 
ein und ziehe die Wurzel. Man erhält wieder (1), wie es sein muß. 
Zweite Ableitung des Krümmungskreises. Man stelle die 

Gleichung der Kurve: 
y=f) (4) 


zusammen mit der Gleichung des Krümmungskreises in expliziter 
Form: 


Y=-7+V®-(X-8%, (5) 
wobei zum Unterschied die laufenden Koordinaten für den Kreis mit 


großen Buchstaben geschrieben worden sind. Aus (4) ergibt sich 
durch zweimaliges Differenzieren: 


Y-f(l@); V"-f@) 


und aus (5) gleichfalls durch zweimaliges Differenzieren nach X: 


ea DER LER, 
| NE Vor iX 
oder, wenn aus (D) für die Wurzel der Wert Y — n zurückgesetzt wird: 
DEE X ee & RE Rei 0? 
34, — Wer y => (Y—n)® (6) 


Für den gemeinsamen Berührungspunkt von Kurve und Kreis ist 
nun nicht allein X=x und Y=y, sondern auch nach [159], da der 
Kreis ein Krümmungskreis sein soll: Y'’=y, Y”=y'. Daher durch 
Einsetzen in (5) und (6): 


y-7+Ve-(«- 8), (da) 
r 2 —E 2 
TR ER AR Ben (6 a) 


Die Auflösung dieser drei Formeln nach &,n und o führt gleich- 
falls zu (1) und (3). 

Dritte Ableitung des Krümmungskreises. Ihr liegt eine 
etwas andere Erklärung des Krümmungsmittelpunktes zugrunde, von 
der ohne Mühe durch eine Grenzbetrachtung dargetan werden könnte, 
daß sie im wesentlichen mit der vorigen übereinstimmt. Sie lautet: 

Der Krämmungsmittelpunkt ist der Durchschnittspunkt 
zweier benachbarter Normalen. 

Welchen Sinn das Wort „benachbart“ in der höheren Mathematik 
haben soll, ist in [86] ein für allemal festgelegt worden. Auch die 
soeben erwähnte Grenzbetrachtung ist wohl überflüssig, denn dieser 
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Durchsehnittspunkt ist ja schon in [147] bestimmt worden und die 
Formeln sind völlig identisch mit (3). 

Vierte Ableitung des Krümmungskreises. Sie geht von 
der Formel für einen Kreisbogen s, ausgedrückt durch Radius r und 
durch Zentriwinkel g: 

S 
Sr: (7) 
aus, von der mittelst einer Grenzbetrachtung ohne Mühe dargetan 
werden kann, daß sie auch für einen unendlich kleinen Bogen einer 
beliebigen Kurve gelten muß, wenn man statt r den Krümmungs- 
radius o, statt s das Bogenelement der Kurve ds und statt @ den Kon- 
tingenzwinkel dp — dr setzt. Daher: 


ds ds Bogenelement 
re (8) 


97 dag dr  Kontingenzwinkel 


Nach [1441] und [146] ist: 


Eee en ih, 
daher: 
/LL(y)® 
nn. 
womit oe zum viertenmal berechnet worden ist. 


181. Zu der vorigen Nummer sei bemerkt: I. Die vier Ableitungen 
des Krümmungskreises können selbstverständlich aufeinander zurück- 
geführt werden. Aber sie zeigen doch verschiedene Gesichtspunkte an. 

II. Je größer o, desto kleiner ist die Krümmung, je kleiner o, 
desto größer ist die Krümmung. Im Einklang hiermit bezeichnet 
man den reziproken Wert des Krümmungsradius als spezifische 
Krümmung der Kurve in dem betreffenden Punkte. Sie werde K ge- 
nannt. Es ist dann: h 

Keen N 1 
e Eyıyad Dr 

Ill. Das Vorzeichen in der Formel [180 1] richtet sich nach dem 
Vorzeichen von y”, welches [149] die Seite bestimmt, nach welcher 
sich die Kurve von der Tangente wegkrümmt. Man will o absolut 
haben und kann daher auch schreiben: 


Try)e 
1. (2) 

IV. Wendepunkte (Fig. 68). Wenn 
y = 0 (3) 


ist, so wiirde = + %, K=0). Die Krümmung verschwindet in einem 
solchen Punkt. Der Krümmungsradius wird unendlich groß, der 
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Krümmungsmittelpunkt liegt unendlich fern, der Krümmungskreis 
artet aus in die Tangente Wenn nicht zufällig y”’ auch noch 
verschwindet, also wenn: 

y=0, aber 70 (3a) 
ist, so ist der betreffende Punkt der Kurve ein Wendepunkt. Es geht 
y' von positiven zu negativen oder von negativen zu positiven Werten 
über, die Krümmung der Kurve wendet sich nach [159] von der einen 
Seite der Tangente zur anderen. 


V. Spitzen. Wenn y”—= + (aber y’#-+ oo) ist, so wird 
oe=0, K=+mx. Die Krümmung wird unendlich groß. Beispiele 
hierzu in $ 23 als sogenannte Spitzen von Kurven. 

VI. Scheitel. Im allgemeinen hat der Krümmungskreis mit der 
Kurve im Berührungspunkt nur eine Berührung zweiter Ordnung. 
Es fallen dort drei Schnittpunkte zusammen. Daher 
berührt der Krümmungskreis die Kurve und schneidet 
sie zugleich [159], indem er da nach innen in die 
konkave Seite der Kurve geht, wo die Krümmung 
schwächer und da nach außen in die konvexe Seite der 
Kurve geht, wo die Krümmung stärker wird (Fig. 69). 

Im besonderen aber kann es auf der Kurve Punkte geben, in 
denen die Berührung mit dem Krümmungskreis von der dritten oder 
noch höheren Ordnung wird. Hat es bei der dritten Ordnung sein 
Bewenden, so fallen im Berührungspunkte vier Schnittpunkte zu- 
sammen und der Krümmungskreis tritt vom Berührungspunkt aus zu 
beiden Seiten in die konkave oder zu beiden Seiten in konvexe Seite 
der Kurve ein. Dies ereignet sich z. B. für die Parabel in ihrem 
Scheitel, vgl. [160], und für die Ellipse in jedem ihrer Scheitel. Uber- 
trägt man auf diese Weise den Begriff Scheitel auf alle Kurven, so 
folgt: 

In einem Scheitel ist die Berührung zwischen Kurve 
und Krümmungskreis von der dritten Ordnung (oder der 
fünften, siebenten ...).. Die Krümmung ist dort ein Maximum 
oder ein Minimum. 

Doch ist letztere Behauptung noch zu beweisen. Wenn der 
Krümmungskreis mit der Gleichung: 


DE ya EN yon 0) 


Fig. 69. 
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in P mit der Kurve eine Berührung dritter Ordnung haben soll, so 
muß das erste, zweite und dritte totale Differential dieser Gleichung, 
wenn man &,n und oe konstant setzt, verschwinden, selbst wenn die 
Differentiale von © und y statt für den Kreis für die Kurve ge- 
nommen werden. Setzt man der Einfachheit wegen auch noch 
dx=(0, dx = 0, so folgt nach dreimaligen Differenzieren: 
0 = Bdydiy+ly—n)d’y 
und nach [180 3]: 
Ma N ya 
y Ta T yon Tirgi n 
Diese Gleichung (4) muß also für einen Scheitel erfüllt sein. Anderer- 
seits ergibt Formel [180 ı], wenn man total differenziert: 
y"-$:.Vi+y?2yay—yi+ydy” 
y) 


do = 
oder, da: 
dy' pe y de, dy” Pr y"dx 


zu setzen ist: 


sl 2 ’ „ LAUT IM 
de = ag By? A+Y)y”) de, 


40 0% 
wenn für y”’ der eben berechnete Wert (4) eingesetzt wird. Also ist 
o für einen Scheitel wirklich ein Maximum oder ein Minimum. 

VII. Ist die Kurve nicht explizite gegeben durch ihre Gleichung, 
sondern durch eine Parameterdarstellung: 


= ol), y=vÄ), (5) 
so schreibe man statt y’ und y” ihre Werte zurück, nämlich [141 3]: 


dar: 


d dacd’y — dyd? 
en zd’y yaz 


ın 
da (dx)? 
Es wird ın für « und y symmetrischer Gestalt aus [180 ı]: 
_ . Ylday?+ (day en: 
TE aay— Aydin (6) 


Andererseits folgt aus (5) durch zweimaliges Differenzieren (wenn 
d’t=(0 gesetzt wird): 

de —=p{t)at dy = vu (dt, 

Papa), Ay vl)lai)}, 
also, nachdem im Zähler und Nenner (dt)’ gehoben worden sind: 
2 Ve’ +@ oo" | 
IE (9 
Man hätte auch unmittelbar [125 3] und [127 2] einsetzen können 
in [180 1]. 
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VII. Ist dagegen die Gleichung der Kurve in impliziter Form 
gegeben: 


F«, y) ı 
so berechne man nach [1262] und [12733]: 
‚ 7 rQ?—2 tp? 
De en 
und setze ein in [180 ı|. Es ergibt sich nach gehöriger Vereinfachung: 
Er VvpP+e® 
Trap tip > 


IX. Für Polarkoordinaten r und @ transformiere man die Differen- 
tiale, wie es in [170] allgemein gelehrt und für diesen Fall im be- 
sondern ausgeführt worden ist. Man erhält nach [170 Ia] und [170 IV] 
durch Einsetzen in (6): 


= Vdr)? + rdp)® | 
es r?’(dp)”’ +2dyp(dr)” —- rdpd’r + rdrd?’p (9) 


oder nach Division durch (dp)’, wenn man r explizite durch @ gegeben 
annimmt, also: 
7-19) 


setzt, worauf (für dp =0): 
RT, d’r 


in ie 
Baer (dp) 
zu Setzen ıst: 


a (0 
a EN (10) 

X. Evolute und Evolvente Den geometrischen Ort der 
Krümmungsmittelpunkte einer Kurve nennt man ihre Evolute. Die 
Kurve selbst bezeichnet man als Evolvente der Ev(lute. Weitere 
geometrische Beziehungen zwischen Evolute und Evolvente in $ 24. 
XI. Ehe man an die Untersuchung der Krümmungsverhältnisse 

für irgendeine Kurve herangeht, soll zweckmäßiger Weise das viel 
einfachere Problem der Tangente und Normale für sie schon erledigt 


sein (vgl. [142]). 
182. Erstes Beispiel. Die Gerade: 
y=a+tbae, y=b, yı=0: 
Man erhält: | 
0 = 080, = ©, N, X. 
Krümmung ist überhaupt nicht vorhanden, also muß o unendlich groß 
werden. 


Zweites Beispiel. Die Parabel (Fig. 33): 
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also nach [180 ı]: REM SI 

/ x\? 
eSeyitl,) 
Die stärkste Krümmung ist im Scheitel. Man erhält für 2=0 (vgl. 
[159] erstes Beispiel): 

Omin —D: 

Der betreffende Krümmungsmittelpunkt liegt auf der Hauptachse, vom 
Scheitel doppelt soweit entfernt wie der Brennpunkt. Vom Scheitel 
ab wird die Krümmung nach beiden Seiten sehr rasch schwächer. 
Man setze z. B.: 


’ 1 
CP, y-5, Y —=1, Yy pp: 
so folgt (vgl. [159] zweites Beispiel): 
o=p(V2)” = 2prV2 = 2828...p — 2,828... Omin. 
Der Krümmungsradius ist beinahe schon dreimal so groß geworden. 
Die Formeln [180 3] ergeben für die Parabel: 


sen) 


x? x? 
n-y+(l4+) p=y+P+, =p+ 3. 


Der Ausdruck für n führt in Verbindung mit [143] zu folgen- 
der einfacher Konstruktion. Man verlängere US=y um p bis T, so 
ist PT die Normale. Dann verlängere man noch weiter über 7’ um 2y, 
so schneidet die Parallele MK zur Scheiteltangente die Normale im 
Krümmungsmittelpunkt M. Es lassen sich aber noch andere elegante 
Konstruktionen finden. So it p= N cost und N=Ya? + p?, daher: 

EN EN IE END 
ST pen eosie y con 
also zweite Konstruktion: Man errichte in 7 das Lot auf N, welches 
die verlängerte Ordinate in K schneidet und ziehe durch X die 
Parallele zur Scheiteltangente; sie schneidet die Normale in M. 

Die Elimination von & und y aus den Formeln für & und 7 er- 

gibt die Gleichung der Evolute: 


| n=p+3V®p. 
Semikubische oder Neillsche Parabel. Sie hat in A eine Spitze. 
Drittes Beispiel. Die Ellipse (Fig. 34.): 
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ae ee 
TV aa)! Yar-ayı 


Zur Probe setze man a=b, e=(), so folgt e=a, wie es sein muß, 
da alsdann die Ellipse zu einem Kreis mit dem Radius @« wird, der 
sein eigener Krümmungskreis ist. 


Man hätte auch von der impliziten Gleichung: 


a? y? 
ee 


ausgehen und nach [181 s] verfahren können. Es ergibt sich: 


2x 2y 2 2 
Bere: EEE SE, gr s—Q, e 


5 I 8 
LEN Sa (ee EIKÜREU SF ) BE 
daher: 


o = a?b? E= n Ei R 
Eliminiert .man hier y, so entsteht wieder für o der vorige Ausdruck. 
Doch hat der jetzige den Vorzug der Symmetrie. 
Die stärkste Krümmung ist in den Scheiteln der großen Achse. 
Man erhält für =a, y=0: 
a?b: b? 
Omin — ee 
d.h. o= p (wie bei der Parabel). Die schwächste Krümmung ist in 
den Scheiteln der kleinen Achse. Man erhält für2=0, y=b: 


a?b? a? 


Omas, ey? 
daher: 
Om Oma 0, 
d. h. die Krümmungsradien für die Scheitel sind den dritten Po- 
tenzen der Hauptachsen proportional. Die Krümmung ist also von 8 
zu T in viel größerem Maße veränderlich, als man nach dem Achsen- 
verhältnis erwarten sollte. Ist letzteres z.B. 1:2, so ist das Ver- 
hältnis der schwächsten zur stärksten Krümmung gleich 1:8. 
Für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes erhält man 
nach [180 3], wenn y’ und y’ eingesetzt werden nach möglichster 


Vereinfachung: 
e208 e’y? 


i=+— ME Di 


a: ? 
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Für a=b,e=( wird&=n=(, wie es sein muß, da dann M mit O 
zusammenfällt. Allgemein liegt M zwischen R, und U,, wie aus den 
Vorzeichen von & und n folgt. | 

Die Umkehrung der Formeln für & und n ergibt: 


Sy 3 
ag bn 
=4 eg: vl 


Wenn in die Gleichung der Ellipse eingesetzt wird, so entsteht die 
Gleichung ihrer Evolute: 


Va 4 Vin -Ve=0, 
aber allerdings in irrationaler Form, in der Form: 
Yu+yo=Yw. 


Man erhebe zunächst beide Seiten zum Kubus: 
u+v-+ 3YuRv + 3Yur = W, 
re 3Yuv(Yu +Yo), 


en 
w—-v—u=3Yuvw, 


oder: 


oder: 


also nach nochmaligem Erheben zum Kubus: 
(w— u — vv)’ = 2Tuvw. 
Hier ist w= a?&, v=b?n?, w= e* zu setzen. Daher die Gleichung 
der Evolute in rationaler Form: 
(ei ee b?7?)? - Narren =0. 
Die Evolute ist also eine Kurve sechster Ordnung. Sie hat vier 


Spitzen, welche mit den Krümmungsmittelpunkten für die Scheitel 
zusammenfallen. 


Viertes Beispiel. Die gemeine Zykloide. Ihre Parameter- 
darstellung lautet [60]: 
2=r(P sing), y=r(l— 008g), 
de=r(l—cosp)dy; dy=rsinpdp, 
P®xz=rsinp(dp); dy=rcosp(dp)? (py=0), 


ae sing p n2__ 1 

Mer Ivo colg l+W = RT 
an? 

2 
„_ dad’y— dyd’x  (L— 089) cos pP — Sinpsinp 

ZEN (dx)? v3 r(1— cos p)? 
Es 14,003 DR 1 
reg 


4r-sın® Re 
2 
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daher nach [180 ı]: 


— : — Ar sın--: 
sin® — 4rsın? — 


Die Normale geht nach [143] durch © ([60] Fig. 21). Ihre Länge ist: 
PQ=2r sin . 


also: BE 2 PO. 


Konstruktion: Man verlängere die Normale PQ über Q hinaus 
um sich selbst bis M, so ist M der Krümmungsmittelpunkt. 

Die schwächste Krümmung ist im Scheitel $S. Man erhält omas = 4r. 
Die stärkste Krümmung ist in O (oder A). Sie ist dort sogar unendlich, 
denn es wird Omn=0. Die Punkte 0, A... sind nämlich Spitzen 
der Kurve. 

Für den Krümmungsmittelpunkt M erhält man nach leichten Um- 
formungen sehr einfach: 

E=r(p+sinp), n=—r(l—-cosp). 

Die große Ähnlichkeit mit den ursprünglichen Formeln für x und y 
ist unverkennbar. Sie wird noch auffallender durch folgende einfache 
Transformation: | 


site, 9y=-prT, NN 2, 
da dann ssinpg=-—sing,, C0S@=— cos y, wird, so folgt: 
&=r(9, — sing), m=r(l— cos p,), 


d. h. sogar völlige Übereinstimmung, nur daß p durch g,, x und y 
durch &, und n, ersetzt sind. Daher: 

Die Evolute einer gemeinen Zykloide ist eine zu dieser kon- 
gruente und aus ihr durch Verschiebung um rz in der Richtung der 
x-Achse und durch Verschiebung um 
— 2r in der Richtung der y-Achse ent- 
stehende Zykloide.e Man beachte, dab 
den Scheiteln der Evolvente die Spitzen 
der Evolute und den Spitzen der Evol- 
vente die Scheitel der Evolute ent- 
sprechen. | Fig. 70. 

Fünftes Beispiel. Die gemeine 
oder Bernoullische Lemniskate (Fig. 70 u. 71). Ihre Gleichung 
lautet in Polarkoordinaten: 


r—= aVeos2p; 
also: 
ER dr. 14.2.5080. 2% 
dy Veos2p 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 20 
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daher nach [170 lla]: 
gu = ,—— o0tg29; 
also: 
„= 90’ + 29. 
Es ist u der Winkel, den die Tangente mit r bildet. Folglich bildet 
die Normale mit r den. Winkel u — 90° = 2. | 


{4 
Fig. 71. + 


Konstruktion der Normalen. Man trage anr=0PinP 
einen Winkel=2g9an. Der zweite Schenkel ist die Normale. 

Um oe zu ermitteln, differenziere man noch einmal. Es wird 
nach möglichster Vereinfachung: 


IR OLS (2c0s?2p+sin?2 9) 
V eos? g° i 
ferner, ebenfalls möglichst einfach: 
2 4 
EI Fe 
ne cos 2 rs 
3a? 3a‘ 
m? BR LEE an, en 
Ar gi co8 2p Fans 


daher nach [181 10] merkwürdig einfach: 
een a 
RE an Ve 

Die stärkste Krümmung ist in den Scheiteln S und $,. Man erhält 


für 70: 


a 
Omin = 3 


Die schwächste Krümmung ist in O. Durch diesen Punkt geht die 
Kurve zweimal hindurch. (Doppelpunkt $ 23.) Man erhält für r=0: 
Omax = ©, 

d.h. O ist für jeden Zweig ein Wendepunkt. Die Tangenten in O 

(welche die Koordinatenwinkel halbieren) sind Wendetangenten. 
Von der näheren Bestimmung der Lage von M sei Abstand ge- 


nommen, zumal die Formeln [180 3] erst in Polarkoordinaten trans- 
formiert werden müßten. 
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Sechstes Beispiel. Die archimedische Spirale (Fig. 72). 
Ihre Gleichung: 


r=4ap; 


also: 


sagt aus, daß man den Radiusvektor so lang machen solle, wie der 
zugehörige Kreisbogen mit dem Radius a nach seiner (Gerade- 
streckung ist. Man erhält: 


und hieraus folgende: 

Konstruktion der Normalen. Man errichte auf OP in O das 
Lot im Sinne einer Positivdrehung um 90°. Es schneide den Kreis 
in Q, so ist QP die Normale. 

Für den Krümmungsradius folgt: 

er 
0o= er (Konstruktion siehe Figur). | 

Die stärkste Krümmung ist in OÖ selbst, im Scheitel der Spirale. Man 
. erhält fürr = 0: 


a 
Omin nn NE 


von da an nimmt die Krümmung allmählich ab, bis lim og = oo wird. 


183. Krümmung von Flächen. Nach [149] ist die eben be- 
ginnende Abweichung einer Kurve von der Tangente unendlich klein 
von der zweiten Ordnung und (in der Richtung der y-Achse gemessen) 
halb so groß, wie das zweite Differentiale von y, also, wenn d’x = 0 
gesetzt wird: 

— 1 dy = 1y" (da). a) 
Ganz ebenso folgt die eben beginnende Abweichung einer Fläche von 
20* 
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der Tangentialebene als unendlich klein von der zweiten Ordnung und 
(in der Richtung der z-Achse gemessen) halb so groß, wie das zweite 
totale Differential von z, also, wenn dx —=d’y= 0 gesetzt wird, nach 
[168 5a]: 


et,  r(de)’ + 2sdxedy+ t(dy)’ 
- dr - A (2) 


Von diesem Ausdruck wird also hauptsächlich die Art und Weise 
abhängen, wie sich die Fläche in dem betreffenden Punkte krümmt, 
wobei berücksichtigt werden muß, daß zwar dx und dy beide unend- 
lich klein, sonst aber beliebig, keineswegs aber in irgendeinem Ver- 
hältnis der Abhängigkeit vorausgesetzt werden. Es sind drei Fälle 
zu unterscheiden: 

Erster Fall: rt— s?>0. Die Fläche beginnt von der Tan- 
gentialebene nach allen durch das beliebige Verhältnis dy:dx be- 
stimmten Richtungen nach derselben Seite abzuweichen, da d?z nach 
[73] sein Vorzeichen nicht wechseln kann. Sie ist in dm betreffen- 
den Punkte positiv gekrümmt, wie Gauß sagt. 


Beispiel. Das dreiachsige Ellipsoid: 


oe? y? 2? ge? 2: 
tete, »=-eV1-5-4: 


Die Differentiation ergibt: 


eg 
a, REN er Be 
Bar, Bön: Er vo a? 2° ge 2, ? 
2) ı en 
Er ODE ES TE PRIEINNGS (5 = 
De gr a?z? a?z? \a? 2)? 
S —— op —— 04 _ _— eay 
YET a2b° 237 
og e* y” 2? 
t Sg ey tee b?z3 (Fr Er =); 
ce? ee 
retehal EHI 


c® c® 


a®b?z* (2 + BE )- Tage 


Der Ausdruck rt— s? ist also für jeden Punkt des Ellipsoids 
positiv. In der Tat befindet sich ja die ganze Fläche immer nur auf 
einer Seite der Tangentialebene. 

Zweiter Fall: rt— s®<0. Die Fläche kann je nach dem Wert 
des Verhältnisses dy: dx nach der einen und nach der andern Seite 
von der 'Tangentialebene abweichen. Sie ist in dem betreffenden 
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Punkte nach Gauß negativ, oder auch, wie man sagt, sattelförmig 
oder hyperbolisch gekrümmt. Im besondern hat die Gleichung: 


= dz = r (de)? + a + t(dy)? Bi 


zwei Wurzeln für das Verhältnis dy: dx, nämlich: 


I ee 
a t 


Sie bestimmen die beiden Richtungen der Tangentialebene, in denen 
der Übergang der Fläche von einer Seite zur andern erfolgt. (So- 
genannte asymptotische Richtungen.) 

Beispiel. Das einschalige Hyperboloid: 


x? y2 2 
De BAHN 


Die Rechnungen entsprechen vollkommen denjenigen im vorigen Bei- 
spiel. Man erhält: { 

Der Ausdruck rt — s? ıst also für jeden Punkt der Fläche ne- 
gativ. Sie ist ja auch augenscheinlich überall wie ein Sattel ge- 
krümmt. (Zur Erleichterung der Anschauung nehme man etwa a=b 
an, so daß die Fläche durch Umdrehung einer Hyperbel um ihre ima- 
ginäre Achse entstehen würde.) 

Dritter Fall: r#?—s’=0. Die Fläche kann zwar nur nach. 
einer Seite von der Tangentialebene abweichen, aber bleibt längs einer 
Richtung an ihr haften (soweit die Glieder zweiter Ordnung in Be- 
tracht kommen). Die beiden asymptotischen Richtungen fallen zu- 
sammen, Das Krümmungsmaß von Gauß verschwindet. 

Beispiel. Der elliptische Kegel: 


rt ’=— 


0? y? {" 2° a 0 
abe e { 


Die Rechnungen genau wie vorhin. Man erhält für jeden Wert von 
x und y: 

rt—?=0. 
In der Tat berührt jede Tangentialebene den Kegel nicht nur in einem 
Punkt, sondern längs einer ganzen Kegelkante. 

Selbstverständlich kann bei einer Fläche auch die Krümmungsart 
wechseln, in welchem Falle die Gebiete mit positiver Krümmung von 
den Gebieten mit negativer Krümmung im allgemeinen durch Linien 
getrennt sein. werden, in denen das Krümmungsmaß von Gauß ver- 
schwindet. Man nehme z. B. an, der Kreis ABCD drehe sich um 
die Achse //. Dann ist der innere durch Drehung des Halbkreises 
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ABC entstehende Teil des Ringes augenscheinlich sattelförmig oder nega- 
tiv gekrümmt. Der äußere Teil des Ringes aber hat positive Krümmung. 
Dazwischen befinden sich die beiden Grenzkreise, welche von den 
| Punkten A und © 
beschrieben werden. 
In jedem Punkt 
dieser Grenzkreise 
verschwindet das 
Krümmungsmaß von 


Gauß. | 
184. Was eben 


über die Krümmung 
der Flächen vorgebracht worden ist, soll nur eine allererste Einlei- 
tung sein, der nur die eigentliche ausführliche Theorie folgen müßte 
und auch folgen würde, wenn dieses Buch ein Lehrbuch über krumme 
Oberflächen wäre. Es seien nur einige Hauptgesichtspunkte angeführt. 


Sehr erfolgreich hat sich die Verbindung der Theorie der Krüm- 
mung der Flächen mit der Theorie der Krümmung ebener Kurven 
erwiesen, welche auf der Stelle gegeben ist, wenn man die Fläche 
durch Ebenen beliebig geschnitten denkt. Im besondern kann man 
sich alle durch einen und denselben Punkt P der Fläche gehen- 
den ebenen Schnitte denken und die Stärke ihrer Krümmung unter- 
suchen. | 

Zunächst werde angenommen, daß die Ebene durch die Normale 
der Fläche P gehe, also senkrecht zur Tangentialebene stehe (Normal- 
schnitt). Sie kann sich dann noch beliebig um die Normale drehen, sie 
kann, geodätisch gesprochen, die 'Tangentialebene in den verschieden- 
sten Azimutrichtungen schneiden und so entsteht als erste Aufgabe 
die Untersuchung der Krümmung zunächst dieser Normalschnitte. 


Bei einer Kugel ist die Sachlage äußerst einfach. Hier haben 
alle Normalschnitte in allen Punkten und für jeden Punkt in allen 
Azimuten dieselbe Krümmung, denn sie sind die größten Kreise der 
Kugel. Bei einer beliebigen, stetig gekrümmten Fläche aber sind 
sogar die Krümmungsradien der Normalschnitte für denselben Punkt 
in verschiedenen Azimuten sehr verschieden. Die Theorie von Euler 
weist zwei zueinander senkrechte Hauptnormalschnitte nach, für welche 
die Krümmungsradien die größten bzw. kleinsten Werte erhalten, aus 
denen auf sehr einfache Weise die Krümmungsradien aller andern 
Normalschnitte folgen. 


Die Krümmung eines schiefen Schnittes, d. h. eines Schnittes, 
dessen Ebene nicht durch die Normale geht oder zur Tangentialebene 
schief steht, wird auf die Krümmung des die Tangentialebene in der- 
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selben Geraden schneidenden Normalschnittes zurückgeführt durch den 
Satz von Meunier, der für die Kugel sofort einleuchtet, daß nämlich 
der Krümmungsradius des schiefen Schnittes mit der Projektion des 
Krümmungsradius des Normalschnittes übereinstimmt. 

Ganz anders als durch diese Untersuchung der ebenen Schnitte 
ist Gauß zu seinem in der vorigen Nummer angedeuteten Krümmungs- 
mab gelangt, nämlich durch seine Projektion der Fläche auf die Kugel 
mit der Einheit als Radius, welche Projektion die Eigenschaft besitzt, 
daß einer Normalen der Fläche der parallele Radius der Kugel, also 
die parallele Normale der Kugel entspricht. Das Verhältnis eines 
Oberflächendifferentials der Fläche zu seiner Projektion bestimmt das 
Krümmungsmaß. 

An diese Theorie knüpfen sich außerordentlich viele andere an, 
so die Lehre von den Krümmunsslinien, von den geodätischen 
(kürzesten) Linien, von den asymptotischen Linien auf einer Fläche, 
die Lehre von der Deformation einer Fläche mit und ohne Ver- 
zerrung der kleinsten Teile (im letzteren Falle auch Abwicklung ge- 
nannt, wie sich z. B. eine Zylinderfläche aber nicht eine Kugelfläche 
auf einer Ebene abrollen läßt). Die höhere und höchste Geodäsie, 
welche die Erde durch ein „Geoid“ ersetzt, macht von diesen wunder- 
schönen Untersuchungen ausgiebigsten Gebrauch, desgleichen die heute 
so vorzüglich entwickelte Lehre von der Abbildung. 

Zur allgemeinen 'Theorie der Krümmung gehört auch noch die 
Untersuchung doppelt gekrümmter Kurven oder der eigentlichen Raum- 
kurven, worunter Kurven verstanden werden, die nicht in einer Ebene 
liegen. Als naheliegendes Beispiel diene die Schraubenlinie, welche 
in der Tat in zweifacher Weise als krumme bezeichnet werden könnte, 
insofern sie sich nicht allein krümmt, wie eine ebene Kurve, sondern 
auch noch sich windet, wenn man dies als eine hinzutretende Art 
von Krümmung ansehen will. Man hat auch diese Verhältnisse genau 
untersucht und in ein für allemal abgeleiteten Differentialformeln aus- 
gedrückt. 

So geht der Analytiker, versehen mit Zahl und Formel in seiner 
Weise fest und sicher durch die unendliche Mannigfaltigkeit der 
Formen und Gestalten der Körperwelt. Aber noch mehr. Sogar 
Raumformen, die der Wirklichkeit nicht entsprechen (d. h. erstens 
mehrdimensionale oder zweitens sog. „nichteuklidische“ Raumformen) 
unterwirft er seinem abstrakten Krümmungsmaß, das ihm die Differen- 
tialrechnung an die Hand gibt. 
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Übungen zu $ 21. 


1. Die Formeln für den Krümmungskreis sind für das folıum 
Cartesianum zu ermitteln: 
a) Durch die Gleichung + YP— axy=. 
b) Nach Einführung von Polarkoordinaten. 
Probe für den Scheitel 8 & Ä le 


2. Krümmung der Kettenlinie mit der Gleichung: 


ist zu untersuchen. 

3. Die Parabel y=a+bx+cx? ist so zu bestimmen, daß sie durch 
P(+1,-—35) geht, daß in diesem Punkte der Richtungswinkel der 
Tangente — + 45° und der Krümmungsradius — 6Y2 (Krümmung 
nach oben (+ y)). Welche Werte haben u, b, c? 

4. Wo liest oder wo liegen die Wendepunkte der Kurve mit der 


Gleichung: ee 
Ya: 


S 22. Die Regula falsi. Die Newtonsche Näherungsmethode. 
Limes-Rechnungen, an unbestimmte Formen anknüpfend. 
Der Taylorsche Satz für mehrere ursprüngliche Veränderliche. 
185. Dieser Paragraph soll zu den früheren Anwendungen des 
Taylorschen Satzes noch einige andere bringen, die auch von großer 
Wichtigkeit sind, wenn gleich die wichtigsten auf S 25 aufgespart 
sind. Es sei: 


f@)=0 A) 
eine zur Lösung vorgelegte Gleichung. Man setze allgemein: 
Ma («) ’ (2) 


so hängen die Wurzeln von dem Verlauf der Funktion f(x) ab. Ex- 
plizite Ausdrücke existieren nur in besonders einfachen Fällen, z. B. 
wenn f(x) eine ganze Funktion ersten, zweiten, dritten oder vierten 
Grades von x ist. Es soll auch hier gar nicht nach ihnen, sondern 
nach Annäherungen gefragt werden, die man beliebig weit treiben 
kann. | 

Zunächst wird man versuchen, einen Spielraum zu ermitteln, ın 
dem alle (reellen) Wurzeln der Gleichung (1) liegen. Oft wird er 
leicht genug gefunden; er sei bekannt. Alsdann sind die Wurzeln, 
falls deren mehrere vorhanden sind, zu „trennen“, etwa unter An- 
wendung der folgenden beiden Kriterien: 
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een. 


I. Haben für 2=a und £—=b die beiden Werte y,=f(a) und 
Y,=f(b) gleiche Vorzeichen und ist zwischen = a und 2—=b die 
Ableitung y’= f’(x) entweder nur positiv oder nur negativ, so kann 
zwischen a und b keine Wurzel der Gleichung liegen. Denn liest x 
zwischen a und b, so kann nach der zweiten Voraussetzung f(x) nur 
zwischen f(a) und f(b) liegen. Und da diese beiden nach der ersten 
Voraussetzung gleiche Vorzeichen haben, so kann also f(x) nicht ver- 
schwinden. 

II. Haben für = a und «= b die beiden Werte y,=f(a) und 
Y, = f(b) entgegengesetzte Vorzeichen und ist zwischen =a und =b 
die Ableitung y’= f’(x) nur positiv oder nur negativ, so liegt zwischen 
a und b eine, aber auch nur eine Wurzel. Denn aus der zweiten 
Voraussetzung folgt, daß y= f(x) in dem Spielraum von a bis b nur 
wachsen oder nur abnehmen, d.h. jeden Wert zwischen y, und y, 
also auch den Wert O einmal und nur einmal annehmen kann. 

Ist es gelungen, mit Hilfe dieser beiden Kriterien (oder anderer, die 
ebenso einfach beweisbar sind), den vorigen Gesamtspielraum in Spiel- 
räume zu zerlegen, in deren jedem entweder nur eine oder gar keine 
Wurzel liest, so sind die Wurzeln getrennt. Ob diese Vorarbeit leicht 
oder schwer sei, hängt ganz von der Funktion f(x) ab; möglich ist 
sie immer, es sei denn, daß mehrfache Wurzeln existieren, die freilich 
nicht mehr getrennt werden können. Von diesem Ausnahmefall sei 
daher zunächst abgesehen. 

Nach vollbrachter Trennung ist also für jede Wurzel ein Spiel- 
. raum etwa von 2=a bis x = b bekannt, in dem sie liegt und in dem y’ 
sein Vorzeichen nicht mehr wechselt. Man kann ihn durch gewöhn- 
liches Probieren beliebig verkleinern. Es werde etwa das arith- 
metische Mittel c von a und b in (2) eingesetzt. Ist y,=f(c)=0, 
um so besser. Denn dann ist,c die gesuchte Wurzel. Anderenfalls 
hat y, entweder dasselbe Vorzeichen wie y, oder wie y,. Dann liegt 
die Wurzel entweder zwischen c und b oder zwischen ce und a. In 
beiden Fällen ist der Spielraum halbiert und durch beliebige Fort- 
setzung kann er beliebig verkleinert, d. h. die Wurzel auf eine ge- 
gebene Anzahl von Dezimalen bestimmt werden. 

Doch gibt es mancherlei Methoden, eine solche Annäherung sehr 
erheblich abzukürzen. Die gebräuchlichsten sind die Regula falsı und 
die Newtonsche Näherungsmethode. 

Regula falsi. Es liege, wie vorausgesetzt, nur eine Wurzel x 
zwischen aundb und yY=f’(x) wechsele zwischen a und b sein Vor- 
zeichen nicht. Nach Taylor ist bei der Beschränkung auf zwei 


Glieder nr + aa ie-e) 
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also, wenn x die Wurzel sein soll: 


0=-y,+@-a)f(a+1@-a); O=-y+(@—-byf (db +A,@—b) (8) 
und hieraus: 
c—b 9%, FfFla+tıa— a) 


Es sei der Spielraum schon so klein, daß f’(x) in seinen Grenzen 
sich nur noch wenig ändert, so daß der zweite Bruch rechts ungefähr 
— 1 ist. Setzt man ihn =1 und bezeichnet den entsprechenden An- 
näherungswert von & mit «, so folgt: 

ea N = 
a Pe j (5) 


Diese Formel drückt die Regula falsi aus. Man wähle x’ zwischen 
a und b so, daß die (absoluten) Unterschiede von a und b sich ver- 
halten wie die „Fehler“ y, und y,. Aus (5) folgt: 
c=a+(a At TREU Er (6) 
Ist &’ noch nicht genau genug, so bilde man aus x und 5 oder 
x und a in derselben Weise einen zweiten, dann einen dritten usw. 
Annäherungswert. Offenbar kommt die Re- 
gula falsi geometrisch darauf hinaus, das 
Kurvenstück PP, durch die Sehne PP, 
zu ersetzen (Fig. 74). Auch sei bemerkt, dab 
ra SAMT sie zuweilen auch dann gut verwendbar ist, 
ee ee wenn y, und y, gleiche Vorzeichen haben. 
er gr Selbstverständlich liegt dann #° nicht zwi- 
Fig. TA. 2 schen a und b. 


186. Die Newtonsche Näherungsmethode setzt im Gegen- 
satz zur Regula falsi nur einen Annäherungswert a voraus. Man 
nimmt dann nur die erste Gleichung [1853] und berechnet: 
er Pa N 

 Fiat+ı@— a) 

Der Nenner ist nicht genau bekannt. Wenn aber f’(x) zwischen 

a und & sich nur noch wenig ändert, so ist der Fehler nicht groß, 


wenn A=0( gesetzt wird. So entsteht die Newtonsche Korrektion 
von a, nämlich: 


=U 


VE a) ag (1) 


welche einen zweiten (und besseren) u „,=a+h er- 
gibt. Hierzu sei bemerkt: 
I. Geometrisch kann diese Newtonsche Korrektion auf die Be- 


run 
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stimmung des Schnittpunktes der Tangente in P, (statt der Kurve) 
mit der x-Achse zurückgeführt werden (Fig. 75). Denn man erhält: 


2Q, = QP, cotg (180° — 7) = — a er 


II. Um die Genauigkeit von h abzu- 
schätzen, berechne man f(a,)=f(@a+ h) nach 
Taylor, gehe aber ein Glied weiter, also: 


f(a,) = fla+ h) 
= f(a) + 2, f’(a) + 3;f”(a + AR), 


oder nach (1) vereinfacht: 
a, 
fa+h)=zf"(a+ Ah). (2) 
Es sei x der mathematisch genaue Wert der Wurzel. Man setze 
&=(a+h)+!, also nach Taylor, aber wieder in der ursprünglichen 
Form: 


0=-f@)=fa+h+)=fla+h)+,flath+ıN, 
also da f(x) = 0 ist: 


Zah f(a-+ h) h? f"(a+Ah) (8) 


fFoath+a) 2 Faüth+nN’ 


oder, wenn auch die zweite Ableitung sich in dem fraglichen Spiel- 
raum nur noch wenig ändert, mit hinreichender Genauigkeit: 


N (38) 


III. Man wird diese Formel (3a) meist nur benutzen, um zu über- 
schlagen, bis auf die wievielte Dezimale (1) richtig sein wird, was 
aber auch natürlich anders möglich ist, wie das folgende Ziffernbei- 
spiel zeigt. Sollte die erzielte Genauigkeit noch nicht ausreichen, so 
berechne man zu a =a-+ h abermals die Newtonsche Korrektion 
nach (1), also h,h =—f(a,):f'(a,) und bestimme so die dritte An- 


näherung a,= a, + h,. So fahre man fort, so weit man will, bzw. bis 


x auf die vorgeschriebene Anzahl von Dezimalen richtig ist. 


IV. Wie schnell das Newtonsche Verfahren konvergiert, zeigt 
die Figur 75 anschaulich und Formel (2) bis (3a) analytisch. Es kommt 
darauf an, ob a dem wahren Wurzelwert schon nahe genug ist, also 
zunächst nach (1), auf die Kleinheit des „Fehlers“ y,. Sodann aber 
auch auf den Wert der ersten und zweiten Ableitung sowohl an der 
Stelle a selbst, als auch nach (2) in dem ganzen noch möglichen 
Spielraum für die nächstfolgenden Annäherungen. Es sei A der absolut 
größte Wert von y’, B der absolut kleinste Wert von y' in diesem 
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Spielraum, so ergibt (3), wenn A:B=Üundh. 0:2 = D gesetzt wird: 
DT. 
Für die nächste Korrektion h, und ihren Fehler /, folgt nach (1): 


h, make v7 
und nach (2) h, ; & |%D|, und nach (3) 
h? = 0 


d.h. D kann durch D?, darauf durch D%, darauf durch D® usw. er- 
setzt werden. Ist also D ein echter Bruch, so konvergiert das 
Newtonsche Verfahren ganz sicher und äußerst schnell, womit übrigens 
ein sehr gutes Kriterium gewonnen ist, ob der Anfangswert a der 
Wurzel nahe genug liest, um als erster Annäherungswert brauchbar 
zu sein. 

V. Wenn die betreffende Wurzel eine mehrfache Wurzel ist, also 
zugleich y=0 und y= (0 wird, oder geometrisch ausgedrückt, wenn 
die Kurve die x- Achse berührt, dann allerdings könnte die Newton- 
sche Korrektion möglicherweise versagen, weil alsdann sowohl der 
Zähler y,, als auch der Nenner y, sich der 0 unbegrenzt annähert. 
Wie ein genaueres Eingehen zeigen würde, bleibt das Newtonsche 
Verfahren aber selbst in diesem Falle konvergent, aber immerhin wird 
die Konvergenz erheblich langsamer. Es ist daher angezeigt, mehr- 
fache Wurzeln anders zu. behandeln, etwa so wie in [161] an alge- 
braischen Gleichungen erläutert aan war. 

VI. Überhaupt ist bei algebraischen Gleichungen die Kunst der. 
Trennung ihrer Wurzeln und deren Berechnung durch Annäherungs- 
verfahren zu hoher Vollendung gebracht rd, wie die Lehrbücher 
der Algebra zeigen. Doch auch bei ihnen führt wie bei transzen- 
denten Gleichungen das Newtonsche Verfahren meist am schnellsten 
zum Ziele, selbst dann, wenn die Gleichung nur vom dritten oder 
vierten Grade ist, also ihre Auflösung durch geschlossene Wurzelaus- 
drücke erfolgen nz 


ln DE oder, =. D2 


187. Beispiel zur Newtonschen Korrektion.!) 
fı)=#—- 22 —-5=0. 
Da die Gleichung vom dritten Grade ist, kann sie höchstens drei 
reelle Wurzeln haben. Die erste Ableitung f’(x) = 32?— 2 ver- 


schwindet zweimal, nämlich für x,= und 2, = sy. bleibt po- 
sitiv zwischen + oo und x,, bleibt negativ zwischen x, und &,, und 


1) Aus Serret, Algebre superieur. 
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bleibt positiv zwischen x, und — ©. Also könnte in jedem dieser 
‘drei Spielräume eine, aber auch nur eine Wurzel liegen. Betrachtet 
man aber die Werte: 


era Vs dr ta) FsVsrd, 
A ©) ) 
von denen der erste positiv, die andern alle negativ sind, so bleibt 
nur die erste Möglichkeit. Also: Die Gleichung hat nur eine einzige 
reelle Wurzel. Sie ist positiv und >Y2. Man probiere also zu- 
nächst mit ganzen Zahlen 0, +1, +2, +5,... 
f=-—-5, f)=--6, @9)=--1 F&M)-+H16... 

Weiter mit ganzen Zahlen zu probieren wäre überflüssig, denn 
f(2) ist negativ und f(3) ist positiv, d h. die gesuchte Wurzel liegt 
zwischen +2 und + 5, und zwar nach der Regula falsi wahrschein- 
lich sehr viel näher an +2. Also probiere man mit + 2,0; + 2,1; 
+2,2;... Es folgt: 

f(2,0) Ze f(2,1) ir 0,061; a 

Da die beiden Werte entgegengesetzte Vorzeichen haben, liegt & 

zwischen 2,0 und 2,1. Da f(2,1) schon recht klein ist, darf 2,1 wohl 


als erster Annäherungswert von x genommen werden für die Newton- 


sche Methode Man erhält: 


BETEN E NT 006 5 
Re BEN SER TENZ 0,0054... 


Um zu beurteilen, bis auf wieviel Dezimalen h etwa richtig sein 
könnte, beachte man, daß f’(x) in dem Spielraum von —=2 bis 
x&=2,1 nur wächst. Der richtige Nenner liegt also unzweifelhaft 
zwischen f (2,1) = 11,23 und f’(2,0) = 10,00, da letzterem der Wert 
— 0,0061 entsprechen würde, so setze man, um ganz sicher zu gehen, 
h = — 0,005, was den zweiten Annäherungswert 2,1 — 0,005 = 2,095 
ergibt. Man berechne nun abermals die Newtonsche Korrektion: 


f(2,095) 0,005007375 


rer f (2,095) 11.167075 , 


= 004 


Die letzte Stelle ist unsicher, wie auf die eben beschriebene Weise 
erkannt werden kann. Es sei daher h, = — 0,0044, also der dritte An- 
näherungswert 2,095 — 0,0044 = 2,09456. Dies gibt zum drittenmal: 

f(2,09456) 0,0001150687 ... 


Ne NET ENTE ae 


Die angegebenen Stellen sind sämtlich richtig, daher bis auf neun 
Stellen hinter dem Komma genau (ohne Logarithmen gerechnet) 


x = 2,094 551481. 
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188. Über Limes-Rechnungen mittels des Taylorschen 
Satzes. In welcher Weise unbestimmte Formen die Berechnung eines 
limes erschweren können, ist in $ 10 an einfachen Beispielen auf- 
gezeigt worden. Aber noch mehr. Jeder Differentialquotient dy: dx 
würde die unbestimmte Form 0:0 annehmen, wenn man für Zähler 
und Nenner unmittelbar ihre Grenzwerte einsetzte Genug, unbe- 
stimmte Formen, welche den Weg zum limes versperren, müssen ent- 
fernt, umgangen oder sonst wie unschädlich gemacht werden. 

Gesetzt eine Funktion f(x) sei als Quotient zweier Funktionen 
p(z) und Y(x): a) | 

ART, xc 
fa) - 2 a) 
gegeben und es zeige sich, daß p(x) und »Y(x) beide für einen und 
denselben Wert von x, etwa für 2=a verschwinden: 


y(la)=0, v(a)=0, (2) 
so wird: 
DONE AN 
rg (8) 
also völlig unbestimmt. Nichts destoweniger kann: 
lim f(a) 4) 
(2=0) 


durchaus bestimmt sein und es sei die et gestellt, seinen Wert 
zu ermitteln. Man setze zunächst: 

_Y9@) _ Path) 
N) a Yan) 
in der Absicht » unendlich klein werden zu lassen und wende auf 
Zähler und Nenner den Taylorschen Satz an, zunächst in seiner aller- 
einfachsten Form. Es folgt. nach (2), wie klein auch A sein mag, 
wenn nur nicht unmittelbar A = 0 gesetzt wird: 


x=qa+h, also 


ER FE p(a+ih) _ g(a-+Nh) 8 
Mae re) (8) 
Die Bedingung limx =a hat zur Folge limh = 0, also da p(«) 

und »’(x) stetige Funktionen u 


_ ga) _ 9) 
u) (a) va) 


womit die limes-Rechnung erledigt ist. 


Erstes Beispiel (vgl. [833]): 


N) 1 
m = (2) 88 _ u 
(@=0) * 
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Zweites Beispiel: 


1 

En a re 1 

ERDE 
(«=1) 


Drittes Beispiel. Die Oberfläche des abgeplatteten Umdrehungs- 


ellipsoids ist: 
| Inee 
O=-2a@\1+1-9)—-,— )- 


Sie soll für den einfachsten Fall geprüft werden, nämlich für die 
Kugel. Man setze also &e= (0 und erhält: 


Orr (1419) =2za2(1+2 7): 


also (vorläufig) unbestimmt. Man wende daher auf den Bruch die 
Formel (5) an, so folgt: 


1+: 2 
oe BEE 
lim - 5: — Iim SE 


folglich 
O=2za1+1-1)= 4a, 


was bekanntlich seine Richtigkeit hat. 
Übrigens kommt es öfter vor, daß man bei der Prüfung einer 


allgemeineren Formel an einem besonderen und anderweitig bekannten 
Fall auf unbestimmte Formen stößt. Siehe Beispiel (3) in [189]. 


189. Sollte aber nicht allein 
p(a) 5 0, dv (a) yo‘ 0, (A) 
p(a)=0, Yla)=0 (2) 


sein, so gehe man im Taylorschen Lehrsatz um ein Glied weiter und 
schreibe: 


sondern auch 


+ ra+ Fat 


9@) _gYla+h _ 
vo ven at ya + nat nn 
also: 
p(X) _ Y”(a-+ıh) 
fe) Be en 
daher: 
. a) _ 9 (&) | \ 
ER N op’ (a) T (&) (2=a) 3) 
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Sollte abermals g’(a)=0, Y’(a)=0 werden, so gehe man 
noch um ein Glied weiter. Man erhält dann: 


ji N 2 
N EEE 


usw. usw. So fahre man fort, bis die unbestimmte Form 0:0 aus 
dem Weg geräumt ist, was ja im allgemeinen nach einer endlichen 
Anzahl von Differentiationen der Fall sein wird. 
Erstes Beispiel (vol. [88 &]): 
. _ 1—cosx 0 sin 0 cos & 1 
PT ae 


& x? 0 2% 0 2 
Bee @=0) @=0) 


Zweites Beispiel: 


; sin?’x 0 3sin?xcosx 0 
lim — (- ) = ) 


an ar 802% 0) 2 —- 2cos 2x 0 
(20) (2=0 
a a en -)  —- Msin®zcosx+6co’?z 6 3 
af 4 sin 2x EEE 8 cos 2x EB 
(2=0) (2=0) 


Drittes Beispiel. Unter Annahme des Newtonschen Luftwider- 
standsgesetzes: 
w= kv# 
lautet die Formel für die Falltiefe (ohne Anfangsgeschwindigkeit), 
wenn zur Vereinfachung k = 94? gesetzt wird: 


a 
2 __ In (Koi A gd) 
ag EN 
Sie soll auf ihre Richtigkeit erprobt werden durch Umwandlung in 
die Formel für den freien Fall ohne Luftwiderstand. Man setze also 
A=0 und erhält (A ist hier das x von vorhin!): 


Ss 


fo 1 _0 _ Rofash ? _ Tanga. 
DE ED 7% 21 


(A=0) 
1 2 
ee)  Rofragd 9" ie 
BEE Lu 


Die Probe stimmt, denn sie hat die allbekannte Fallformel von 
Galilei ergeben. 


190. Sollten andere unbestimmte Formen die Limesrechnung 
erschweren, etwa: 


WERE OO 


00 
0:80, —, 0 — 0 \ 
00 
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so führe man sie erst auf die unbestimmte Form 0:0 zurück und 
verfahre dann wie vorhin: 


Erstes Beispiel: 
imn(Ye—-1) = 41-1)=-© 0). 
n=) 


1 
N 


Man setze n=1:06, also imd —=0, Ve=x — x°, so wird: 
n 7 : o—1 x —1 ) 
lim n(VYx — 1) = lim ® — —— 
5 ie 6-0 9 | ) o) 
ö 
2232, nn rg. [111]. 
(d=0) 
Zweites Beispiel: 
1 
ERTL) 
s ea oo 2/20 7.008, 287, 
an eig A = zu tg & = ” TER 
cos? x 
@=0) 
Drittes Beispiel: 
lim (« — Va? + 32 — 7) (= © — oo). 
@=«) 
Man setze = = so wird: 
rl 1 3 
= 3 — 142 
ey Be a on Day. 708 
u P - & = 1 Do 


(z=0) 
Viertes Beispiel: 


. N © 
ER (1 nn ) ee) 

Man nehme den Logarithmus und setze darauf n=1:0, so 
wird, da der Logarithmus eine stetige Funktion ist: 


(Jim (145) Amin [14 2)]-Aim [an (1+2)] 000 


(n=») (n=%) 
x 
; In (1 () 0 1 
(d=0) Ö 0 1 
(= 0) 


Daher umgekehrt 
lim (147) =e® (vgl. $ 12), 


(n=») 
191. Noch einige ergänzende Bemerkungen zu [189] und [190]: 
Erstens. Zuweilen kann man das Verfahren erheblich abkürzen, 
wenn im Zähler und Nenner derselbe unendlich kleine Faktor ge- 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 21 
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hoben wird. So hätte ım zweiten Beispiel [189] viel einfacher so 
gerechnet werden können: 

sin®z  3sin?Xcosz 3 sin’zcox 3 3 

ER 2x —sin?z 2—-2%co?2z 4 sinn A Be‘. Ser, 

Zweitens. Daß die Limesrechnungen auch auf andere Weise 
ausführbar sind, zeigen einige Beispiele, welche schon in früheren 
Stellen erledigt worden sind. Es kommt ja nur darauf an, die un- 
bestimmte Form aus dem Wege zu räumen; ob dies mit oder ohne 
den Taylorschen Lehrsatz geschieht, ist an sich gleichgültig. Man 
kann auch Reihenentwicklungen anwenden und dann heben, z. B. 


nach [209 2]: 


m an 3 
(Eine) ee ken 
2° —sin2e 29 ey 
20 — (22 — 51 _ 31 ) 
2 % a6? 
3 Vera FRE u ne el 
I (1 ER ) N BR; 
en 2 2) we: 
37] RE E SO) ee s; 
. a BR ) Sg 


Drittens. Zuweilen versagen die in [189] und [190] entwickelten 
Methoden, weil man durch sie die unbestimmte Form nie los wird. 
Der Limes muß dann anders bestimmt werden. 

Erstes Beispiel: 


e” oo 
lim — = —- 
ER HE 09 


‘ 1 3 
Man setze £ = = und schreibe: 


sagen S = rn 0 
lim — = lim e? . z* = lim — (= ) 
z=o®* 2=0 (.=0) —— 

e 2 


NR RR (- n) nn +1" nm+1)ert? (- n) 
ie Ne var 1 ch 
REN NT Eu Dee 
2? 2? 


usw. Es ist klar, die Form 0:0 wird man so nicht los! 
So bleibt nur übrig, die Potenzreihe für e” zu versuchen: 


x, a? x” am ri 
ee 
1 
ee ne 
4 x h 
ln) Tara a), 
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Die ersten n Glieder werden mit wachsendem x kleiner und kleiner. 
Das » + 1% Glied ist konstant. Die dann folgenden Glieder ent- 
halten & ım Zähler und werden also mit wachsendem # größer und 
größer und zwar nicht allein absolut, sondern auch algebraisch. Daher: 


lim =. (1) 


Also: Die Exponentialfunktion wächst zuletzt rascher, als 

jede Potenz, mag deren Exponent n auch noch so groß sein. Die 

Exponentialfunktion wird von höherer Ordnung unendlich, als jede 

Größe, welche von endlicher Ordnung unendlich wird. Die Exponential- 

funktion wird gleichsam unendlich groß von unendlich hoher Ordnung. 
Aus (1) folgt, wenn man umkehrt und die Wurzel zieht: 


. x 
lim mn 0) y 
(2= %) Ve 
oder wenn ®@ =z, «=Inz gesetzt und dann statt 2 wieder x ge- 
schrieben wird: 


I. (2) 


d. h. der Logarithmus wird zwar mit dem Numerus zugleich unend- 
lich, aber er wächst zuletzt doch langsamer, als jede Wurzel 
aus dem Numerus, mag der’ Wurzelexponent auch noch so groß 
sein. Es ist also ganz unmöglich, das Unendlichgroßwerden des Lo- 
garithmus mit dem Unendlichgroßwerden des Numerus zu vergleichen. 
„Logarithmisch“ unendlich groß ist von niedrigerer Ordnung unend- 
lich groß als jede endliche Ordnung. 
Zweites Beispiel: 
Iimap = hm =.0% 
@=0) 
Man gehe zu den Logarithmen über: 
a a: 
(2=0 


Nach (2) ist für n= 1, wenn statt x gesetzt wird 1:«: 


.(2) 


bus, im scan Di, 
(.=0) (=) 
& 
daher: 
iminy=0, haar, Imerz = 


(«=0) 


192. Der Taylorsche Lehrsatz für mehrere Veränder- 
liche. Die Formeln [157] ergeben die Entwicklung von einer Funk- 
21° 
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tion einer Veränderlichen nach Potenzen von h unter dem Vorbehalt, 
daß man nur bis zu irgendeiner Potenz von h gehen und dann mit 
einem Restglied abbrechen will. Gleiches kann man unter Zugrunde- 
. legung einer Funktion von zwei Veränderlichen mit: 

F(@+h,y+K) (1) 
versuchen. Wie lautet dann die Entwicklung nach Potenzen von h 
und % und wie der Rest? 

(Selbstverständlich wird dabei vorausgesetzt, daß der Rest von 
höherer Ordnung unendlich klein werden soll, als die entwickelten 
Glieder im allgemeinen für unendlich kleine Werte von h und % sind. 
Denn sonst wäre ja die Entwicklung ganz beliebig, weil der Rest 
immer so gewählt werden könnte, daß beide Seiten der Gleichung 
übereinstimmen.) Es ist möglich, wie folgt, auf eine Funktion einer 
einzigen Veränderlichen zurückzukehren. Man setze etwa: 


y=&+uh, y=ytuk 
und betrachte F(zx + uh,y-+ uk) als eine Funktion der einen Ver- 
änderlichen u, was durch die Gleichung: 
f(u)=F(@e+uh,y+uk)= F(a,, y,) (2) 
bezeichnet werden mag. Dann läßt sich auf f(u) der Taylorsche 
Satz anwenden, indem man & durch O und h durch u ersetzt, was 


ergibt: 
Ku) = FO + = 10) + O4 + 


+ fe fr +10 + Au). (8) 


Nun ist nach (2) ou = F(&,y) und unter Anwendung der Formeln 
in [172]: 


’ oFo oFo OF oF 
fW)=- en oYı 


DEN een, er a’ 
da: F 
0%, _©(&+uh) RR oY, _ 9ytuk) ab: 
ou u Eur ou 
und für u= 0 nach (1) x, und < mit x und y zusammenfallen: 
or 
Ferner unter abermaliger ee von en 
„eF „oF 
an OT a ey 
Take) = du = h u ne 
BEE u, Ö®F ®F, 
N + la + eh). 
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also für u—= 0: 
„ OF o=]M 0235 
arg A A 
ED) day" . 0%.0% url (y)” 


oder in der symbolischen Bezeichnung nach [168]: 


E ÖF ar: 
r (0) E* (h PrA +h a 2 
und ebenso: 


E a ES 
mr (h rear, nn ) 


usw. Diese Ausdrücke sind in (3) einzusetzen. Wird dann zuletzt 
noch u = 1 angenommen, so ergibt sich nach (2): 


re aa)! 


Fe +h,y+kl)=Fls,y)-+ 1 + N 4er. 
oF oF\Pp 
er 
( 0x ni 
RER 
mit der Maßgabe, daß nach der Ausrechnung der Potenzen von: 
oF oF _,oF(,y) oF&, y) 


mittelst des binomischen Lehrsatzes (wie in [168]) statt: 


a 


zu Setzen ıst: 


aaa ACER 
O2) (op 
Der Rest wird mit derselben Maßgabe in der Form von Lagrange: 
(FED 4,276 nyeH 
me 08 on 
(pn! ß | 
wo nach der Differentiation statt & und n7 zu setzen sind: 
E=x-tAh, n=y+Ak CB I Sr 


Doch gibt es, genau wie in [157] auch noch andere Restformen, 
auf deren Herleitung aber hier verzichtet ist. 


193. Zu dem erweiterten Taylorschen Lehrsatz gibt es natür- - 
lich entsprechend erweiterte Anwendungen. Wenn z. B. zwei Glei- 
chungen: 

F&, y), p(®, Y) =. (1) 
zur Lösung nach x und y vorgelegt sind und man bereits „erste“ An- 
näherungswerte kennt: - 
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so setze man, um das Newtonsche Verfahren auf den vorliegenden 
Fall zu erweitern: 


x=a-+h, y=b+k 


und erhält nach Einsetzen in (1) und Entwicklung nach Taylor unter 
Beschränkung auf die Glieder erstes Grades: 


0=Flab) +hF(a+Ah) HkF(b-+Ak), 
0=olab) +hp(a+4h)+kp'(b+A'k) 
oder, wenn wie in [186] zunächst O statt A und A’ gesetzt wird: 
0= Fla,b) +hF'(a)+ kF'b), 
0=pla,b) +hyla) + kyp(b). 
Diese beiden Gleichungen ersten Grades geben durch Auflösung die 
Newtonschen Werte für und %. Sollten sich die verbesserten 
Werte von x und y noch nicht als genau genug herausstellen, so 
verbessere man in derselben Weise noch einmal usw. 


Die übrigen Betrachtungen aus |186] lassen sich unschwer über- 
tragen. Doch sei hierauf, wie auf ein Beispiel verzichtet. 


(2) 


Aufgaben zu $ 22. 

1. Die Gleichung & = cotg x hat unendlich viele Wurzeln. Eine 
liegt zwischen O und —, eine andere zwischen x und = 7. Diese 
beiden sollen nach Nee Verfahren berechnet werden. 

2. Nachzuweisen, daß der Ausdruck: 

HS oe ln 


einen limes hat, wenn % eine absolute ganze Zahl bedeutet, welche un- 
begrenzt groß werden soll. 
3 : asinbx—bsina® 
i Eh «sin Pc — Psinax 


a d 
4. ee DV 


oO 
Br 
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194. Das in der Überschrift gebrauchte Wort Singularität zeigt 
an, daß Ausnahmefälle erörtert werden sollen, Fälle, die nur ver- 
einzelt auftreten und eine besondere Behandlung notwendig machen. 
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Doch da dies noch recht unbestimmt klingt, so sei für eine feste 
Grundlage der Untersuchung außerdem vorausgesetzt: 
Gegeben sei die Gleichung der Kurve in der impliziten Form: 
Fix,y)=0 (1) 
und es stelle F eine stetige und eindeutige Funktion von & 
und y vor, in der Umgebung eines Punktes P(x, y) der Kurve. Des- 
gleichen seien die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung: 
p=Fr, g—EH,, = Fir, el ne t= Fyy, 
desgleichen die der dritten Ordnung, die auch für die Folge gebraucht 
und deshalb kurz bezeichnet werden als: 
e= Fam P=Fay, 9=Fıom 9= Fa 


usw. endlich, eindeutig und stetig. Welche Singularitäten können 
dann möglicherweise für den Punkt P eintreten? 


195. Doppelpunkte. Nach [165 9] wird die Tangente in P 
durch die Gleichung: 


i pdae+tgdy=Q\, (1) 
oder: 
d d 
2 ML, oder) E-—1 @ 
gegeben. 


Je nachdem man daran denkt & oder y zur unabhängigen Ver- 
änderlichen zu machen, wird man (2) «) oder (2) ß) nehmen. Im 
allgemeinen macht es nichts aus, worauf die Wahl fällt; nur wenn 
q=0 ist, wird man lieber (2) ß), wenn p=0 ist wird man lieber 
(2) &) nehmen. 

Wenn aber gleichzeitig: 

p—=0 und = (3) 
ist? Dann wird: 
ua DEN (4) 


also unbestimmt. Das erste totale Differential verschwindet identisch, 
versagt also zur Bestimmung von dy:dx vollständig. Also versuche 
man es mit dem zweiten totalen Differential: 


E®F=pd’z + gdy+r(da)’ +2sdrdy +tldy” =, (5) 

oder nach (3): 
r(dz)?’ + 2sdxdy + t(dy)”’ = 0, (6) 
+ 2sy tt) 0. M) 


Während also sonst aus (2) die erste Ableitung y’ und aus (5) 
die zweite Ableitung 9” berechnet wird (vgl. [169]), fällt jetzt (2) 


nah: 
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ganz aus und (7) dient zur Bestimmung von y”. Da aber (7) eine 

Gleichung zweiten Grades ist, so ergeben sich zwei Werte von y'. 
Die Kurve geht zweimal durch P, P ist ein Doppel- 
punkt. Die Wurzeln sind: 


A 3 Yı: ner +y— (rt — 8?) (8) 


N) Yy t 
daher: 
Erster Fall. rt— s®®< 0. Die beiden Werte von 
y' werden reell und verschieden. Der Punkt ist ein wirklicher 
oder reeller Doppelpunkt (Fig. 76). | 
Beispiel (Figur nicht vorhanden): 


F(x, y) = 18x? + Ixy? + Sy? — 2972 — 108y+ 180 —=0, 
p = 54x? + Iy? — 297, q= 180y + 24y? — 108, 
r=1081; s=18y; t= 18x + 48y, 
le al 1 al — 48. 
Man seze = +2, y=—5. Es wird: 
F(+2, — 3) = + 144 + 162 — 216 — 594 + 216 +180 = 0, 
d.h. P(+2,— 5) ist ein Punkt der Kurve. Ferner folgt: 
p=+216+81—- 297 =0, q=-1085 +216 - 108 =, 
d.h. P(+2, — 3) ist ein Doppelpunkt. Endlich ergibt sich: 
r=+216, s=-54, t=— 108. 
Aus (7) wird daher nach Division durch 108: 


2 —-y—y?=0, 


Fig. 76. 


also: 

ya rl, Yy — a a 116°33,9. (9) 
Die Kurve geht in den beiden angegebenen Richtungen durch P hin- 
durch. Will man noch die zweite Ableitung y” haben, so wird für 
einen Doppelpunkt das dritte totale Differential herhalten müssen, 
welches ergibt: 

0=-d’F=pax +gdy-+S(lrdae + sdy)d’x + 3(sdx + tdy)d’y 
+ [a(dx) + 3Bldx)’dy + Bydaldy)’ + Ildy)?]. 

Für einen Doppelpunkt verschwinden nach (3) die beiden ersten 
Glieder. Sodann setzt man wie üblich #2 —0, d’y= y'(d«)’, so folgt: 
a 

ABER 2 DU Ga 
also im vorliegenden Falle: 
» 108 HbLyiı Asyl Tee By 


162 + 324 y’ DT Say! 
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daher nach (9): 


und nach [180 ı]: 


Die beiden Zweige der Kurve in P haben also verschiedene 
Krümmungen. (In gleicher Weise könnte man die dritte, die vierte 
Ableitung usw. bilden, wobei allerdings die Rechnungen immer müh- 
samer werden würden. Soviel ist aber klar, daß die Werte für beide 
Zweige verschieden ausfallen müssen.) 

Zweiter Fall rt—s?>0. Die beiden Werte für y,’ und 
werden nicht reell, sondern komplex. Es gibt zu dem Punkte P über- 
haupt keine (reelle) Fortsetzung. Man nennt einen solchen Punkt 
einen imaginären Doppelpunkt oder isolierten Punkt oder Einsiedler. 

Beispiel (Figur nicht vorhanden): 

Froy)=zeiryterytf=0, 
p=-3R+2r ty g=3P+zH+2y, 
rabn tr 205 el debych 2, 
Man setze 2=0, y=(0. Die Gleichung wird erfüllt. Ferner ergibt 
sich =0, q=(0, d.h. der Punkt P(0,0) ist ein Doppelpunkt. 
Gleichung (7) wird: 
era, 
Y ER 1 B iV3 : 
Y 2 

Der Punkt P(0, 0) ist also ein Einsiedler (von den anderen reellen 
Punkten der Kurve, welche einen kontinuierlichen Kurvenzug bilden, 
ganz isoliert). 

Dritter Fall. r?—s®=0. Die beiden Werte von y, und %, 
fallen zusammen. Der Punkt P(x,y) ist im allgemeinen eine Spitze. 
Die Kurve nähert sich von P, kommend dem 
Punkte P in der Richtung der Tangente, macht 
aber in P kehrt und läuft zurück, sich dabei 
von der Tangente nach der andern Seite (nach 
- P,) entfernend. P heißt deshalb auch ein Rück- 
kehrpunkt (Fig.77). Solche Spitzen oder Rück- 
kehrpunkte hat z. B. die Evolute der Parabel, die Evolute der Ellipse 
und die gemeine Zykloide. (Vgl. Fig. 21, 33, 34 in [60], [143]). 

Zur Vereinfachung nehme man die x-Achse parallel zur Tan- 
gente. So wird y’=0 und „=0(, alsor=0,s=0. Der Taylor- 
sche Satz für zwei Veränderliche gibt daher, wenn h=da, k=dy 
gesetzt wird, einschließlich der Glieder dritter Ordnung: 


Fig. IX. 
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t a(dx)? +B3Pß(dx)’d 3ydz(dy)’ + ö(dy)°® 

0-5. (dy)? + (da)” + 3P(dx) u ydaxzlay)' + ldy) 
Also ist (dy)” mindestens von der 3‘ Ordnung und dy mindestens 
von der 2 Ordnung unendlich klein in bezug auf dx, woraus wieder 
folgt, daß die drei letzten Glieder von höherer als der dritten Ord- 
nung unendlich klein sind. Daher bis auf Größen von der 3'%* Ordnung 
genau: 


t da)® | 
0- Lay +, y-+Y- (da). 


Es darf daher d&z nur ein Vorzeichen haben, nämlich dasjenige von - 
— «:t, wenn dy reell sein soll. Dann aber hat dy zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Werte von der Ordnung 3:2, während für einen ge- 
wöhnlichen Punkt nach [149] die eben beginnende Abweichung von 
der Tangente von der zweiten Ordnung ist. Hiermit steht im Einklang 
die unendlich große Krümmung im Rückkehrpunkt, welche aus (10) 
hervorgeht. Aus s=0, y = folgt nämlich: 


r & 
en ae wege 


Diese Betrachtungen setzen « als von 0 verschieden voraus; andern- 
falls kann die Singularität des Punktes noch eine Abänderung erfahren. 
196. Mehrfache Punkte. Ist nicht allen p=0, q=0, son- 


dern auch noch: 
r=0, s=0, ti=0, 


so wird der betreffende Punkt ein dreifacher Punkt und die Rich- 
tungen der drei Tangenten werden durch die Formel: 
«+3ßBy +3yy?+dy’= 0 
bestimmt. Wäre ferner außerdem noch: 
eV, al Be o=0, 

so würde es sich um einen vierfachen Punkt handeln usw. Allgemein 
entsteht ein p-facher Punkt, wenn alle ersten, alle zweiten ... bis alle 
(p— 1)” Ableitungen von F(x,y) für ihn verschwinden. Die Glei- 
chung zur Bestimmung von y’ wird dann vom »'® Grade und je 
nachdem sie nur reelle, oder auch komplexe oder auch mehrfache 
Wurzeln hat, entstehen Einteilungen für p-fache Punkte, bei welchen 
auch die Werte der noch höheren Ableitungen zum Teil maßgebend 
sind. In der Theorie der höheren algebraischen Kurven findet man 
eine eingehende Analyse aller so möglichen Singularitäten. 

Sehr vereinfacht wird ihre Untersuchung, wenn der mehrfache 
Punkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfällt, was immer 
durch eine Parallelverschiebung erreichbar ist. Es sei zunächst ein 
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beliebiger Punkt P(xy) der Kurve und ein zweiter Punkt P, (z,,%,) 


mit den Koordinaten 
w=i+h, y-y+k 
vorausgesetzt, also daß: 
F&y)=0 und F(ixe+h,y+k)=0 
sein muß. Die Anwendung des Taylorschen Satzes ergibt: 


abe k h?—+2shk + tk? ah? 3ßh?k 4 3yhk?--$%° 


Das erste A verschwindet. Schreibt man darauf, nachdem P 

‘ zum Anfangspunkt gemacht worden ist, x statt h, y statt k, so wird: 
23 1%? mE aRcnL ax? +3ßre’y + 3yay? + öy? 

NZ — + e Ber 


In ee a des Anfangspunktes kommen zu allererst 
die Glieder ersten Grades. Man erhält daher, da im vorliegenden 
Falle de=x, dy=y gesetzt werden darf: 


pdz+tgdy=Q, A a RN 


Also ganz wie es nach [165 9] sein muß. Ist aber py=0 und 
qg=0,d.h. sind die niedrigsten Glieder vom zweiten Grade, so ergibt 
sich ebenso: 

r(d&)’ +2sdxdy+t(dy? =0; r +2sy+W?’=0, 
ganz wie vorhin [195 6]. | 

Ist auch noch: r=0,s=0,t=0, so kommen zuerst die Glieder 
dritten Grades. Sie ergeben: 

«+3ßy +H3yyY?+oy?’=0 
usw. Daher: 

Macht man den zu untersuchenden Punkt P zum Anfangspunkt 
und entwickelt die Gleichung der Kurve nach steigenden Potenzen 
von x und y, so ergeben sich die Tangenten durch Beschränkung der 
Gleichung auf die Glieder niedrigsten Grades, wenn x und y durch 
dz und dy ersetzt werden, oder wenn y:x durch dy:d@=y' er- 
setzt wird. Sind Glieder ersten Grades vorhanden, so ist der Punkt 
ein gewöhnlicher Punkt. Fehlen sie und sind Glieder zweiten Grades 
vorhanden, so ist der Punkt ein Doppelpunkt. Fehlen auch Glieder 
zweiten Grades, sind aber solche dritten Grades vorhanden, so ist der 


Punkt ein dreifacher Punkt usw. 
So lehrt der Anblick der Gleichung des Öartesischen Blattes [60]: 


ty —axy=0 
auf der Stelle, daß die Kurve durch den Anfangspunkt O0 geht, daß 
dieser Punkt ein Doppelpunkt ist und daß die beiden Tangenten in 


332 $ 23. Singularitäten ebener Kurven. 196. 


O mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. Desgleichen ersieht 
man aus der Gleichung der Bernoullischen Lemniskate: 
Wat rt 
ebenfalls, daß sie durch O geht, daß O ein Doppelpunkt ist und daß 
die beiden Tangenten in O die Koordinatenwinkel halbieren. Denn 
es ergibt sich: 
(de) — (dy?’=0, dy=+ da. 
Selbstverständlich hat man die Theorie der Singularitäten auch 
auf Punkte von Flächen übertragen. Gesetzt die Gleichung der Fläche 
sei in impliziter Form: | 


F&, Y, 2) u 
gegeben, so folgt durch totale Differentiation: 
Fyde+F),dy+F,de=0 oder de —— Sn de -- "U ay, 


p 2 7 y 
9. { 2 1% ; 


gesetzt werden muß. Wenn aber zugleich: 
F,=0 und F/=0 und F/=0 


ist, so werden p und q vollständig unbestimmt. Das zweite totale 
Differentiale ergibt alsdann: 


Ft (de)? + 2Frldedy + Fi/(ay)? + 2 Fildede + 2Fy!dydz 
+ F,.(da”’ =0, 


also eine Gleichung, welche einen Kegel zweiten Grades bestimmt. 
Es gibt in dem betreffenden Punkt überhaupt keine Tangentialebene 
sondern einen Tangentialkegel usw. Doch erfordert eine eingehende 
Untersuchung solcher Singularitäten erheblich mehr Aufwand an 
Rechnung. 

Der geometrischen Dualität oder Reziprozität zwischen Punkt 
und Gerade (oder im Raume zwischen Punkt und Ebene) zu Liebe hat 
man den Begriff der Singularität auch auf die Tangenten von Kurven 
bzw. die Tangentialebenen von Flächen übertragen. Eine Doppel- 
tangente z. B. entspricht dem Doppelpunkt. Sie ist eine Gerade, 
welche die Kurve zweimal berührt. Doch können die Berührungs- 
punkte auch imaginär sein, in welchem Falle die Doppeltangente zu 
einer isolierten Tangente wird. Fallen sie aber zusammen, so wird 
die Doppeltangente im allgemeinen zu einer Wendetangente und der 
Berührungspunkt zum Wendepunkt. Die Wendetangente ist also der 
Spitze dual entgegengesetzt. Wie dort der bewegliche Punkt nach 
1195] sich zur Spitze hin bewegt und alsdann scharf umkehrt, so 


et 
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dreht sich hier die Tangente erst in einem .Sinne und dann nach 
Überschreiten des Werken: P im andern Sinne [181]. 

Besonders für algebraische Kurven (und Flächen) hat diese 
Gegenüberstellung ler Punkte und singulärer Tangenten (Tan- 
gentialebenen) tiefe und eingehende Prinzipien der Einteilung zur 
Folge gehabt, die hier aber nur ganz flüchtig erwähnt werden können. 
Sie gipfeln in dem Begriff des sog. Geschlechts. 

197. Asymptoten. In einem engeren Sinne gehören auch die 
Asymptoten zu den Singularitäten von Kurven. Von ihrer Lage hängt 


ab, wie die Kurve sich in „unendlicher Ferne“ verhält, in welcher 
- Riehtung die „unendlich fernen“ Punkte liegen und wie die Kurve 


ihnen zustrebt. Denn sie sind sozusagen die Tangenten in den un- 
endlich fernen Punkten. 

Die Untersuchung sei von vornherein beschränkt auf algebraische 
Kurven, d. h. auf Kurven, deren Gleichung auf die Form gebracht 
werden kann: 

Fix, y) ii 
wo F eine ganze Funktion irgendeines, etwa n' Grades von x und y 
bedeuten soll. Man ordne im Gegensatz zu [196] die Glieder nach 
fallenden Potenzen, so sei also: 


0=-Fak,y)=-9, a W)+MaÜamW)+t:, (1) 


wo der Kürze wegen gesetzt ist: 
De Herrn, 0 
Pn-1(@, Eur URS a (8) 


De Punkt Pen, y) soll sich unbegrenzt weit en d.h. es 
sollen x und y oder wenigstens eine des: beiden Kroaten un- 
endlich groß werden. Daher darf man (nötigenfalls nach einer Drehung 
des Koordinatensystems): 

lim x,= 00 (&) 
annehmen. Um aber trotzdem nicht mit unendlich großen Werten 
rechnen zu müssen, setze man nach [81]: 

1 
en 6) 

Dann wird «u (im allgemeinen) endlich bleiben, während: 

lm U (6) 
wird. 

Nach Ausführung der Transformation (5) in (2) und (3) er- 


hält man: 


u) tutti a u) Ts 


1 
9,8, Yy) — 9, —, 3 


32 
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Tan u a + betr nut 
Da, Y) = 9-17: —) TE n—1 ee (8) 


2 2 
usw. Gleichung (1) geht daher nach Multiplikation mit z” über in: 
0=9,1,W+29,-,1(4,u)+29,-.(1,%)... (9) 
Man differenziere (9) total nach u und 2. Es folgt: 
0=-(,l,W+r2.9,.,1,W+::.)du 
+, wW+ 229, l, W+--.)dz. (10) 
(9) und (10) vereinfachen sich für den besonderen Fall (6) in: 


du PEE (1, %) 


Andererseits ist die Gleichung der Tangente in P(zx, y) nach [142]: 
IT-yX4Wwzay), (12) 
also sind noch y’ und y— xy’ nach (5) zu transformieren. Es folet: 


dz zdu — udz 
Ve EN Bd er 
daher: 
‚ day du u U du du 
Ya WER a N 


Und für z=0 nach (11): y=u, y—-ay=—-9,.,(1,%):9,(1, u). 

Daher: Um eine Asymptote einer algebraischen Kurve n‘* Ordnung 
zu erhalten, beschränke man sich zunächst auf die Glieder n‘" Grades 
p,(z, y), setze y= ur und bilde so die Gleichung n“”" Grades für u: 


0. (18) 

Nach Auflösung derselben wird die Gleichung der Asymptote: 
Pn-ı(l>%) 
Yn4A,u) 

Da (13) vom n'* Grade in bezug auf u ist, so folgt, daß eine 
Kurve n‘”* Ordnung im allgemeinen n Asymptoten haben kann, (aber 
auch weniger, wenn (13) auch komplexe Wurzeln hat). 

Erstes Beispiel: 


= F(a,y) = +2 2° y—ay?—2y°— 68°2+22y+ 22 —2— 66y—6=0). 
Gleichung (13) wird hier: 
9, 1,wW=1+2u-W—-2W#=0. 
Die drei Wurzeln sind: 


| | 1 
/ U, = | $) Up E— $) Us Be DJ . 


Del, u) — 2 ui 2u pr 6uf, o(1, u) = — 6 4 u = 22uR, 


Y=uX-— (14) 
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also firru=+1, —1, — #: 
U 
RSRENER el! 
Die Gleichungen der drei Asymptoten sind daher, wenn statt 
X und Y wieder x und y geschrieben wird: 
<—-y+5=0, 2 +y-T=0, <+2y—2=0. 
Zur Probe bilde man das Produkt der linken Seiten dieser Glei- 
chungen (rechts steht nur 0). Es ergibt sich: 
(—-y+3)a+y—- De +2y—2)=a?+ 2a?y — ay?— 2y? — 60° 
+22y + 22? — 13x — 62y-+42. 
Der Unterschied zwischen den Gliedern der Form F'(x, y) fängt, 
wie man sieht, erst mit dem ersten Grade an. Man erhält: 


F&,y=(e —-y+3)(e +y-D(ae +2y-2)+482 —y— 12). 
Zweites Beispiel. Das Folium cartesianum (Fig. 19): 
e+ypP—asy=0. 
Gleichung (15) wird 1+u?=0, es ist nur eine reelle Wurzel 


vorhanden, nämlich v=— 1. Man erhält weiter: 
I hen, au ia 
Bu un 3 


Die Gleichung der Asymptote ist daher: 
yta+z=—0. 


193. Zu der eben erklärten Theorie der Asymptoten seien noch 
einige Anmerkungen hinzugefügt. 

Erste Anmerkung. Man kann auch auf folgendem Wege zu 
den Asymptoten gelangen. Es sei: 


| Fa, y) 0 ) 
die Gleichung einer Kurve »' Ordnung und: 
y=4Ax+DB (2) 


die Gleichung einer beliebigen Geraden. Setzt man (2) in (1) ein, so 
entsteht im allgemeinen eine Gleichung n'%® Grades für x, deren 
Wurzeln die Abszissen der Schnittpunkte der Geraden und der Kurve 
bestimmen. Soll indessen die Gerade zu einer Asymptote werden, so 
müssen zwei der Schnittpunkte unendlich fern liegen, d. h. die Glei- 
chung muß sich [76] auf den » — 2%" Grad reduzieren. Die Koeffi- 
zienten von x” und x”! sind also = 0 zu setzen. 

Man kommt selbstverständlich bei Durchführung auch dieses An- 
satzes auf [197] zurück. Ist die Kurve von der dritten Ordnung, so 
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wird also jede Asymptote im allgemeinen mit der Kurve noch einen 
wirklichen Schnittpunkt gemeinsam haben. Im ersten Beispiel zu [197] 
liegen diese drei Schnittpunkte offenbar auf der Geraden mit der 
“Gleichung: 
32 —y—-122=0. 

Doch kann gelegentlich auch noch ein dritter Schnittpunkt un- 
endlich fern liegen, wie im zweiten Beispiel. Setzt man in die Glei- 
chung der Kurve ein: 


so wird die linke Seite: 
3 4? 3 
+(-2-5) -a2(- 2-3) - 2 P-aR—-..—,, 
er a), 
u 

Es fallen die Glieder mit x°, mit x? und auch mit x heraus, und 
es bleibt nur eine Konstante. Der vorhin genannte Schnittpunkt liegt 
auch unendlich fern; die Asymptote ist sozusagen zugleich eine Wende- 
tangente. 

Zweite Anmerkung. Man denke sich in der Umgebung der 
Stelle 2=0 die Größe u mittels des Taylorschen Satzes durch 
Hinzufügung des Restgliedes nach Potenzen von z bis einschließlich 
2 Grads entwickelt in: 


uv=4A-+ Bz-+ (2? 


oder nach Wiedereinsetzen von x und y aus [197 5]: 


C 
y— Au DE, 


d.h. die Abweichung des betreffenden Kurvenzweiges von 
der Asymptote wird mit absolut wachsendem x unbegrenzt 
4 klein. Sie wechselt aber ihr Vor- 
zeichen zugleich mit x, also dab 
die asymptotische Annäherung im 
allgemeinen auf verschiedenen Seiten 
der Asymptote erfolgt, wenn man 
sich nach der einen und nach der 
andern Richtung unbegrenzt weit 
entfernt. Man betrachte z. B. die 
Hyperbel (Fig. 78). Bei A nähert sich die Kurve von schräg unten, 
bei 5 von schräg oben her der Asymptote AD. 
Doch sind Ausnahmen sehr wohl möglich. Eine solche bietet 
z. B. die Asymptote des Folium cartesianum (Fig. 19). Hier liegt die 


Fig. 78. 


N . 
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ganze Kurve überhaupt nur auf einer Seite der Asymptote, also kann 
auch die Annäherung nur von einer Seite erfolgen. Dies hängt mit 
der in der ersten Anmerkung erwähnten anderen Ausnahme zusammen. 

Dritte Anmerkung. Ist «u eine mehrfache Wurzel von (13) 
in [197], so verschwindet @,' (1, «) nach [161]. Also wird alsdann 
der Bruch in [19714] in der Regel unendlich groß, d. h. es ist wohl 
die Richtung feststellbar, in welcher der Kurvenzweig in die Un- 
endlichkeit sich erstreckt, aber die Asymptote selbst ist nicht vor- 
handen, weil auch sie unendlich fern ist. Als Beispiel sei an die 
gewöhnliche Parabel erinnert, welche zu beiden Seiten des Scheitels 


allmählich mehr und mehr die Richtung der Hauptachse einschläst, 


aber ohne daß eine wirkliche Asymptote da wäre, der sie sich zuletzt 
unbegrenzt anschmiegen würde. 

Vierte Anmerkung. Außer den in den vorigen Anmerkungen 
genannten Sonderfällen können noch manche andere durch Kombi- 
nation entstehen. Es kann z. B. ein unendlich ferner reeller Doppel- 
punkt existieren. Dann hat die Kurve zwei reelle und parallele 
Asymptoten, wie es mit der Kurve dritter Ordnung 

1 
x — 1 


ye—y—-1l-=0, ode y= 


der Fall ist, von welcher zwei Asymptoten parallel zur y-Achse im 
Abstand +1 und — 1 verlaufen, während die dritte mit der x-Achse 
übereinstimmt. Oder es kann eine unendlich ferne „Spitze“ vorhanden 
sein. Dann ist die Annäherung nur in einer Richtung, in dieser aber 
von beiden Seiten. Die Kurve: 

y®—1=0, oder yv--; 
hat die y-Achse zu einer solchen (Doppel )JAsymptotee Ob man x 
positiv oder negativ unendlich klein setzt, y ist beidemal positiv un- 
endlich groß. Und andere Fälle mehr. | 

Fünfte Anmerkung. Selbstverständlich können auch tran- 
szendente Kurven Asymptoten haben. So hat z. B. die Exponential- 
kurve: / 

. ee 
die &-Achse zur Asymptote, allerdings nur einseitig, nämlich in der nega- 
tiven Richtung, denn in der positiven Richtung wird im Gegenteil % 
unendlich groß. 

Sechste Anmerkung. Den asymptotischen Geraden von Kurven 
entsprechen asymptotische Ebenen von Flächen, Ebenen, welche als 
Grenzfälle von Berührungsebenen aufzufassen sind, wenn der Be- 
rührungspunkt sich unbegrenzt weit entfernt. Bei einem Hyperboloid 
z. B. umhüllen die asymptotischen Ebenen den sog. Asymptotenkegel. 

Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 22 
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Übungen zu 8 23. 
1. Die Asymptoten der Kurve zweiter Ordnung 
2 — 3xy+2yP7 +42 —dy— T=0O 


sind zu ermitteln. 
2. Gegeben die Kurve: 


> +ay +bR +caytef +fe+gy+h=d. 


Die Koeffizienten a, b, c, e, f, 9, h sind so zu bestimmen, daß die 
Kurve durch P(+ 2, — 3) geht, daß dieser Punkt ein Doppelpunkt 
ist, daß die beiden Tangenten in P zu den Koordinatenachsen parallel 
sind, daß der Krümmungsradius an den Zweig, dessen Tangente 
parallel zur x-Achse =6 wird (Krümmung um die Parallele zur 
+ y-Achse) und der Krümmungsradius an den anderen Zweig = 3 
wird (Krümmung um die Parallele zur — x- Achse). 

3. Eine Kurve zweiter Ordnung, welche einen Doppelpunkt hat, 
muß in zwei Gerade zerfallen. 

4. Die Doppeltangenten an die Bernoullische Lemniskate und 
ihre Berührungspunkte sind zu ermitteln. 

5. Wo liegen die Wendepunkte der Kurve 


+y+y=0? 


“ 
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199. Die Einhüllende. Ein Kreis wird von allen seinen Tan- 
genten eingehüllt. Die Tangenten sind eine Schar gerader Linien und 
der Kreis ist ihre Einhüllende (oder Enveloppe). Alle Flugbahnen, 
welche von demselben Anfangspunkt in derselben Vertikalebene mit 
derselben Anfangsgeschwindigkeit aber mit verschiedenen ‚Abgangs- 
winkeln beschrieben werden, werden von der sog. Grenzparabel ein- 
gehüllt [200]. Die Flugbahnen bilden eine Kurvenschar und die 
Grenzparabel ist ihre Einhüllende. So ließen sich tausende von Bei- 
spielen anführen, in denen eine Kurvenschar eine Einhüllende besitzt. 
Es sei ganz allgemein: 


Fayy)=-0 (1) 
die Gleichung einer Kurvenschar. Das soll heißen: Wenn man für 
ı (nötigenfalls unter Beschränkung auf einen gegebenen Spielraum) 
irgendeinen Wert setzt, dann stellt (1) die Gleichung irgendeiner 
Kurve der Schar vor. Die Zahl A soll also ein Parameter sein, dessen 
Wert für ein und dieselbe Kurve der Schar konstant ist, aber bei dem 
Ubergang von einer Kurve zur andern sich ändert. 
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Wenn nun die Einhüllende überhaupt existieren soll, so müssen 
zum mindesten „benachbarte“ Kurven der Schar einander schneiden. 
Benachbart aber werden zwei Kurven sein, deren Parameter sich um 
unendlich wenig, um dA, unterscheiden. In diesem Sinne seien ihre 
Gleichungen 

F(&,yA)=0 und Fi, yı+dı)=0. (2) 

Es ist wohl klar, daß ihr Schnittpunkt der Einhüllenden un- 
begrenzt nahe liegt, Bet mit anderen Worten, daß die Grenzlage 
dieses ke: einen Punkt der anaflenden ergibt. er 
(2) folgt: 


und er nEend 


da 
Die linke Seite der zweiten Gleichung ist aber nach $ 19 nur 
unendlich wenig von der partiellen Ableitung nach A verschieden. Also: 
Jeder Punkt der Einhüllenden erfüllt die beiden Gleichungen: 


) Fiayi)—0 und p). Fed _o oder F/=0.(3) 


Oh 
| Ihre Gleichung entsteht daher durch Elimination von A aus den 
beide Gleichungen (3). Mithin: 
Um zu einer gegebenen Kurvenschar: 
F(x,y, 2) = 0 (4) 
die Einhüllende zu ermitteln, bilde man die Ableitung nach dem 
Parameter 4 (also wohlbemerkt, weder nach & noch nach y, sondern 
nach 4) und setze sie gleich 0 


=). 


Pe oF(x,y, 1) _ 
H=0 oder ILR=0. 


(9) 

Durch Elimination von A aus (4) und (5) entsteht alsdann die 
Gleichung der Einhüllenden: | 

b(R, y) =, (6) 

Statt A zu eliminieren und bis zur Endgleichung (6) vorzudringen, 
ist es zuweilen gebotener, A beizubehalten und es entweder bei der 
Zusammenstellung von (4) und (5) für die Einhüllende bewenden zu 
lassen, um geeignete Betrachtungen oder Konstruktionen daran zu 
knüpfen oder auch aus (4) und (5) x und y durch A zu berechnen, 
um im Sinne von [60] eine Parameterdarstellung der Einhüllenden 
zu gewinnen. 

Daß die so nittelle Kurve in der Tat Anspruch machen darf, 
Einhüllende zu heißen, läßt sich auch a posteriori wie folgt beweisen. 
Man differenziere (4) total nach allen drei Eden ehen a EN 
Es wird: 


5 


0— F/da + F/dy + Far. (7) 
225 
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Diese Differentialgleichung gilt allgemein, wenn man von irgend 
einem Wertsystem x, y, A zu einem benachbarten Wertsystem x +d«, 
y+dy, +di übergeht. Das dritte Glied verschwindet, wenn man 
auf derselben Kurve der Schar bleibt, weil dann dA=0 ist. Es 
verschwindet aber auch, wenn man auf der Einhüllenden bleibt, weil 
dann F/’=0 ist. In beiden Fällen erhält man: 


’ 14 d I 
Frda+ Fäy=0, „= Wo 


also, wenn beide mal ein und derselbe Punkt, der dann ein Punkt 
der Schar und zugleich der Einhüllenden sein muß, gewählt wird, 
denselben Wert für dy: dx, d.h. 

Die Kurve (6) wird von jeder Kurve der Schar (4) in dem 
aus (4) und (5) zu bestimmenden Punkt P berührt. Sie ist 
also in der Tat die Einhüllende. 

In der Regel wird die Berührung von erster Ordnung sein, doch 
ist höhere Ordnung durchaus nicht ausgeschlossen. 

Für eine analytische Deutung von (4), (5) und (6) ziehe man 
[161] zu Rate; es soll A nach (5) eine (mindestens) zweifache Wurzel 
von (4) sein, wenn (4) als eine Gleichung zur Bestimmung von 4 
aufgefaßt wird. Ist z.B. (4) von der Form: 


Kara N) N)—0, (8) 
so wird (5) von der Form: 
fs(&, Y) a Afs(®, Y) es 05 
während aus (6) wird: 
Kay) ka) - ka N’— 0; (9) 


d. h. die Diskriminante von (8) hat zu verschwinden. 


200. Erstes Beispiel (Fig. 79). Die Einhüllende aller von 
einem festen Punkt O gleichweit entfernten Geraden ist zu bestimmen. 
Lösung: Man mache O zum Koordinatenanfangspunkt, und setze 
die Gleichung der Geraden in der Hesseschen Normalform voraus: 


xcose+ysne—d=0. 


Es soll ö konstant sein, also ist « der in [199] mit A bezeichnete 
Parameter. Folglich nach [199 5]: 


— zsine +ycosa=0. 
Aus beiden Gleichungen folgt durch Auflösung nach x und y: 
=0co8a, y=-Ösin« 
und durch Quadrieren und Addieren, um « fortzuschaffen: 


ep —=0. 
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Die Einhüllende hat sich als Kreis um O als Mittelpunkt mit Ö als 
Radius herausgestellt, was ja wohl als selbstverständlich gelten konnte. 


a Fig. 80. 


Zweites Beispiel (Fig. 80). Die Einhüllende aller Geraden, 
welche von einem rechten Winkel ein Dreieck mit konstantem In- 
halt AOAB=A abschneiden, ist zu ermitteln. 

Lösung: Die Gleichung der Geraden 7 ist: 


ae, 
a b 
Nach Voraussetzung soll sein: 
RI AN PEN 
a 


daher nach Elimination von b: 
+1 -1=09 ya—-2Aa+n2A=0. 
Die linke Seite ist die Funktion F, wenn A durch a ersetzt wird. 


Also: 
0=F/’=2ya—2A. 


Aus beiden Gleichungen folgt: 
oder auch: 


und nach Elimination von a und b: 
/a\ 
By, Ur 


Die Einhüllende ist also eine Hyperbel, welche die Koordinaten- 
achsen zu Asymptoten hat. Der Berührungspunkt P liegt in der 
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Mitte von AB, wie unmittelbar aus den vorigen Ausdrücken für & 
und y folgt. 

Übrigens ist hier der Umlaufssinn 0O— A— B—0 positiv voraus- 
gesetzt. Nimmt man ihn negativ, so entsteht als zweite Einhüllende 
eine Hyperbel im zweiten und vierten Quadranten und beide Hyperbeln 
sind zusammen zu nehmen, wenn man A nur absolut auffaßt. 

Drittes Beispiel (Fig. 81). Die Einhüllende aller Flugbahnen in 
derselben Vertikalebene, ausgehend von demselben Punkt, mit derselben 


Fig. 31. 


Anfangsgeschwindigkeit, aber verschiedenen Abgangswinkeln ist zu be- 
stimmen. Es wird die parabolische Theorie zugrunde gelegt, also 
nach Stärke und Richtung konstante Schwere und kein Luftwider- 
stand. 

Lösung: Es sei v, die Anfangsgeschwindigkeit, # die Zeit, ge- 
rechnet von dem Augenblick, in welchem das Geschoß von O ausgeht, 
« der Abgangswinkel, g die Schwerebeschleunigung. Außerdem werde 
der Kürze wegen gesetzt: 


Dann ist A bekanntlich die größte Höhe bei senkrechtem Wurf. 
Die beiden Bewegungsgleichungen sind nach den Prinzipien der 


Mechanik: 
=V1,c0o8a.t;y=W sinat— 1 
und hieraus folgt nach Elimination von £: 
I 2 


yan-tiga- 1 
Y 2% 2 cos?o 


oder, wenn zur Abkürzung tg« =» gesetzt und h eingeführt wird: 


F(&, y, p) = Pg: ’— pa+ly+)-9; 


also für die Einhüllende auch: 


2.73% ’ 


d. h. entweder <= (0, was auf Punkt O zurückführt, (der so zu sagen 


a 


200. Beispiele zu Hüllkurven. 543 


ein isolierter Punkt der Einhüllenden ist, da alle Flugbahnen durch ihn 


hindurchgehen), oder: 


2h 2h 
= —2hootg e; De 


Nach Einsetzen von p in die Gleichung der Flugbahn folgt: 


h—2h+(y+,,)=0, 
oder: 
2 
5° 
‚Die Einhüllende ist also eine Parabel, die sog. Grenzparabel. 


GR 


Ihr Scheitel fällt mit dem Scheitel des senkrechten Wurfes zusammen 


und ihr Brennpunkt ist der Punkt 0. Ist «> 45°, so liegt der Be- 
rührungspunkt P höher als O; ist «= 45°, so fällt er mit A (oder B) 
zusammen (größte Schußweite bei 
horizontalem Ziel), ist « < 45°, so RB 
liegt P tiefer als 0. Liegt ein 
Ziel innerhalb der Grenzparabel, 
so kann es durch zwei Schüsse 
getroffen werden, einen Flachschuß 
und einen Steilschuß. Liegt es 
auf der Grenzparabel, so fallen 
beide Schüsse zusammen. Liest 
es außerhalb der Grenzparabel, so 
kann es überhaupt nicht mehr ge- 
troffen werden. 
ViertesBeispiel. EineStange 
von gegebener Länge / gleitet .mit 
den Endpunkten auf zwei zuein- 
ander senkrechten Geraden. Es Fig. 82. 
wird ihre Einhüllende gesucht. | 
Lösung: Die Gleichung einer Geraden, welche von den Koordi- 
natenachsen die Strecken » und q abschneidet, lautet: 


ENTER ER 


N 


SS 


SU SIDE 
20% 


Es soll sein: 9 + = [?, also nach Einführung des Hilfswinkels « 
(nicht gezeichnet): 
p=lcose, q=I!sing; 


daher nach Fortschaffung der Nenner: 
F(x,y,e)=zsina+ycose—Isnacos«e—=0. 
Also für die Einhüllende auch: 


F/=2c0os@ae— ysin@ — l(cos®’«— sin’«e)=0. 
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Die Auflösung nach x und y ergibt: 


x = l(cos?« — sin?a)cos@+!sin«cos«asin« $ 
oder überaus einfach: 


y=1sin.«cosa cos «a — l(cos?’« — sin?«)sin « 
u. 3 a 
= L.C0080,, y-ıliein.a, 


eine sehr einfache Parameterdarstellung der Einhüllenden. Um ihre 
Gleichung zu erhalten, berechne man umgekehrt: 


ira BELA 
ale EI FE 2 Ar 
en sina—V#; cos’« +sin’«=1, 


Ve+yyP?—-VPr=-0 
oder wenn die Wurzeln fortgeschafft werden, wie in [182]: 
BR ?— yP’—- ep -0. 
(Diese Kurve nennt man nach ihrer Gestalt auch Astroide oder 
Sternkurve.) 


Fünftes Beispiel. Eine Ellipse mit gegebenem Mittelpunkt 
und gegebenen Achsenrichtungen ändert sich so, daß die Summe der 
Halbachsen konstant bleibt. 

a+b=l. 


Gesucht wird die Einhüllende. 
Lösung: Dab=1!-—.a ist, so lautet die Gleichung der Ellipse: 


Pa Y, = Sr re 


also für die Eınhüllende auch: 


daher: 


a 


v RER 2y° x 
F,= a? la 


Man berechne aus beiden Gleichungen x und y. Es ergibt sich 


recht einfach: 
a u 


oder, wenn man den Hilfswinkel & durch die Gleichung 


a=1cos?o, ao b=l—a=!sin’« 
einführt: 
— I co8°e, y Lam.n 
Die Einhüllende ist daher mit derjenigen im vierten Beispiel 
identisch. 
Sechstes Beispiel (Fig. 83). Wie das fünfte, nur soll sein: 


a®+b=1?. 


Lösung: Man setze @=p, ®=1?—p, so wird die Gleichung 
der Ellipse: 
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oder: 5 3 
F&y,p)=zrPrH+r®- A -MN+t-=0, 


mithin für die Einhüllende auch: 
0-F,=-2r7+W-2—-P) 
und nach Elimination von p: 
(y}— a? — Mi — 4-0 
oder nach Zerlegung der linken Seite in Faktoren: 
@+y-Y@-y-D-a+y-d-2-4-9d=0. 


Fig. 83. 


Die Einhüllende zerfällt also in vier Gerade, welche von der 
x-Achse und y-Achse die Strecken +1 abschneiden. Hält man an 
dem Wortlaut fest, daß die Kurven Ellipsen sein sollen, so beschränkt 
sich die de auf den Um- 
fang des Quadrates Ab, A, BD. 

Läßt man aber zu, daß p oder 
I?— p auch negativ werden dürfen, 
so besteht die Kurvenschar aus 
Ellipsen und Hyperbeln. Letztere 
berühren die Seiten des Quadrates 
in den Verlängerungen. . 

SiebentesBeispiel (Fig.84). 
In einem Kreise mit dem Radius r 
ist eine Schar paralleler Sehnen 
gezogen und über jeder Sehne als Durchmesser wieder ein Kreis 
konstruiert. Gesucht wird die Einhüllende aller Kreise. 


Fig. 84. 
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Lösung. Man führe p als Parameter ein, dann ist die Gleichung 
des Kreises mit 20 =2Yr?— p? als Durchmesser: 
Fayp)-a-p Hy op) 2p 2perragu od 

Für die Einhüllende ist daher auch 

F,=4»-—-22=0. 
Berechnet man hiernach x und darauf y, so folgt: 


x<—=2p, y-+Vr’—2p%, 
also nach Elimination von p: 
oc y? us 
aa a 
Die Einhüllende ist eine Ellipse mit den Halbachsen r Y2 und r. 


Doch bemerke man sehr wohl, daß nur diejenigen Kreise in Betracht 
kommen, für welche 


r Zr 

Pe v2 
ist. Denn sonst wird die Wurzel, durch welche y bestimmt wird, 
imaginär. Dafür aber gibt es, wenn |p| sich innerhalb der gesteckten 


Grenzen hält, stets zwei zur x-Achse symmetrische Berührungspunkte 
P und P', welche für die Grenzen: 


zusammenfallen. (Krümmungskreis im Scheitel der großen Achse [182]). 
Läßt man |p| noch größer werden, bis |p|=r ist, so bleiben zwar 
die Kreise reell, aber P und P’ werden imaginär. 

Die Kreise bleiben dann ganz innerhalb der Ellipse. 


201. Sind in der allgemeinen Gleichung der Schar statt eines 
Parameters p zwei Parameter p und q vorhanden 


F(&, Y,P; g) =, (1) 
ist jedoch dafür zwischen p und q eine Bedingungsgleichung: 
9, N)=0 (2) 


gegeben, so könnte man entweder aus letzterer g explizite berechnen 
und in (1) einsetzen, worauf wieder nach [199] zu verfahren wäre, 
wie ja auch in den meisten Beispielen geschehen ist, ohne davon ein 
Aufhebens zu machen. Oder man differenziere (1) total nach p und g: 


F’dp+ F/dg=0. a 
Für die Einhüllende muß diese Gleichung richtig sein. Ebenso 
differenziere man (2) total nach p und g. 


p, dp = p,dq m u: (4) 


' dinaten, so daß aus (1) wird: 


. zwischen «u und v (die sog. Tangentengleichung,). 
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so folgt aus (3) und (4) nach Elimination von dp und dgq: 
79-0,5, 0: (5) 
Und nun hätte man aus (1), (2) und (5) die beiden Parameter 
p und q zu eliminieren, um die Gleichung der Einhüllenden zu er- 
halten. 
Besteht im besondern die Schar aus Geraden, wie im ersten, 
zweiten und vierten Beispiel [200], also aus den Tangenten der zu 


suchenden Einhüllenden, so kann man etwa für p und g die Ab- 
schnitte auf den Achsen (Fig. 85), also (1) in der Form: 


N Bu 
p 2 7 
nehmen. Da aber p und q im Nenner stehen, so setze man: 
1 1 
u=—-—, (-—— 
pP q 


und bezeichne, wie in der analytischen Geometrie üblich ist, « und ® 
als Koordinaten der Geraden, als sog. Linienkoor- 


Fi&,ywv)=urtvy+1=0. (6) 
Die Gleichung (2) wird zu einer Gleichung: 
p(u, v) = 0 (2) 


Aus (3) und (4) daher: 
zdu+ydv=0; y,du+yg,d=0, (8) 
so daß (5) übergeht in: 


xp, Yypu—d. (9) 
Und nun ist aus (6), (7) und (9) u und v zu eliminieren. So entsteht: 
v8, y) = 0 (10) 


als Gleichung der Einhüllenden in „Punktkoordinaten“. 

Läßt man die Bezeichnung als Einhüllende jetzt fallen, und sagt 
schlechthin Kurve, so sind (7) und (10) zwei Gleichungen derselben. 
(10) ist ihre Gleichung in Punktkoordinaten, welche für alle 
Punkte P(z, y) der Kurve erfüllt wird; (7) dagegen ist ihre Gleichung 
in Linienkoordinaten, welche für alle Tangenten /!(w, v) der Kurve 
erfüllt wird. 

Wie (7) in (10) transformiert wird, hat die eben entwickelte 
Methode gezeigt. Ist umgekehrt (10) gegeben und will man in (7) 
transformieren, so bilde man aus (10) zunächst durch totale Differen- 
tiation: | 

v,de + Y,dy=V. (11) 
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Andererseits ergibt die totale Differentiation von (6): 
ud + xzdu+vdy+ydv—O oder ude+vdy=0, (12) 


-da nach (8) die Summe des zweiten und letzten Gliedes verschwindet, 
daher nach Elimination von dy:dx aus (11) und (12): 


ud, vi, —d. (135) 
Stellt man die fünf Hauptgleichungen in veränderter Reihenfolge so 
zusammen: 
yWwv)=0, 29, — y9,—=0, | 
ur +vy+1l=0, (14) 
up, Ex vd, = 0; v(z, Y) Du 0, | 


so zeigt sich wieder einmal das große geometrische Prinzip der Duali- 
tät zwischen Punkt und Gerade im allgemeinen, sowie zwischen Kurven- 
punkt und Kurventangente im besondern, in vollster Klarheit. Man 
geht nämlich, wie diese Zusammenstellung zeigt, nach genau den- 
selben Vorschriften von den Punkten zu den Tangenten, wie von den 
Tangenten zu den Punkten der Kurve über. Denn werden in (14) 
vw und v mit & und y, sowie die Funktionen p und % vertauscht, so 
kehren, wie man sieht, die Gleichungen wieder, nur in umgekehrter 
Reihenfolge. Nach $ 10 und [146] war es ja auch nicht anders zu 
erwarten. Eine Kurventangente ist die Verbindungsgerade benach- 
barter Kurvenpunkte und umgekehrt ein Kurvenpunkt ist der Schnitt- 
punkt benachbarter Kurventangenten. | 


202. In innigster Beziehung hierzu steht als ganz besonderer. 
Fall auch die Theorie von Evolvente und Evolute Wenn, wie in 
[180] gezeigt, der Krümmungsmittel- 
punkt zusammenfällt mit dem Schnitt- 
punkt benachbarter Normalen, so ist eben 
die Evolute die Einhüllende der Nor- 
malen der Kurve. Oder etwas anders 
ausgedrückt: DieTangenten der Evo- 
lute sind die Normalen der Evol- 
vente. 

Damit wird, wenn die Evolute ge- 
geben ist, die Konstruktion der Evol- 
vente in die Wege geleitet als einer 
Kurve, welche alle Tangenten der Evo- 
lute senkrecht zu schneiden hat. Daraus 
geht hervor,daß bis auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung (Fig. 86): 


QPı=YP+ VUN, QP,-PPr=QQ, d. h. do=ds, (1) 


sein muß, wie ja auch aus den Formeln für o, &, n [180] analytisch 


Fig. 86. 
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sich ableiten ließe. Also auch, wenn man zu endlichen Differenzen 
Dee: de=45, ode 9-0=-S, (2) 
d. h. der Unterschied zweier Krümmungsradien der Evolvente ist gleich 
der Bogenlänge des zugehörigen Teiles der Evolute. 

Doch gilt dieser Satz nur, wenn weder die Evolvente, noch die 
Evolute in dem betreffenden Spielraum Spitzen (oder Asymptoten) 
hat. Denn die Gleichung (1) muß eigentlich allgemeiner heißen: 

a ds,, (3) 
also daß Gleichung (2) nur gültig bleibt, so lange in (3) kein Vor- 
'- zeichenwechsel eintritt Ein solcher ist aber unvermeidlich, wenn 
man durch eine Spitze der Evolvente oder der Evolute hindurchgeht. 

Man stelle sich etwa Q,P, als einen völlig biegsamen aber un- 
ausdehnbaren Faden vor, der sich auf der Evolute aufwickelt. So 
beschreibt der freie Endpunkt des Fadens die Evolvente P,P,PR. 
Bei R ist der Faden gänzlich aufgewickelt und man muß, um die 
Konstruktion über R hinaus weiter fortsetzen zu können, annehmen, 
daß sich der auf der Evolute liegende Faden über R hinaus nach 5 
fortsetzt, in R abgeschnitten und nun abgewickelt wird. Dann wird 
die Fortsetzung der Evolvente beschrieben und an Stelle von (2) hat 


. man offenbar: een Kafee 

(Statt des Fadens kann man sich auch eine starre unbegrenzt 
lange Stange denken, welche auf der Evolute rollt, ohne zu gleiten. 
Denn beschreibt ein fester Punkt der Stange die Evolvente und eine 
Unterbrechung, wie bei dem Auf- und Ab- 
wickeln eines Fadens findet überhaupt nicht 
statt.) 

Hat aber die Evolute eine Spitze, so 
geht auch das Abwickeln in ein Aufwickeln 
über, allerdings auf andere Weise. Vorhin 
verschwand o für den kritischen Punkt, jetzt 
ist o für ihn ein Maximum (oder Minimum). 
Denkt man sich Q,P, als ein Pendel, an 
dessen Endpunkt P, sich ein Gewicht be- 
findet, so legt es sich beim Hin- und Her- 
schwingen abwechselnd an die eine und an 
die andere Backe der Evolute, so daß der Endpunkt die Evolvente 
beschreibt. Eine gewisse Berühmtheit hat das hierher gehörende 
Zykloidenpendel erlangt, bei welchem auch die Evolute aus zwei 
halben Zykloiden besteht (man denke sich Fig. 21 in [60] umgedreht). 
Ein solches Pendel schwingt völlig isochron (oder vielmehr würde so 
schwingen ohne Reibungswiderstände). 


Fig. 87. 
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Wenn man übrigens die Evolute als gegeben betrachtet, so ist 
klar, daß eine ganze Schar von Evolventen existieren muß. Bei dem 
Auf- und Abwickeln des Fadens oder bei dem Rollen der Stange be- 
schreibt jeder Punkt eine Evolvente und alle diese Evolventen haben 
dieselben Normalen. Je zwei solche Evolventen haben überall den- 
selben senkrechten Abstand, man nennt sie daher auch wohl parallele 
Kurven. Der einfachste Fall sind konzentrische Kreise, die Evolute 
ist zu ihrem Mittelpunkt zusammengeschrumpft. 

203. Die Theorie der Einhüllenden ist selbstverständlich von 
Kurven auf Flächen übertragbar. Auch eine Flächenschar kann ihre 
Einhüllende oder Enveloppe haben, die ganz ebenso gefunden wird, wie 
bei ebenen Kurven, nämlich indem man die Gleichung der Flächenschar: 


F(&, y, 2,p) = 0 0 


“mit der Gleichung: 
% I = Re EZ p) ae 0 (2) 
op 


zusammenstellt und » eliminiert. Eine andere Verallgemeinerung 
würde entstehen, wenn man ein Flächensystem mit zwei Parametern 


Fa, Yy, 2,9, 9) = 0 (3) 
voraussetzt, aber nicht etwa so wie in [201] zwischen p und g eine . 
Beziehung annimmt, sondern p und q gänzlich voneinander unabhängig 
setzt. Auch dann entsteht mit Hilfe der beiden Gleichungen: 


F,=-0, und F/=0 . (4) 
und der ursprünglichen Gleichung nach Elimination von p und g eine 
Einhüllende des Flächensystems. | 

Erstes Beispiel. Ein dreiachsiges Ellipsoid: 


ee 
ändert sich so, daß ce und auch: 
a B=20 
konstant bleibt. Es wird die Einhüllende gesucht. 
Lösung: Setzt man a’=p, b’=2c’—p, führt p als Parameter 


ein, so folgt nach Aufstellung von (1) und (2) und Elimination von 
p als Gleichung der Einhüllenden: | 


2\\2 2 
(v— x — 20? (1 a) — 8c’x? (1 = 5) = 
Sie zerfällt in zwei Flächen zweiten Grades mit den Gleichungen: 
2 3“ 2? EN 
(y+ 2) — 2 (1 -5)=0, 
y— 2% — 2 (1 -5)= 0, 


= m 3 Su ng) ale u ri 22 2 2 Bu EZ el 
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Diese beiden Flächen sind, wie die nähere Untersuchung zeigen 
würde, zwei Kreiszylinder, jeder mit dem Radius =c, deren Achsen 
die Winkel der x- und y-Achse halbieren, also nnd senkrecht 
stehen. 


Zweites Beispiel. Gegeben: 
tuat+rs- 1-0 A+b+e=B, (5) 


d.h. ein dreiachsiges Ellipsoid, das sich so ändert, daß die Summe 
der Quadrate der Halbachsen konstant ist. Gesucht die Einhüllende. 


Lösung. Man kömte a=p, b’=g, ®=1— (p+g) setzen 


‘ und nach (3) und (4) verfahren; soll aber die Symmetrie gewahrt 


werden, so differenziere man (5) total nach a, b,c. Es folgt: 
da+ 7, db+,de=0; ada+bdb +cde=0. (6) 


Beide Differentialgleichungen müssen, von einem Proportionalitäts- 
faktor abgesehen, dieselbe Beziehung chen da, db und de er- 
geben. ans 


a? y. 22 
m a:bic, 
oder: 
EEE 
a bt ce 


oder auch, wenn man die reziproken Werte nimmt und die Wurzel 
zieht: 


: b? e° 
a 
Man bezeichne den gemeinsamen Wert dieser Brüche mit A, so 
folgt: 
@=+ix, ’=+Ay, d=+i2z 


und nach Einsetzen in (5): 


a Eee 
also nach Elimination von A, durch Multiplizieren: 


(Fe+y+2’-P 
oder: | 
+2 +y+2=1!. 


Die Einhüllende besteht daher, den acht möglichen Vorzeichen- 
kombinationen entsprechend aus acht Ebenen, welche von den Koor- 
dinatenachsen die Strecken + I abschneiden. Sie schließen ein regel- 
mäßiges Oktaeder ein, das von allen dreiachsigen Ellipsoiden berührt 
wird. Vgl. Beispiel (6) in [200]. 
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204. Die Theorie der Einhüllenden hat noch vielmehr geome- 
trische Untersuchungen zur Folge gehabt, als hier aufgezeigt worden 
sind. Auch auf Physik, namentlich auf die Optik erstrecken sich 
ihre Anwendungen. Die katakaustischen Linien spiegelnder Kreise 
z. B. sind die Einhüllenden der zurückgeworfenen Lichtstrahlen. 

Nach dem Huyghensschen Prinzip werden die Lichtwellen als 
Einhüllende jeden Augenblick neu entstehender, von jedem schwin- 
genden Ätherteilchen ausgehender Wellen betrachtet. 

Aber die Theorie der Einhüllenden hat auch eine sehr große, 
abstrakt analytische Bedeutung, die sich allerdings erst bei vertieften 
Studien offenbart. So hängt sie mit den sogenannten singulären 
Lösungen von Differentialgleichungen und mit der berühmten Methode 
der Variation der Konstanten zusammen, welche von Lagrange zur 
höchsten Vollendung ausgearbeitet worden ist. Auch manche Substi- 
tutionen und Transformationen zur Umformung von Differentialaus- 
drücken gehören hierher. Man nennt sie wohl auch Berührungs- 
transformationen. 

Doch das geht schon über die Elemente der Differentialrechnung 
hinaus. | 


Übungen zu 824. 


1. Die Einhüllende der Krümmungskreise aller Punkte der Parabel 
x” = 2py ist zu bestimmen. 

2. Eine Gerade bewegt sich so, daß die Summe der beiden 
Strecken, welche sie auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels ab- 
schneidet, konstant ist. Gesucht die Einhüllende. | 

3. Aufgabe wie in 2, nur soll das abgeschnittene Dreieck kon- 
stanten Umfang haben. 

4. Um alle Punkte auf dem Umfange eines Kreises werden als Mittel- 
punkte Kugeln beschrieben, welche sämtlich durch einen festen Punkt 
in der Ebene des Kreises gehen. Gesucht wird die Gleichung der 
einhüllenden Fläche. | 

5. Um alle Punkte auf der Oberfläche einer Kugel werden als 
Mittelpunkte Kugeln beschrieben, welche sämtlich durch einen festen 
Punkt des Raumes hindurchgehen. Gesucht wird die Gleichung der 
einhüllenden Fläche. 


2 er 


Sechster Abschnitt. 
Analytische Entwicklung von Funktionen. 


$S 25. Die unendliche Taylorsche und Maclaurinsche Reihe. 
Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen. 


205. Die Taylorsche Reihe: 
, a her, ß 
fa+ ra +r@+lr@+ +ur@+R 


kann mit beliebig vielen Gliedern geschrieben werden, nur ist sie 
durch das Restglied R zu schließen. Für dieses sind in [157] drei 


verschiedene Formen aufgezeigt worden, nämlich: 
1. Form von Lagrange: 


nP+1 
Bor ah) (1>4>0) (2) 
2. Form von Cauchy: | 
BEA te 
= = f?+'(c+ Ah) (Bra) (2a) 


3. Form von Schlömilch: 


“FAZ fP+t(g + Ah) VE (2b) 


Die dritte geht für qg=p-+1 in die erste und für g=1 in die 
zweite über. Da von 4 allgemein nur bekannt ist, daß sein Wert 
zwischen O und 1 liegt, so wird durch jeden der drei Ausdrücke der Rest 
nur in Grenzen eingeschlossen. Wenn aber trotzdem nachweisbar: 

lim R—=( (3) 
(=®) 
wird, so erhält man auch ohne Rest als unendliche, nach Potenzen 
von h fortschreitende Potenzreihe 
hP 


fla+ hy Fa) Hl) ++ HT PP@) + in inf. (4) 


Sie läßt sich viel einfacher als durch die früheren Betrachtungen 
durch die sogenannte Methode der unbestimmten Koeffizienten 
wie folgt, „beweisen“ Angenommen, es existiere eine Potenzreihe 
für fa + h): 

fx +hl)=4A+DBh+0W#+ DW-+-:-, (5) 
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so differenziere man einmal, zweimal, dreimal usw. nach h. 
f«+W)=B+2Ch+3DN+.-- 
f(ae+h)=1:-20+2:3Dh+.-: 
f(e+h)=1:2-3D+--- 

usw. Setzt man überall A = 0, so folgt: 

fe) A, Te) UB Yaere an Ar == 
also durch Umkehrung: 


DieKoeffizienten sind bestimmt. In (5) eingesetzt entsteht wieder (4). 

Doch was ist denn eigentlich so bewiesen worden? Doch nicht 
der Taylörsche Satz selbst, sondern nur, daß wenn eine Potenzreihe 
für f(e + h) überhaupt existiert, sie mit der Taylorschen Reihe 
identisch sein muß. 

Aber ob und wann die Reihe konvergent ist, ob und wann sie für 
den Fall der Konvergenz auch wirklich mit f(x + h) übereinstimmt, 
darüber geht die Methode der unbestimmten Koeffizienten still- 
schweigend hinweg. | 

Sie gibt spielend leicht das Bildungsgesetz der Koeffizienten, 
das ist ihr unleugbarer Vorzug. Sie führt so synthetisch zur Taylor- 
schen Reihe, die in der Tat von Taylor auf diese Weise entdeckt 
worden ist. Aber die tiefergehenden Untersuchungen, nämlich Kon- 
vergenzkriterien für Potenzreihen einerseits ($ 11), sowie die Rest- 
betrachtungen andererseits ($ 18) sind erst später hinzugetreten und 
haben erst die Gültigkeitsgrenzen des Taylorschen Satzes fest und 
sicher bestimmt. 


206. Die Maclaurinsche Reihe. Man schreibe zunäscht. in 
der Taylorschen Reihe A statt & 25 x statt h: 


+) WET MH PH, 
nnd setze nun im besonderen h= (0): 
f@)=f O)+z Lo De + 2 (O) HR e 
Die drei Restformen werden: 
gp+1 


R= ar Bla) .. nach Lagrange (2) 


R-° 


a — ı)PfP+!(ıx) nach Cauchy (2a) 


R=" a “ — A)Pp+1= ee) nach Schlömilch. (2b) 
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Wenn nachweisbar: 
hm R=0 


ww) 
wird, so ergibt sich die Maclaurinsche Reihe ohne Rest: 


fa) FO) +++ Hr) + in ink (8) 


als unendliche Potenzreihe für die Funktion f(x). 

Die Maclaurinsche Reihe ist also ein besonderer Fall der 
Taylorschen Reihe. Oder vielmehr, es erscheint nur so, denn genau 
besehen, ist erstere ebenso allgemein wie letztere. Um dies nachzu- 
- weisen, ersetze man zunächst in (3) den Funktionsbuchstaben / durch 
p, ai 

EEE SEE 
sodann setze man: 
py(a)=f(h+e), 
dann ergibt die beständige Differentiation nach & vgl. [123 17]: 


p() 8 f(h E x); 9’ (x) ER f"(h 22 2) ee 
also für c=0: 


9(0)= fh), (0) = fh), PO) = F"M,..-, 


fh+t2)=fh)+ 7, er 


und dies ist wieder der Taylorsche Satz, aus dem Maclaurinschen 
Satz abgeleitet. Es ist klar wie der Tag, daß die Überführung der 
Taylorschen in die Maclaurinsche Reihe und umgekehrt einer 
geometrischen Verschiebung des Ausgangspunktes der Entwicklung 
von einem beliebigen Punkt der z-Achse zum Anfangspunkt oder 
umgekehrt entspricht. Zwischen beiden Reihen ist also kein wesent- 
licher Unterschied. 

Der Taylorsche und der Maclaurinsche Satz gelten nach 8 22 
auch für Funktionen mehrerer Veränderlichen, nur daß der Rest A 
aus mehreren Gliedern besteht. Ist auch dt selien: 

im 0, 
(p=) 
so wird die Funktion in eine nach Potenzen von h und %k, bez. von 
x und y aufsteigende unendliche Doppelreihe entwickelt. 

Eine Hauptanwendung der Taylorschen und Maclaurinschen 
Reihe betrifft die nun folgende Entwicklung elementarer Funktionen 
in Potenzreihen. 


207. Ist f(x) eine ganze Funktion n‘* Ordnung, so hat ihre n‘* 


Ableitung einen konstanten Wert und es verschwinden alle höheren 
23” 


daher: 
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Ableitungen. Also verschwindet auch der Rest R, sobald p=n ge- 
setzt wird. Die Reihe bricht von selbst ab und verwandelt sich in 
eine geschlossene ee 


fe+N FW +nf@H+nt + tue, © 
und nach dem Maclaurinschen Satz: 
fe) FO + FOTO ++). 
Es sei z.B. die n‘ Potenz von x selbst vorgelegt, also: 
fd) =, FRE re) - (a) = nl Fer) 
Die Formel (1) ergibt dh 


en „2 


+hr—ar +; he n— N 241% ne 
oder [172]: 
(+ hr=X"+ 2) in + 2) a en 


d.h. der Taylorsche Satz hat zu dem binomischen Lehrsatz [19] für 
ganze Exponenten zurückgeführt, wie esja auch nicht anders möglich ist. 

Ist eine ganze Funktion n“" Grades mehrerer Veränderlicher 
gegeben, so bricht die Reihe gleichfalls bei den Gliedern n‘” Ordnung 
ab. Man erhält symbolisch [192]: 


ÖF ,oPF dr 
| rn), 
Fe +h, y+k)=F«, y)+ 3 +...+ | 3 
oder nach Vertauschung von x mit h und y mit k: 
„er oF oF 
"on TYa% (e Ba 


Fh+z2,k+y)=F(h, k)+ 
Beispiel. In der Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung: 


F(@, y)= 0,184 20929 + Qsy° + 20,5% + 20Y + Ag — 0 
(Es soll a, dasselbe sein wie a,, usw.) 


1! a n! 


wird infolge einer Parallelverschiebung 


=a+e, y-ß+y 
gesetzt, wo «, ß die Koordinaten des neuen Anfangspunktes und «, y 
die transformierten Koordinaten bedeuten. Welche Werte haben die 
sechs Koeffizienten der transformierten Gleichung: 


ya,y)=a,2”’+ 20,0 y + a,Yy + 2a,8 + 2a, y + a,—=0. 
Es soll sein: 


’ 


o(a,y)=F(la+#, ß+y). 
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Daher nach dem Taylorschen Satz (wenn die Glieder nach stei- 
gendem Grade geordnet werden): 


45; — Fa, ß), 20,—= Fe, 20,u=Fy; 20, —=Foc, 205 = Fa 6, 205 = Fp 
oder nach Ausführung der Differentiationen, Umkehrung der Reihenfolge 
der Gleichungen und Fortlassung des Faktors 2 auf beiden Seiten: 

Ay, = Ayı, Ays — Aygy Ayg — Up, 

Meta ßtas—Fy:2, 

A Ay tAgBt a, Fy: 2, 

Ay; — Aa + 2050ß + aß? + 2a,& + 2agß + a,;—= Fle, B). 
Die Koeffizienten der Glieder zweiten Grades haben sich also nicht 
geändert. Die Koeffizienten der Glieder ersten Grades hängen von « 
und ß ab und sind Funktionen ersten Grades dieser beiden Größen. 
Die neue Konstante der Gleichung ist eine Funktion zweiten Grades 
von « und P. 

In gleich einfacher Weise lehrt der Taylorsche Satz für eine 
beliebige Kurve (oder Fläche) n' Ordnung die transformierten Koeffi- 
zienten bei einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems zu er- 
mitteln. So werden die langwierigen Rechnungen, welche das Ein- 
setzen und elementare Ausmultiplizieren nebst darauf folgenden 
Sammeln entsprechender Glieder zu eineın Glied verursachen würde, 
völlig überflüssig gemacht. 

Ist dagegen eine Gleichung »‘ Ordnung durch eine beliebige 
ganze Transformation ersten Grades: 


u EA 

y-ß+tPmt Pd 
umzugestalten, so sind vor Anwendung des Taylorschen Satzes erst 
die partiellen Ableitungen nach [172] zu transformieren, was selbst- 
verständlich die Rechnungen umständlicher macht, aber doch in der 


Regel immer noch einfacher ist, als das Einsetzen und elementare 
Ausmultiplizieren. 


208. Es sei die Exponentialfunktion vorgelegt: 
fo)=er, fa)=e,f)=e,..., 
FO) ze f(0) za f"(0) Zi 
Das Restglied der Maclaurinschen Reihe wird in der Lagrange- 
schen Form: 
aP+i u 
——— ei ®, 


 @+Y! 


Der zweite Faktor liegt gemäß den Grenzen für A zwischen: 


R 


Bel tund rer. 


358 8 25. Taylorsche und Maclaurinsche Reihe. er} 


Er ist und bleibt also endlich, wenn x endlich ist. Der erste 
Faktor wird unendlich klein, wenn p unendlich groß wird. Die Be- 
dingung: 


lim R=0 
(p=®») 
ist erfüllt und man erhält nach Maeclauriın: 
& 2° 3 Ke 
a le ee an (1) 


für jeden (endlichen) Wert von &. Der Maclaurinsche Satz hat, 
wie zu erwarten, auf die Exponentialreihe zurückgeführt ($ 12). 

Auch bei Anwendung der Taylorschen Reihe wird im R=0 
für imp= ©. Daher: 


h? h? En 
e—etnet,etygeh nm, 


-elto+Ht), 
oder nach (1): 
et ec, 
Der Taylorsche Satz hat auf die Funktionalgleichung der Ex- 
ponentialfuuktion geführt, wie zu erwarten war. In Erinnerung gebracht 
seien ferner aus [111] die beiden Reihen für die Hyperbelfunktionen: 


Ri Itgtat min @) 
Sina a .® 


welche auch selbständig mittelst des Maclaurinschen Satzes wie folgt 
abgeleitet werden könnten. Es sei: 
la) = Kı)a, file) = Sin, fie) - Ruiz, f \e)- Suaaıe 

also für = (0: 

09) - 8 (0)-1, FO) - Sin (0)-0, FO)=1, FO) ZO 

Der Rest a in der Form von Er 
R= a ; Ko] (Az) oder R= en Sin (Ar), 

je nachdem p gerade oder ungerade ist. In beiden Fällen bleibt der 
zweite Faktor endlich, während der erste unendlich klein wird, wenn 
p unbegrenzt wächst. Die Maclaurinsche Reihe führt daher auch 


zu (2) und ebenso zu (3). 
Die Reihenentwicklung für die ne 


Rn  &@te® 
nach Maclaurin (oder Taylor) stößt auf erhebliche Schwierigkeiten, 
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weil die Ableitungen immer mehr Arbeit machen, je größer p wird, 
da zwar ıhr allgemeines Bildungsgesetz einfach genug ist, aber die 
Bestimmung der Koeffizienten Mühe macht. Man erhält: 


a 

f@)=--2%9gr:+2%er, 

= —-2+3T%gx — 6 Tor 
ne er ae Re 


f0)=0, 70) =1,f7()=0, f")=-2,..., 


x are 
re 


Das dritte Glied hiernach als: 


| daher: 


! x 

Pu 
anzunehmen, wäre sehr voreilig, weil diese Induktion sich nur auf 
zwei bekannte Glieder stützt. Man kann dabei das Richtige, aber 
auch das Falsche treffen. In diesem Falle wäre es das Falsche, wie 
sowohl die wirkliche Berechnung des dritten Gliedes nach Maclaurin, 
als auch die gewöhnliche Division der Reihen für Sinz und Sojx zeigt: 

N 


Er el er er nn 


Das dritte Glied hat also nicht den Koeffizienten 1:5, sondern 
Sy lisvist: 
2 5 


2? 


Es tritt vorläufig kein einfaches Bildungsgesetz der Koeffizienten 
hervor. Nur ist leicht erweislich, daß wie bisher nur ungerade Po- 
tenzen von x vorkommen können, also allgemein: 


Tom an Aa Baphir.: 
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zu setzen wäre. Denn die Funktion ist „ungerade“, d. h. es ist 
Tg (— x) = — Tgr, und nur die ungeraden Potenzen wechseln mit x 
ihr Vorzeichen. (Die wirkliche Berechnung der Koeffizienten würde 
auf die schon einmal gelegentlich |27] genannten Bernoullischen 


Zahlen führen. Auch ist die Konvergenz an die Ungleichung x < z 
geknüpft). 
Die Entwicklung der Funktion: 


F(&) = Kotg x ER Koi x A FR 


Sina nee? 


ist nach Maclaurin ganz unmöglich, da das Anfangsglied 
ro) - 800) +45 = 4% 
sein würde. Die Reihe müßte mit + oo beginnen, wäre also völlig 


divergent, wie sich obendrein auch bei den folgenden Gliedern be- 
stätigt, da deren Koeffizienten ebenfalls unendlich werden. 


209. Es sei gegeben die trigonometrische Funktion: 
f(&) = 08%, f(&)=-—- sing, f(&)=-— cos, f (x) =+ sına,.. 
Für <=0 wird: | 
r(0) Zn r(0)=0, r"(0) Ze, f” (0) u 10) rn 
und der Rest R nach Lagrange erhält die Gestalt: 
aP+ı aP+1 
tn w+n! 
je nachdem » gerade oder ungerade ist. Der zweite Faktor bleibt 


endlich, der erste wird mit unbegrenzt zunehmendem p unendlich 
klein. Es ist daher für jeden (endlichen) Wert von x nach Maclaurin: 


sin (4x) oder: cos (AX), 


2 4 6 
X x X . . 
sr=el- „ty - „tr init. (1) 
Genau so ergibt sich: 
. ae? ae? ac" D e 
sine=2—- +7 nTr in (2) 


Die Anwendung des Taylorschen Satzes hat die Gleichung zur 
Folge: 


] ar: h? Hear LB2Lr 
cos (c + 1) = 60820 — 78In 0 — 57 00804 5, sına - 7 8X. .., 
h? : h h? 
-2(1-5+)-ne(l4 44), 
also nach (1) und (2): 


cos (+ h) = coszcosh — sinzsinh, 


d.h. eine der bekanntesten Formeln der Trigonometrie ist streng 
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analytisch abgeleitet worden. Ebenso ergibt der Taylorsche Satz 
für den Sinus: 
sin(@e+h)=sinxzcosh + coszsinh. 


Die Reihenentwicklungen für 
sin x 


fa)=tsxc= 


cosx 


nach Maclaurin und Taylor stoßen genau wie bei der ent- 
sprechenden Hyperbelfunktion und aus denselben Gründen auf er- 
hebliche Schwierigkeiten. Man erhält ganz wie dort: 


ga- +0 4204 At Bat... (3) 


und die Koeffizienten haben sogar die gleichen absoluten Werte, nur 
sind sie hier sämtlich positiv, dort abwechselnd positiv und negativ. 
Also gerade umgekehrt wie bei: 


Sinz und sinz, oder: Sojxz und cos, 


denn auch bei diesen Funktionen sind die absoluten Werte der Koeffi- 
zienten die gleichen, nur sind sie bei der Hyperbelfunktion sämtlich 
positiv, bei der trigonometrischen Funktion dagegen abwechselnd 
positiv und negativ. 
Die Entwicklung der Ba, 
__ 08% 


ist nach Maclaurin ganz unmöglich, weil auch, wie bei der ent- 
sprechenden Hyperbelfunktion der "Nullwert‘ dh ist: 
ft)= cotg0=+&. 


210. Potenzreihen für Logarıthmen. Man setze: 


fo) = Ihn, = fd tn 


Die Entwicklung nach Maclaurin ist unmöglich, weil die „Null- 
werte“ der Funktion und ihre Ableitungen sämtlich =-+ 00 werden. 

Für die Beurteilung des Restes nach Taylor eignet sich diesmal 
die Restform von Cauchy besser. Man erhält: 


h h1—% 
„4 a en yP+1 - nam)" 

Sowohl x wie 2 +h muß positiv sein, weil sonst Inxz oder 
In(«—+h) nicht reell sein würden. Es sei |h|<x. Dann ist der 
erste Bruch endlich, weil der Nenner nicht verschwinden kann. Der 
zweite ist auch endlich und sein absoluter Wert ist kleiner als 1. 
Denn setzt man erstens h positiv, so wird auch der Zähler positiv 
und kleiner als der Nenner, da die Differenz Nenner — Zähler: 


(«+ıh)—-(h1—-)=(e —h)+2ıh 
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positiv ist. Setzt man aber zweitens h negativ, so wird der Zähler 
negativ, aber sein absoluter Wert wird auch kleiner als der Nenner, 
da die Summe Nenner + Zähler = Nenner — (— Zähler): 


(«+ .)hl)+hl—-M)=xH+h 
positiv ist. Die » Potenz des zweiten Bruches, folglich auch R wird 
daher mit wachsendem p unendlich klein. Also: 


1: Dame heil u! 
SEE TRÄEN Bay Al 


Bo 
x x X x  - 
n@+)=-h2+ >= 0 2.0, 3 anne (1) 
Ist dagegen h|>x, so ergibt sich die Unrichtigkeit dieser Glei- 
chung auch ohne Restbetrachtungen, unmittelbar aus dem Kriterium 
[94 8], welches die Divergenz der Reihe (1) zeigt. Fängt man die Ent- 
wicklung bei = 1 an und setzt dann statt h wieder x, so folgt, da 
Ini=0 ist: 


- ın ınf. 


In(@+h)-na+ 


oder vereinfacht: 


ni+9)-2-2 42 2 r%.,,nos (je Da 
sie gilt auch noch für die Grenzen und gibt für = +1 
ne en (3) 
(eine sehr schlecht konvergente Reihe) und für = —1: 
es 


Die Reihe divergiert |92] gegen — ©, und es ist ja auch: 
nO=-—-m. 
Übrigens hätte (2) auch auf folgende Weise aus (1) abgeleitet 
werden können. Man bringe das erste Glied rechts auf die linke 
Seite und forme um: 


In (04h) na=- m? In(1 +) 


und setze darauf 2 statt x. 


Reihen für die hyperbolischen Areafunktionen. Aus (2) 
folgt sofort: 
a 


ni -m)-- 775 Boa, in le es 


und nach Subtraktion von (2), Division durch 2 und Anwendung 
von [67] 
Afg-0)- nit? - 242421. ininf (je|<1). (4) 


%C 


Delbstverständlich hätte diese Formel (4) auch direkt nach 
Maclaurin statt aus (2) und (3) abgeleitet werden können. Auch 
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die Methode der unbestimmten Koeffizienten würde, wie folgt, zum 
Ziele führen. Da die Funktion ungerade ist, so setze man: 


Altg=x) = Ar + Be?+ la + Det... 
und differenziere beide Seiten. Es folgt nach IV [124] 


—a=-4+3Ba+50#+7TDe+... 


Es ist aber auch [93 10], wenn x durch x? ersetzt wird: 
a-ltetmtiart..., (er 
‚also, nach Vergleichung der Koeffizienten: 
4=1,,3b=-1,80=1,.1D- T;r:.: 
Ah, bh, C=#, En 
Damit sind die Koeffizienten in (4) "wieder gefunden. 


In ähnlicher Weise lassen sich die Koeffizienten in der Ent- 
wicklung von: 


fa) = U(Sn=-a)=-In(Ye+1+e) 
finden. Da die Funktion ungerade ist, so setze man: 
A (Sn=-x)-In(Ye+1+ x) An + ba’ 2022-7 Darren 


und differenziere beide Seiten nach x. Es folgt: 


— _ — 4A+3Ba? +50 +7Das+.... 

vi-+e? 
Ändrerseits ist nach dem verallgemeinerten binomischen Lehr- 

satz-[212], wenn an = — 4 und x? statt x gesetzt wird: 
ee, Re 
Vi TFT ERICH 2.4.6 (z|l<1) 
Die Vergleichung der Koeffizienten gibt daher: 
1 1 1:3: 1 Lesesaal 

a a a 


folglich, wenn x|<1, die gesuchte Reihe: 
- Far 1 g Re3eE 1-3-5 
ArSin—r)— In (Yr+1+2)=x— 5 4,5 =, 4 tt (5) 


Eine Potenzreihe für 


Ar(Rof - x) = In(® +Ya’—1) 


und für 


Ar (Kotg = x) -m?t! 


et 
existiert nicht, weil die Funktionen für 2=0 als (reelle) Größen 
leere Ausdrücke werden und erst für >1 bez. |x|>1 einen Sinn 
erhalten ($ 7). 
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211. Reihen für die Arcusfunktionen: 
270 — 2 222 2 6 ? ”% 
re %), Ta (2) = . f (2)— ARer iR (X a 
also für = 0, wenn arc(tg— x) nach [53] auf den Spielraum von 
-- bis + beschränkt wird: 


ro =0,27 (0A, WIE Ver 
Daher nach Maclaurin: 
alt -)- 2 r.: 

Das nächste Glied = + x°:5 zu setzen, wäre genau ebenso ge- 
wagt, wie in [208]. Dort wäre es falsch gewesen, hier aber trifft 
man das Richtige, wie die höheren Ableitungen, die aber nicht leicht 
zu haben sind [239], zeigen würden. Am einfachsten aber macht 
man den Ansatz: 

arctg=2)=Arc+Be +0 +--- 
und differenziert nur einmal. Es folgt:' 
2 
= 4+3Ba +50r-+: 
andererseits ergibt aber die geometrische Reihe Be 10], wenn & 
durch — x? ersetzt wird: 


1: 
ge + — +0 —.-- (|eIl<]), 
Daher nach Vergleichung der Koeffizienten: 
1 1 i: 
DE a 


also die gesuchte Entwicklung: 


are(tg=-n)- +7 +, +. in inf. (Se 


Entsprechend kann mit: 
Fer arclen 7) 
verfahren werden. Man setze, da es sich um eine ungerade Funktion 
handelt, (so lange man nach der Vereinbarung [53] den Arcus zwischen 


den Grenzen — ” bis Br nimmt), 
are (sin= x) = Ar + Bae’+ Ca? + Da’+:. 


und differenziere einmal. Es folgt: 
1 


TE ı Dee 7Da®+-- B) 
u 


311,212; Potenzreihen für Areafunktionen. 365 


andererseits gibt der verallgemeinerte binomische Lehrsatz [212] für 


2 nn wenn & durch — x? ersetzt wird: 
el ne er 
also folgt durch ee 
Del PRESS 1.3-5 1 
N Er mDa 


daher die gesuchte Reihe: 
» & 1 EA BE 
zarckein wet er naeh ©) 
Aus den Reihen für arce(tg—x) und arc(sin=x) folgen endlich 
noch die Reihen für: 
arc(cotg=x) und are(cos =) 
nach (1) und (la) in [54]: 


are (ootg—n)- F —are(tg-)- 7 4% — in inf. (x)<1), (3) 
arc (cos=2)= 7 —arc(sin=x)= 5 - ni = : nat (\el<1). (4) 


212. Der binomische Lehrsatz für beliebige Exponenten. 
Es sei: 


Loy — ar een, Fa) nn —- 1)... ., 
Pea)=nn— 1)... n— (p — D)a”"?,... 
und n beliebig, x also positiv nach [40]. 
Der Rest von Taylor ist diesmal nicht ganz leicht zu behandeln. 


Am vorteilhaftesten stellt sich die Restform von Cauchy heraus, 
welche ergibt: 


P+1 
R=-\ 


lern IE pre Ahern! 
oder: 
h(1—)7P — )n —2)...(n — 
— [nh(@ + Ahyr=1]. | es "- uEar). 

Es sei |hl<x. Der erste Faktor ist endlich, der zweite wird 
(wie in ([210]) mit unbegrenzt wachsendem p unendlich klein. Es bleibt 
also noch der dritte Faktor übrig, der der Kürze wegen bezeichnet 
werden mag als: 


Seen, 
A TREE 


Wenn n positiv und > 1 ist, so macht er nicht viel Schwierig- 
keiten. Man setze, da n sonst beliebig ist: 


n—=1l+m-+e, 
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wo m eine positive ganze Zahl (einschließlich O0) und & einen positiven 
echten Bruch bedeutet. Außerdem werde p, da es unbegrenzt wachsen 
soll, von Anfang an > m + 1 vorausgesetzt. Man erhält: 


A BE ar ea Sr m 
Be 1 Den 


KERNE ae ee (+1). .,e EM) | ; 
= ER sn, "@—m)(p— m)+1)... ((p — m) + m) 


Der erste Bruch ist echt, weil jeder Faktor im Zähler um & 
kleiner ist als der entsprechende Faktor im Nenner. Der zweite 
Bruch ist auch echt, weil jeder Faktor im Zähler um p— m—e. 
kleiner ist, als der entsprechende Faktor im Nenner. 

Ist » positiv aber kleiner als 1, so bedarf es dieser Umformung 
erst gar nicht, weil von vornherein jeder Faktor im Zähler absolut 
kleiner ist, als der entsprechende Faktor im Nenner. Daher: 

Ist n positiv, so ergibt sich entweder für jedes p oder für hin- 
reichend große p: 

. 41, Salso Alu 0, 
(p=%) 


folglich nach T ay lor: 


ne 


(+ hr =" + w"'h+ @"?h+:-- ininf, (|h|<xe), 


oder auch: 


(+ h)"=x"+ © rin + Brei +... ininf.,, %) 


also wie bei ganzen Exponenten n, nur daß die Reihe jetzt niemals 
abbricht |18]. Wenn aber n negativ ist, so wird das obige Beweis- 
verfahren für das Verschwinden von R hinfällig, weil sich heraus- 
stellt, daß im A—= co wird. Man kann sich aber dann wie folgt 
oh Übergang von n auf n—1 helfen: Es werde (1) nach x differen- 
ziert. Nach Bi durch 2 und Anwendung der Formel ur 4,] er- 


gibt sich: 
(+ Mrt= ar!" 7 arm +(" 5 ar a) 


d. h. wieder die Formel (1), nur »— 1 statt » geschrieben. 

Der Übergang von n auf n—1 ist also als richtig erwiesen. 
Nun gilt (1) wie bereits gezeigt, für positive Exponenten. Da aus 
einer beliebigen positiven Zahl durch beliebig oft wiederholte Sub- 
traktıon von 1 eine beliebige negative Zahl entstehen kann, so folgt auch 
die Gültigkeit für negative n. Also gilt (1) allgemein er alle Expo- 
nenten, so lange |h <x ist. Ist aber h>x, so divergiert die 
Binomialreihe, wie das Kriterium III [94] bei seiner Anwendung 
beweist. 


sei ; 
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Setzt man im besonderen n= — 1 und — x statt h, so entsteht 
wieder die geometrische Reihe [95]: 


1 a ’ 
A a oe ne ee rdzende 


213. Es ließen sich noch viele lehrreiche Beispiele zur Ent- 
wicklung von Funktionen nach Taylor und Maclaurin anknüpfen. 
Schwierigkeiten können entstehen, erstens bei der Bildung der 
allgemeinen abgeleiteten Funktion, wenn das betreffende Gesetz nicht 
auf den ersten Blick erkennbar ist, sondern durch tiefere Unter- 
suchungen erst herauszubringen wäre. Und zweitens bei dem Nach- 


. weis, daß der Rest R unendlich klein wird, was durchaus nicht immer 


einfach ist. 

Gegebenen Falles nur zu beweisen, daß die Taylorsche oder 
Maclaurinsche Reihe konvergiert, genügt nicht für völlige Strenge. 
Man muß auch zeigen, daß sie gegen den Funktionswert kon- 
vergiert, welchem sie gleich gesetzt wird, darin besteht ja der 
eigentliche Sinn der Ausdrücke für. den Rest R der Reihe. 


Übungen zu 8 25. 


1. Die beiden Potenzreihen für Incosx und InStofx sind zu er- 
mitteln. Spielraum der Konvergenz ist zu bestimmen. 


2. Gegeben die Keplersche Gleichung 
M=E-esnE. 


Es soll bei gegebenen M die Größe E als Funktion von e in 
eine Potenzreihe entwickelt werden. Berechnung der Glieder bis zur 
sechsten Potenz. Ist ein einfaches Bildungsgesetz für diese Glieder 
vorhanden ? | 


3. V1 +32 + 2x? ist in eine Potenzreihe von x zu entwickeln. 
Die Koeffizienten bis zur sechsten Potenz sind zu ermitteln. Ver- 
such, ein einfaches Bildungsgesetz und den Spielraum der Konvergenz 
festzustellen. 


8 26. Numerische Berechnungen von Funktionswerten durch 
_ Potenzreihen. 


214. Die in $ 25 abgeleiteten Reihen geben nıcht allein vor- 
zügliche analytische Darstellungen der betreffenden Funktionen ab, 
sondern sind außerdem für ihre tabellarischen Berechnungen vortrefflich 
geeignet. Man setze für x seinen Ziffernwert ein, berechne soviel 
Glieder, bis der Rest für die gewählte Anzahl von Dezimalen ohne 
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Belang ist und bilde die algebraische Summe. Ein erstes Beispiel ist 
schon in $ 12 enthalten, nämlich die Berechnung von e durch die 


Reihe: 


ER IH 
dreh 


welche aus der Exponentialreihe: 
NY ze et 
en a Te 


entsteht für @=1. Man kann aber auch für r beliebige Werte 
setzen, und dabei planmäßig verfahren, etwa in der Absicht, eine 
Tafel der Exponentialfunktion herzustellen. Der Spielraum, in . 
welchem sie gebraucht wird, etwa von <= — 10 bis 2= + 10, wird 
dann am besten in angemessen kleine und gleiche Teile geteilt. Bei 
dreistelligem Eingang hinter dem Komma wird man also setzen: 


= — 10,000, — 9,999, — 9,998..., + 9,999, + 10,000 
usw. Man kann sich auch die Funktionalgleichung: 
cut — ed. e”2, ern tr — el: er — etı ET? 


zu Nutze machen, z.B. zur Kontrolle, für welche sich auch die Bil- 
dung von Differenzen, welche „laufen“ müssen, sehr gut eignet. Oder 
man ziehe auch Interpolationsformeln heran, falls die Abweichung 
nachweisbar unter der Fehlergrenze bleibt (vgl. z. B. [136]), um zur 
Erleichterung der Arbeit die Werte von x, welche einzusetzen bleiben, 
auf eine möglichst geringe Zahl herabzudrücken. Erlaubte Abkürzungen 
und zweckmäßige Kontrollen machen eine solche Tafelrechnung weniger 
langweilig, geben die erforderliche Sicherheit und ersparen Zeit. 

Die Tafel der Exponentialfunktion wird meist in Verbindung 
mit der Tafel der mit ihnen so innig verknüpften Hyperbelfunktionen 
gebracht. Sollte nur letztere vorhanden sein, so kann erstere sofort 
durch Addition oder Subtraktion nach den Formeln: 


e = Roixr + Sinz, = Kor — Sin 
ergänzt werden. 


215. Berechnung der Logarithmen. Für Werte des numerus, 
welche nur wenig von 1 abweichen, ist die Reihe [210 2] 


ni+o)-2-2r+2 224. min 


konvergent genug. Sie gibt z.B. 
1 il 10% 
— 300 7 3000 ” 40000 ° 
Jedes Glied ist absolut kleiner als der 10% Teil des vorher- 


? 1 
In 1; 1 — 10 


215. Numerische Berechnung der Logarithmen. 369 


gehenden, so daß zur Berechnung auf acht Stellen sicherlich nicht 
mehr als acht Glieder gebraucht werden. Man erhält: 


In121= 0,0953 10.773 


Weicht der numerus erheblich von 1 ab, so wird die Konvergenz 
schlecht und geht zuletzt in Divergenz über. 

Man könnte sich helfen, indem man den numerus in Faktoren 
zerlest, welche sämtlich nur wenig von 1 verschieden sind und dann 
die logarıthmische Formel 


In(a-b.c..)=lhna+lnd+Inc+--- 


anwendet. Aber bei systematischer Berechnung fährt man viel besser, 
durch rekursorische Anwendung von [210 ı] von & auf & + h. überzu- 
gehen, indem für h die kleine Differenz zweier aufeinander folgender 
numeri gesetzt wird z. B.: 

- 1 1 1 

In4125 = In4124 4 75, 5. ae Tz.amp 


Man erkennt sofort, daß bei Berechnung auf sieben Stellen der 
erste Bruch 1:4124 genügen würde. 

Doch noch vorteilhafter ist es, von vornherein nur die Formel 
[210 4] zu benutzen. Man setze: 


Se 
also: 
= ER 
| @) 


Die Bedingung |x| <1 verwandelt sich in die Bedingung z>0, 
welche für den numerus überhaupt keine Einschränkung bedeutet, 
da er nicht negativ sein kann. 

Die Formel (2) hat daher zunächst den Vorzu 
zu sein. Sie gibt z.B. für z2=2 


g, immer brauchbar 


2 2 2 DE 
en er ee: herr +] 


Welch ein Unterschied in der Schnelligkeit der Konvergenz 
zwischen dieser Reihe und der Reihe [210 3]! Letztere konvergiert so 
schlecht, daß zur Berechnung auf nur 7 Stellen sicherlich mehr als 
zehn Millionen Glieder notwendig sind, während bei ersterer jedes 
Glied kleiner ist als der neunte Teil des vorhergehenden, also sieben 
Glieder völlig ausreichen würden. 

Bei der Berechnung wird man der Abrundungsfehler wegen 
jedes Glied auf eine Dezimale mehr berechnen, als festgesetzt wurde 

Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 24 
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und erst bei der Summe die letzte Dezimale kürzen. Es seien etwa 
acht Dezimalen gesetzt: 


:31 = 0,666 |666 1667|  1'* Glied — 0,666 666 | 667 
:3° — 0,074 1074 1074| 2 , — 0,024|691|358 
:35 — 0,008 [230/453 3 , — 0,001|646 091 
:37 = 0,000 [914 495 4 „= 0,000|130| 642 
:3° = 0,0001101 611| 5 ,„ = 0,0001011|290 
: 312 — 0,000 011 290 6% „= 0,000 001 026 
: 315 — 0.000001 254 Te 0,000 000.096 
: 315 — 0.000 000)139| 8 0.000000 009 
: 317 — 0,000 000/015, 9 = 0,000 000 |001 


In 2 =0,693 147 1180. 


OO 190 POD m 
DVDDDNDNNDNDM 


Die letzte Stelle ist wegen der Abrundung unsicher, die andern 


aber sind richtig. 
Wird der numerus größer, so verschlechtert sich die Konvergenz. 


Für 2= 10 erhält man z.B.: 
1 93% ii ar“ 
m i0 2 a 

und braucht mindestens 3 mal so viel Glieder. Man zerlegt daher 
am besten den numerus in Faktoren, etwa: 

10=2°.-2, nmn10=531n2+1n2 
und wendet nun auf den letzten Logarithmus (2) an. Es folgt: 
5 2 2 2 2 
FERNER TE ET 


9! = 0,222 | 222 | 222 
2, = 0,000 914 495 
— 0,000. 006 774 

Ne >= 0, 000 000 060 
99 — 0,000. 000 001 


In# — 0,223| 143 552 
ln? - = 2.079 441} 540 


 In10= 2,302 585 | 092. 


In 


DDDmDNmmw 
SD -10O1ı0 


Bei systematischer Berechnung einer Tafel der natürlichen Loga- 
rithmen würde man selbstverständlich von den in [214] erwähnten 
Hilfsmitteln den vielseitigsten Gebrauch machen, um die Arbeit auf 
ein Minimum einzuschränken. Hier aber genügen wohl die beiden 


Beispiele. 
Aus den natürlichen folgen die Briggsschen Logarithmen 
nach [43]: In x 


log = Mnz = —, n 


215, 216. Berechnung der Zahl x. et 


BOB zZ DE für. —'2 


og _ 2 _ 0,698147180 
8 In10 2,302585092 


— 0,30103000 


auf acht Stellen genau. 

Im Thesaurus logarıthmorum von Vega findet man abgedruckt 
eine Tafel der natürlichen Logarithmen aller ganzen Zahlen von 1 bis 
10000, berechnet von Wolfram auf 48 Stellen. Die Briggsschen 
Logarithmen haben in diesem Thesaurus einen fünfzifferigen Eingang 
für den numerus, sind aber selbst auf zehn Stellen angegeben. Seit- 
dem sind natürliche Logarithmen sogar auf 200 Dezimalen und 
Briggssche Logarithmen auf 100 Dezimalen berechnet worden. 

Im übrigen sind über die hochinteressante Entwicklung der Lo- 
garithmenberechnung von den ersten Anfängen bis zur systematischen 
Berechnung nach den Formeln von Taylor, wie sie soeben in den 
Grundzügen auseinander gesetzt worden ist, geschichtliche Werke der 
Mathematik nachzulesen. 


216. Berechnung der Zahlx. Setzt man in der Reihe [211 r 
den äußersten Wert, für welchen sie noch gilt, nämlich: 


ze are (te un - — are 45% 
so folgt die Leibnizsche Reihe für die Zahl x: 
= BERNER 1 | 
FT Tee SRRTE Tore (1) 


Sie ist aber schon vor Leibniz entdeckt worden. Auch hat 
sie eigentlich nur geschichtlichen Wert als erster wirklich ziffern- 
mäßiger Ausdruck für x, denn ihrer äußerst schlechten Konvergenz 
wegen ist sie selbstverständlich niemals wirklich benutzt worden. 

Besser wäre schon, man setzte: 


= ya, ‚arts(tg— 2) = = aa), 
daher: 


A Er a Ta 
A (2) 


Hiernach läßt sich x schon eher berechnen, da jedes Glied kleiner 
als der dritte Teil des vorhergehenden ist und also zwei neue Glieder 
immer ungefähr eine neue Dezimale ergeben. Doch hält es nicht 
schwer, noch erheblich konvergentere Reihen für x aufzutreiben. 
Man nehme etwa zwei spitze Winkel p und 4 in Bogenmaß durch die 


Bedingungen 
1 1 
WO 


24° 


372 $ 26. Numerische Berechnung von Funktionswerten. 216. 


so wird nach IV [51]: 


1,d 
2 3 
a ee er 2 
| a 
Die Umkehrung der beiden ersten Formeln gibt nach [211 ı]: 
1 1 TEN / AN ey ar 
Prag) 5 tee 


1 EL SL N BL SER 
9 arg -,)-53-3(5)+3(6)-7(5) (4) 
Andererseits gibt die Umkehrung der dritten Formel: | 
p+Y=arltg-1)--- (5) 


Die beiden Reihen (3) und (4) sind erheblich konvergenter als 
(2). Oder man nehme einen spitzen Winkel p im Bogenmaß durch 
die Bedingung: 


1 
tg op Fe W 
so folgt: f 
are 5 
tg2p — 12,812 
le) 
und: a IA 
tg dp = 2 — — 


(a a 
Da der Bruch um ein wenig größer ist als 1, wird 4p um ein wenig 


.. . 7 
größer sein als —- Man setze daher: 


gv Tv 
en are v= 49 Dres.) 
7v 120 
EP | 119 Se 
tg dv = - — = = —— 
7 120 39 


Man berechne daher @ und % durch die Reihen 


a: 1 12 
Pr ra oT ® 
1 1 1 1 
Von gan tar nt MD 
so folgt: 
z—=16p — 4v. (8) 


Man nennt x bekanntlich auch die Ludolfsche Zahl, weil sie von 
Ludolf von Ceulen zuerst auf 35 Stellen berechnet worden ist. 
Jetzt kennt man ihren Wert auf 1000 Dezimalen. 
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217. Berechnung der trigonometrischen Tafeln. Diese 
Tafeln sind für den praktischen Gebrauch bestimmt und setzen daher 
die Winkel im Gradmaß voraus. Da aber x mit beliebiger Genauig- 
keit berechnet werden kann, so macht dies bei der Benutzung der 


Formeln (1) und (2) [209] wenig aus. So ist z.B. 


5-7 
r 36? 
daher: a 
tee le) + 
er 


Diese Reihen sind äußerst rasch konvergent und ergeben mit nur 
3 Gliedern auf 7 Stellen genau: | 


cos 9% = 0,9361947; = sin 599 = 0,08715987. 
Je größer der Winkel wird, desto mehr verlangsamt sich die Kon- 
vergenz. Aber erstens braucht man mit x nicht über = zu gehen 


und zweitens kann die Berechnung für größere Winkel durch die 
Formeln - 


cos (a +P) = cosa cosß—sin«sinß; sin(«+Pß)=sin«cosß-+ cos« sin 


auf kleinere Winkel zurückgebracht werden. Außerdem lassen sich 
Mittel und Wege finden, um die rekursorische Berechnung sehr be- 
trächtlich zu vereinfachen, so z. B. durch die Formeln: 


sin (x +2h)=2sin(e+h) -—sinx —4sin (c-+h)- sin? A 


78, 
cos(e +2h)=2cos(a+h)— cos® — 4cos(«+h)- sin? , 


in welchen die letzten Glieder mit A von der zweiten Ordnung klein 
werden, also nur als kleine Korrektionsglieder in Betracht kommen. 

Die trigonometrischen Tangenten und Kotangenten selbständig 
zu berechnen, empfiehlt sich nicht; man führt sie besser auf Sinus 
und Kosinus durch Division zurück. (Ebenso verzichtet man lieber 
auf selbständige Entwicklungen der Logarithmen der trigonometri- 
schen Funktionen.) 

Alle diese Rechnungen sind längst in größter Vollständigkeit wie 
Sorgfalt erledigt und ihre Ergebnisse finden sich in den Logarithmen- 
- tafeln zum allgemeinen Gebrauch handlich zusammengestellt. Millionen 
von Menschen haben sie benutzt, benutzen sie heute und werden sie 
benutzen bis in die fernste Zukunft; es ist daher nicht zu viel, sie 
eine Kulturtat von unvergänglichem Werte zu nennen. Eine Kultur- 
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tat, die wie gesagt, ein für allemal vollbracht worden ist. Auf welche 
Weise aber, das eben sollte dieser Paragraph in aller Kürze, doch 
zum vollen Verständnis ausreichend, erklären und zeigen. 

218. Zum Schluß sei an einem Beispiel gezeigt, wie man sich 
durch Zurückgehen auf die ursprünglichen Formeln helfen kann, wenn 
bei einer Rechnung, die sonst logarıithmisch geführt zu werden pflegt, 
eine Logarithmentafel zufällig nicht zu haben ist. 

Aufgabe. Von einem Dreieck sind gegeben die drei Seiten: 


u a DE 3) 
Es sollen die drei Winkel «, ß, y ohne Logarithmentafel bis auf 
zehntel Minuten genau berechnet werden: 


Der Kosinussatz ergibt für den Winkel «, also den arcıa =: 
b’—+c?— a? 1 E17 7 1 
0 ——— ——, —— Dias 4 0 nee == —— 
OR la) = a ce (« ar en Ar (cos =); 
folglich nach [2114]: 
ee 
St 
und hieraus: . 
a 196945. 2,2 a2 = 187278. 
Ebenso könnten 8 und y berechnet werden. Man erhielte 


VER BR pet 

u (B 180 ) Br (r 180 ) ER 

doch wären die Reihen offenbar erheblich langsamer konvergent. 
Schneller führt der Tangentialsatz zum Ziele: 


[04 
ei EN ı en: R 
er Bere Ye +cos«e  Y6 
RZ 11 11 227 


daher nach [2111] 
Bu ARTS ler. 


1 — cos « 


DESSEN 3 5 \22 
ZU1088 


2 
PTrY _ 500 46,1. 


Hieraus durch Addition und Subtraktion ß und y. Also zusammengefaßt: 
ae WB DIT N AND 
Man sieht, es ist auch ohne Logarithmentafel gegangen, wenn 


auch nicht so schnell. Es ist doch gut, wenn man sich zur Not 
einmal auch ohne Tafelwerte mittelst Grundformeln helfen kann. 


219. Die imaginäre Einheit und die komplexen Zahlen. 375 


Übungen zu 8 26. 

1) Es sollen ohne Gebrauch von Logarithmentafeln die trigono- 
metrischen Funktionen von 1°, 2°, 3°, 4%, 5° bis auf 7 Stellen hinter 
dem Komma richtig ermittelt werden. 

2) In2, In3...bis InlO ohne Gebrauch von Logarithmentafeln 
zehnstellis zu berechnen. 


S 27. Komplexe Zahlen. 
219. Die imaginäre Einheit oder die Zahl 
i (1) 
wird erklärt als eine Zahl, deren Quadrat gleich — 1 sein soll: 
De. ]% (2) 
Positiv kann : nicht sein, und negativ kann ? auch nicht sein, denn 
das Quadrat sowohl einer positiven als auch einer negativen Zahl ist 
stets positiv. Null kann sie auch nicht sein, denn das Quadrat von 
Null ist Null. Also kann i überhaupt keine reelle Zahl sein. Sie ist 
eben die imaginäre Einheit. 

Die rein imaginären Zahlen. Man bezeichnet das Produkt 
als eine rein imaginäre Zahl, wenn b als beliebige reelle Zahl voraus- 
gesetzt wird, und erklärt hierzu ferner: Es soll sein: 

Dr nor. eig = 3, 11)0r=0, 71V) obebr, 
Diese und die folgenden Gleichungen bezwecken, daß mit © „mög- 
lichst“ so gerechnet werden könne, wie mit einer reellen Zahl. Denn 
für eine solche ist auch: 

D+HD-a=a, ID) -1la=-o, UIN0-a=0, IV) ob=ba. 

Die komplexen Zahlen. Man bezeichnet den Ausdruck: 

a+bi (4) 
als eine komplexe Zahl, wenn sowohl a als auch b als beliebig reell 
vorausgesetzt werden. Es ist a der reelle, bi der imaginäre Bestand- 
teil. Hierzu wird ferner erklärt: 

.a+bi=bi+ta 
(nach dem für reelle Zahlen geltenden kommutativen Gesetz), 
O+bi=bdbi +0 =-dbi; a+li=a+l=a 


(nach der für eine reelle Zahl geltenden Gleichung O+9=g9+0=g). 
Hiernach sind die rein imaginären wie die rein reellen Zahlen unter 
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den komplexen Zahlen als ein besonderer Fall enthalten, wenn der 
reelle bzw. imaginäre Bestandteil verschwindet. 


+0: ==. 
Hiernach ist also O eine solche Zahl und zwar die einzige von allen, 


welche sowohl als komplex, als auch als rein reell, als auch als rein 
imaginär angesehen werden darf. 


220. Die komplexe Ebene nach Gauß. Zur Darstellung der 
Gesamtheit reeller Zahlen reicht eine unbegrenzte Gerade aus |9]. Für 
die komplexen Zahlen ist hierzu eine unbegrenzte Ebene nötig. Man 
nehme in ihr ein rechtwinkliges Koordinaten- 
p system an (Fig. 85), nenne die eine Achse reell, 


® 

$ die andere imaginär, verfahre aber sonst wie in 
a der analytischen Geometrie der Ebene und be- 
R 5 _ zeichne die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
- der Ebene mit « und db. Dann soll P die kom- 
S10 Zeelle_4chse £ 

S x plexe Zahl a + bi vertreten, oder kurz und scharf: 
N Fig. 88. ? 


Psolla-+bi sein. 
Auf der reellen Achse liegen die rein reellen, auf der imaginären 
Achse die rein imaginären Zahlen. Allgemein entsprechen den vier 
Quadranten die vier möglichen Vorzeichenkombinationen von a und b. 
Es gibt keine komplexe Zahl ohne den zugehörigen Punkt P und 
keinen Punkt P ohne die zugehörige komplexe Zahl. Die Zuordnung 
ist beiderseits eindeutig. 
Modul und Argument oder Winkel. Werden «a und b durch 
die Polarkoordinaten o und @ ersetzt, so bezeichnet man o als den 
Modul und g als den Winkel oder das Argument der komplexen 
Zahl. Die Transformationsformeln lauten: 


a=0c089, 5b=osing, 
daher: 
a+bi=ocosp+tesinpgi=o(csp-+ising). (1) 
Die Form: 


‚o(C08sp-+isiny) (2) 


heißt die „Normalform“ der komplexen Zahl. Ist sie in der ge- 


wöhnlichen Form a + bi gegeben, so folgt zur Umwandlung in die 
Normalform: 


= Var, &) 


a 5 b b 
re a 9 — —, otgp—-, (4) 


mit der Maßgabe, daß erstens o absolut oder positiv genommen wird, 
daß zweitens p wie üblich ein Vorzeichen erhält, daß drittens p als 
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arcus genommen wird und daß viertens ein beliebiges ganzes Viel- 
faches von 2x7 zu @ addiert oder von g subtrahiert werden darf, weil 


o(cosp+isinp)=o(cos(p + 2kr) +isin(p + 2km)) 
ist. 
Sonst entspricht jeder komplexen Zahl nur ein o und (abge- 
sehen von 2krx) ein p, ausgenommen 0 0, weil dann & beliebig 
sein darf. Ist sie rein reell, so wird 


0,10 Funde 908 oder 7 op. — n, 
je nachdem a positiv oder negativ ist. Ist sie rein imaginär, so wird 


oe=!b| und = oder 9o=-.a, 


6) 
ad 


je nachdem b positiv oder negativ ist. Allgemein soll der Modul für 
eine komplexe Zahl etwa das sein, was der absolute Wert für eine 
reelle Zahl ist, wie ja auch ersterer in letzteren übergeht, wenn die 
komplexe Zahl durch Verschwinden des imaginären Bestandteiles 
reell wird. 

Komplexe Einheiten. Wird in (2) der Modulo=1 genommen, 
so nennt man die komplexe Zahl eine komplexe Einheit. Der all- 
gemeinste Ausdruck einer komplexen Einheit ist daher: 


cSP+isingy. (5) 


Hiernach ibn es unendlich viele komplexe Einheiten, welchen alle 
Punkte des Kreises um O als Mittelpunkt mit der ae als 
Radius entsprechen. Besondere komplexe Einheiten sind zu allererst 
1 selbst: 


l1=+1=cos0 +:sinO, (6) 
sodann die negative Einheit: 
—1l1=cosr +isinz, (7) 
drittens die positive imaginäre Einheit: 
+i= cos +isinZ (8) 


viertens die negative imaginäre an 
An 9) . D 3 
—i= (0830 +isinzn. (9) 


Zwei andere viel gebrauchte, oft mit ®, und @, bezeichnete komplexe 
Einheiten sind: 


1 ae 2 ER 
= — +3 = cos +isin-“, 10) 


+ 4 2 2 
"V3 = cos, 214 +isnzr=cos—- Zara tisn— zn. 
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Konjugierte komplexe Zahlen haben denselben Modul und 
entgegengesetzt gleiche Winkel (oder auch zwei Winkel, die sich zu 
2x ergänzen). 

Zwei konjugierte komplexe Zahlen sind daher: 


o(cosp-+isinpg) und o(cosp—isinp) (11 
oder in gewöhnlicher Form geschrieben: 
a+bi vund a—bi. | (12) 


Sie haben denselben reellen Bestandteil und entgegengesetzt gleiche 
imaginäre Bestandteile und werden durch zwei zur reellen Achse 
symmetrisch liegende Punkte vertreten. Im besonderen hat jede Ein- 
heit eine ihr konjugierte Einheit. 

221. An das Rechnen mit komplexen Zahlen sind drei 
Forderungen zu stellen. Erstens: Es muß mit den bereits in [219] 
getroffenen Festsetzungen und Gleichungen im Einklang stehen. 
Zweitens: Seine allgemeinen Regeln und Gesetze müssen diejenigen 
des Kechnens mit reellen Zahlen als besonderen Fall umfassen. 
Drittens: Innerhalb des Spielraumes, welchen die beiden ersten For- 
derungen vielleicht noch lassen, ist die angemessenste Wahl zu treffen, 
so daß das Rechnen mit komplexen Zahlen zur einfachsten und natür-. 
lichsten Erweiterung des Rechnens mit reellen Zahlen wird. 

Gleichheit. Hierauf bezieht sich zunächst folgende grundlegende 
Erklärung: Zwei komplexe Zahlen heißen dann, aber auch nur dann 
einander gleich, wenn ihre reellen Bestandteile einander gleich und 
ihre imaginären Bestandteile einander gleich sind. Die Gleichung: 


a+bi=c+tdi (1) 
soll, wenn a, b, c, d reell sind, zerfallen in die beiden Glei- 
chungen: 

ae unge d, (2) 
Eine Gleichung zwischen komplexen Zahlen erscheint hiernach als 


die Zusammenfassung zweier Gleichungen zwischen reellen Zahlen. 
Das Addieren. Es wird erklärt: 


(a+bi)+(+d)=(a+\)+(b+di. .(3) 


?2 Es wird das Reelle für sich und das Imaginäre 
für sich addiert. Wenn P und P, die Summanden 
und P, die Summe vertritt (Fig. 89), so ist P, die 
vierte und O0 gegenüberliegende Ecke eines Parallelo- 
gramms, dessen drei andere Ecken OÖ, P, P, sind. 
Komplexe Zahlen werden also in gleicher Weise 
addiert, wie man Kräfte zusammensetzt, das ist die 


2 
Fig. 99. geometrische Deutung von (3). 
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Das Multiplizieren. Es wird erklärt 


(a+bi)(ce+di)=ac+(bi)e+a(di) + (bi) (di) 
—ac+bdi’+bei-tadi, also [2192], 
(a+bi)(e+di)=(ac—bd)+i(be+ ad). 
Beispiel: 
0-7 +20) =-35 —-6i?—-21i+10i=4l—11i. (4) 


Setzt man die beiden komplexen Zahlen in der Normalform voraus, 
so folgt: 


0 (cosp +isinp)- 0, (c0Sp, + %sing,) = 00,608 cos p, 
— 00,8inp sing, + 00,8sinp cosp, + 00,TSinY, Cosp, 


also nach den Additionstheoremen für sinxz und cos&: 


o(cosp+isinp)-g,(cosp,+isinp,)—g9, (cos(p+9Y,)+isin(p-+9,)). (5) 

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist 
eine komplexe Zahl, deren Modul gleich dem 
Produkt der beiden gegebenen Moduln und 
deren Winkel gleich der Summe der beiden 
gegebenen Winkel ist (Fig. 90). Es stelle O 
die Null, OA die reelle Einheit, P den ersten 
Faktor, P, den zweiten Faktor vor, so ent- 
spricht (5) folgende Konstruktion: 

Man trage gan OP, nO unddan OP, 
in P an, unter Innehaltung ihres Drehungs- 
sinnes, so bestimmt der Schnittpunkt der zweiten 
Schenkel denjenigen Punkt P,, welcher das 
Produkt vertritt. Denn erstens ist nach Kon- 
struktion XAOP,=9+ 9, und zweitens er- 
gibt die Ähnlichkeit der Dreiecke: 

GEROR 10703 


OB DAT 590 


Zu der Addition und Multiplikation sei noch nachgetragen: 
Erstens: 
(a+bi)+(la—bi)=2a, 
(a +bi)(a —-bi)=a?’+ PR. 
Die Summe und das Produkt (wie überhaupt jede symmetrische 
Funktion) zweier konjugierter komplexer Zahlen ist reell. Die letzte 
Formel entspricht völlig der Gleichung: 


(a+b)(a—b)=a’— bR. 


(6) 
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Zweitens. Für das Addieren und Multiplizieren komplexer 
Zahlen gilt ebenso das assoziative, das kommutative und das distri- 
butive Gesetz wie für das Addieren und Multiplizieren reeller Zahlen: 


(a+b)+le+d)=( H+d)+(a+bi), 
(a+bi)(c+di)=(c+di)(a-+ bi) 
usw. (Bei anderen Zahlengattungen, welche man sonst eingeführt 
hat, wie Quaternionen, Vektoren, Tensoren usw., gelten diese Gesetze 
zum Teil nicht mehr.) 

Drittens. Ein Produkt zweier komplexer Zahlen kann nur ver- 
schwinden, wenn ein Faktor verschwindet. Und umgekehrt, wenn ein 
Faktor verschwindet, so verschwindet das Produkt. Folgt am schnell- 
sten aus (d). Damit das Produkt verschwinde, muß 00, = sein. 
Da aber oe und o, absolute reelle Zahlen sind, ist dies nur möglich, wenn 


(M) 


entweder o=0 oder 9, =0 


ist. (Auch dieser Satz gilt zum Teil nicht mehr für andere Zahlen- 
gattungen. Es kann bei manchen von ihnen ein Produkt verschwinden, 
obgleich keiner der Faktoren verschwindet.) | 

Viertens. Setzt-man in (5) im besonderen o=o, =], so folgt: 


(cosp-+isinp)(cosp, +ising,)=cos(p+gY,)+isin(p-+g,). (8) 
Komplexe Einheiten werden multipliziert, wenn man ihre Winkel 
addiert. Übrigens zerfällt (8) nach der Ausmultiplikation huks in 
die beiden Gleichenkren: 


cos (P + P,) = C0Sp COS Y, — Sin p sin @;; 
Ra | (9) 
sin(p+ 9,)=singpcosp, +cospsing,, 
wie umgekehrt (8) aufgefaßt werden kann als eine sehr bemerkens- 
werte Zusammenziehung der beiden allbekannten reellen Gleichungen (9) 


zu einer komplexen Gleichung. 
Das Potenzieren. Es wird erklärt: Die Potenz 


(a + bi)” (10) 
einer komplexen Zahl soll unter Voraussetzung eines absoluten und 
ganzzahligen Eyponenten n genau so wie die Potenz einer reellen 


Zahl ein Produkt von n Faktoren sein, von denen jeder gleich der 
Basis a + bi ist: 


(a + bi” — (a + bi) (a + bi) - - - (n Faktoren). a) 
Es sei im besonderen a= 0, b=1, so folgt: 
zul 
Be 


?=i.i-m1, 
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wii MT, 

= vü=-ÜW)W)- -D-U-+L, 

en) 
usw. Allgemein: 

ar — an 12 ar: and a ib Re eg (12) 
Es gibt nur eine ganze Potenz von +1, nämlich +1; es gibt zwei 
ganze Potenzen von — 1, nämlich abwechselnd +1. und — 1; es gibt 
aber vier ganze Potenzen von :, nämlich, immer in derselben Reihen- 
folge wiederkehrend: 
+1, +, —1, —%:-,, 

Um allgemein (10) in eine komplexe Zahl zu verwandeln, bediene 
man sich des binomischen Satzes für die Potenz von a + b, ersetze 
aber b durch bi, was selbstverständlich auf Grund der vorangegangenen 
Erklärungen erlaubt ist. Man erhält: 


(+09 = + (Men + (amd (Se-wor 4m, 


also nach Anwendung von (12) auf alle Glieder und Zusammen- 
ziehung derjenigen, welche reell werden, und derjenigen, welche ima- 
ginär werden: 


(a + bi)" — & Kr (5) ar-2p2 4 (}) an-4pe.. ] (13) 


“u :[(7) ar-!h SnE (5) ar 3b? a ©) ar >? Fr | 
Beispiel: 
(—5 +32) = [(—- 5)" — 21(—5)°- 3°+ 35 (—5)°- 3°— 7 (—5) - 3°] 
+: [7(—5)° -3 — 35 (— 5)*- 3° + 21 (— 5)?- 3° — 37] 
—= [— 78125 + 590625 — 354375 + 25515] 
+: [828125 — 590625 + 127575 — 2187] 

— 1835640 — 157112. 
Ist die Basis in der Normalform gegeben, so wende man (5) an nach 
Erweiterung auf beliebig viele Faktoren und nach Gleichsetzung aller 
Moduln und aller Winkel. Man erhält so: 

[o (cosp + i sin p)|* = 0" (cosnp +isinnp). (14) 
Eine komplexe Zahl wird mit » potenziert, wenn man den Modul 


mit » potenziert, aber den Winkel oder das Argument mit n» multi- 
pliziert. Im besonderen folgt für oe =1: 


(eOSpy+isiny)”"=cosny+tisinng. (15) 
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Diese überaus wichtige Gleichung heißt die 
„Moivresche Formel“. 
Eine komplexe Einheit wird mit n potenziert, indem man den Winkel 
mit n multipliziert. 
222. Subtrahieren, Dividieren und Wurzelausziehen. 
Sie werden wie bei Fealien Zahlen als Umkehrungen des Addierens, 
Multiplizierens und Potenzierens definiert. 
Das Subtrahieren. Die Gleichung 
(+) (c+d)=(e+fi) 
soll die Umkehrung der Gleichung sein: 
(a+ bi) (c+di)+(e+fi), 
daher nach (3) [221]: 
a=c+e db=d+f.odr e=a—c, T=-b-a4d, 


(a+bi)— (c+d)=-(a—-)+(d—f}i. (1) 
Es werden die reellen Bestandteile unter sich 
und die imaginären Bestandteile unter sich 
subtrahiert. Geometrisch ausgedrückt (Fig.91). 
Die Strecke P, P selbst bestimmt, parallel zu 


sich selbst verschoben, so Jdaß ihr Anfangs- 
punkt nach O gebracht wird, durch den End- 


also: 


rap St punkt P, die Differenz. 
Das Dividieren. Die Gleichung 
bi : 
er SR, 


soll die Umkehrung der Gleichung sein: 
a+bi=(e+fi)(c+di), 


ne a CR kart 
und durch Auflösung nach e und f: 


also nach [221]: 


RL. Fe 
En cd? rg ce? +-d2 
daher: 
a+bi ac+bd ;—ad-+be. 
c+di ed? SE era @) 


Schneller hätte die Erweiterung mit der Konjugierten des Nenners 
zum Ziele geführt, wie folgt: 


a+bi (arbYNl—di) ac—bdr—adirbei 


ce+di (ce tdd)(le di) ce +d? 
act bee Zadrt0E, 
EEE ce? +d? 
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Beispiel (vgl. Beispiel zu (4) [221]): 
4—1i (d—1) (+3) 205-4334 1237 — 55i 
BERNER EDT 52-32 
238 68 . 4 
Sind Divisor und Dividendus in der Normalform gegeben, so tritt 
an Stelle von (2): 
oe (coSsp -+-ising) E ee, 
Ba ee) 
Die Moduln werden dividiert und die Winkel werden subtrahiert. 
Unmittelbare Umkehrung von [2215]. Siehe Fig. 92. Es stellt P, 
den Quotienten von P und P, vor und man beachte wohl, daß der 
Winkel AO P, mit dem unmittelbar gegebenen 
Winkel P,OP übereinstimmt. 
Das Wurzelausziehen. DieGleichung: 


Vetbi=cH+di 
soll Umkehrung der Gleichung sein: 
(+ di"=a+bi 


oder in der Normalform: die Gleichung: 


Vo(cosp-+isinp) = 0,(6089,+ising,) 
soll Umkehrung der Gleichung sein: 
(0, (eosp, +isinp)” = o(cosp +ising). 
Daher nach der Moivreschen Formel: 
0,” (cosngp, + isinng,)=o(cosp-+isinp). 
Also zunächst: 


"=; 4=Ve. (4) 
Diese Formel gibt, da o und o, absolut oder positiv sein sollen, nur 
einen Wert für o,. Ferner muß sein: 


COS NY, —=C08Yp; sinNng, =Sinp, 
also allgemein mit Rücksicht auf den Periodizitätsmodul 2x: 


: 2k ; 
a (5) 


und schließlich: | 
n SEE ENSAHR ET p—+ 2kn ...9-4+ 2%kn 
Veo(cosp+isinp)=Yo: (cos Be asus Per) (6) 
(02,5) 


Eine komplexe Zahl wird radiziert, indem man den Modul radiziert, 
aber den Winkel durch den Wurzelexponenten dividiert, letzteres mit 


384 8 27. Komplexe Zahlen. 222. 


dem Vorbehalt, den Winkel vorher um ein beliebiges ganzes Viel- 
faches von 2x zu vermehren oder zu vermindern. 

Es dürfte k in (6) zwar eine beliebige positive oder negative 
‘ganze Zahl sein. Dennoch ist in (6) die Beschränkung auf die ganzen 
Zahlen 0,1,2,...,n—1 ganz in Ordnung. Würde man nämlich fort- 
fahren, zunächst mit k= n, so würde: 

en I Ede 


NW N 


werden, d.h. k=n würde denselben Wurzelwert ergeben wie k—=(. 
Ebenso k=n-+ 1 denselben Wert wie k=]1, usw. Die Werte der 
Wurzeln würden in derselben Reihenfolge immer wiederkehren, und 
ein gleiches würde stattfinden für negative ganzzahlige k. Anderer- 
seits sind die n in (6) bezeichneten Werte auch wirklich voneinander 
verschieden. Denn nimmt man für %k zwei Zahlen %, und %, der an- 
gegebenen Reihe, so ergibt sich als Unterschied der bee ent- 


ol Winkel 
—k 
n 


—2n 


Er ist also, da k,— %k, nicht durch » teilbar sein kann, kein ganzes 
Vielfaches von 2x, wie es sein müßte, falls die beiden Werte Ze 
sein sollen. Also: 

Jede n® Wurzel aus einer komplexen Zahl hat » ver- 
schiedene Werte. Sie haben alle denselben Modul. Ihre Winkel 
unterscheiden sich um beliebige ganze Vielfache von 27:n, d.h. um 
Vielfache des zu der Seite eines regelmäßigen n-Ecks gehörenden 
Zentriwinkels, daher: | 

Die n-Werte der n‘® Wurzel aus einer komplexen Zahl 
werden geometrisch vertreten durch die n Ecken eines regel- 
mäßigen n-Eckes, dessen Mittelpunkt die Null vertritt. 

Ist im besondern » = 2, so bilden die beiden Ecken ein regel- 
mäßiges Zweieck, dessen Mittelpunkt die Null ist, d. h. die beiden 
Quadratwurzeln sind entgegengesetzt gleich, z. B. | 


Ve — vl (cosz + isinz) -—yi (cos (5+ ka) +47sin (= + kr) ) ( 0, 1 


also entweder 


V-1= or „+ isinZ —= +1, 
oder 
V-1= cos (> + x) +3 (sin 5 + x) = — 1, 
Die Einheitswurzeln. Setzt man oe =1, so folgt: 
gTelr mn Fre 


Veosp+isinp = cos 
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und ganz im besondern für $ = 0: 
VI = cos —" +isin I®, k=0,1,2,...n—1). (0) 
Für k=0 erhält man cos 0+isinO=-+1; einer der n Werte ist 


also immer die Einheit selbst, wie sich von selbst versteht. Ist n 


N 
5% ’ Alle 


gerade, so ist ein zweiter Wert: — 1, entsprechend k = 
andern Werte sind nicht reell. | 
Nn—2 
a) Vl= cos0 +:sn0=-+1. 
b) Vl=cosz tisine= -1. 
nN=5 
a) Vl=c0s0+isn0=+H1. 
b) Vi=cos +34sin _ = : + "VB - 0, 
; vgl. [220 10]. 


€) Vl=cos—" +isin =... -, 
n—4 
a) Vl=cos0 +isn0=-+1. | ” 


b) Vil= cos Hisin@=+i. 
ec) Vl=ecosa +isnz=—1. 
d) VI=csSrtisinon--i. 


Durch Vermittlung dieser Einheitswurzeln kann man allgemein 
alle a Werte der Wurzeln aus einer beliebigen komplexen Zahl durch 
einen einzigen ausdrücken. Es ist: 


DR N N FR U SE 3k ale 2% 
yatbi= Vo (cosp + isinp) = Vo (cos Er + 7sın tn) 
oder nach [221 5]: 
Ya En be Vo (cost + 7sin =\ . (cos - +isin ==). 
Man berechne einen Wert der Wurzel und multipliziere ihn nach 


und nach mit allen Werten der zu demselben n» gehörenden Einheits- 
wurzeln. 


223. Zum Radizieren komplexer Zahlen seien noch folgende 
Bemerkungen hinzugesetzt. 

Erstens: Die eigenartige Verknüpfung mit den regelmäßigen 
Vielecken hat Gauß unter Hinzunahme zahlentheoretischer Unter- 
suchungen benutzt, um ein uraltes geometrisches Problem, die Kreis- 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 25 
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teilungslehre, zum wirklichen Abschluß zu bringen durch den Satz: 
Wenn die Zahl: 
p=2?"+1 
eine Primzahl ist, so läßt sich der Kreis durch eine geometrische 
Konstruktion in p gleiche Teile teilen! 
Fürra=0und»a=1wirdp=3 undp=5. Diese beiden Fälle 
waren uralt (letzterer hängt mit dem goldenen Schnitt zusammen). 
Für n=2 wird p= 17 und an diesen Fall, sowie erst recht an die 
weiteren Fälle, hatte vor Gauß niemand gedacht. 
/J,weitens: Statt zu sagen, die »‘® Wurzel habe n Werte,. kann 
man sich auch so ausdrücken: Die Gleichung des n‘®" Grades: 


— A=0 
in der A eine beliebige komplexe Zahl bedeutet, hat n Wurzeln; denn 
es folgt ja: 

A: 


Auf diese Weise wird dieser Satz ein ganz besonderer Fall eines 
viel allgemeineren Satzes, des Fundamentalsatzes der Algebra, welcher 
für komplexe Zahlen den Wortlaut hat: 

Jede Gleichung n!® Grades: 


ax" + bar 1 ter" 2... +kc+1=0 (1) 


inderab,c..k, l beliebig gegebene komplexe Zahlen be- 
deuten, hat n (komplexe) Wurzeln: 


Ky Pay Im 


und es ist identisch: 
ax" +Hbar =... +kce+l=ale —&) (a —%).. Rn (2) 
Sind die Koeffizienten sämtlich reell, so bleibt der Satz selbst- 
verständlich auch richtig; nur darf man nicht etwa annehmen, daß 
dann die Wurzeln auch sämtlich reell sein müssen. Sie können viel- 
mehr alle oder zum Teil wirklich komplex sein; dann aber ist zu jeder 
komplexen Wurzel auch die konjugierte komplexe Wurzel vorhanden. 
Denn setzt man zunächst für x irgendeine komplexe Zahl p +gi ın 
die linke Seite von (1), so wird diese im allgemeinen auch komplex, 
etwa P + Qi; setzt man aber p — gi, so entsteht bei reellen Koef- 
fizienten P— @i. Ist p + gi eine Wurzel, so ergibt sich P + Qi=(, 
- d.h. P=0Ound Q=0, also auch P— Qi=0,d.h.p — gi ist auch 
eine Wurzel. 
Es seien 2 —=p+gi und ,=p—gi zwei solche konjugierte 
Wurzeln. Faßt man das Produkt der beiden Faktoren ersten Grades 


@—-2)@- So) - = Sm) + UM 


nach [221 4] zusammen, so ergibt sich der Ausdruck zweiten Grades 


\ 
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"— 2pa+ (pP +)=- (a -p’+g 
mit reellen Koeffizienten: Daher erhält der Fundamentalsatz unter 
Beschränkung auf reelle Zahlen, die in [76] angegebene Form. Man 
wird zugeben, daß seine allgemeine Form erheblich einfacher ist, so 
einfach, wie sie überhaupt nur sein kann. Wie überhanpt die Ein- 
führung komplexer Zahlen in mehr als einer Hinsicht nicht eine 


Steigerung, sondern eine Verminderung ‘der Schwierigkeiten für 
die Mathematik zur Folge gehabt hat. 


224. Für komplexe Zahlen verlieren die Bezeichnungen größer 
und kleiner zum großen Teil ihre Anwendbarkeit, insofern zwei kom- 
 plexe Zahlen sehr wohl verschieden sein können, ohne Berechtigung, 
die eine größer oder kleiner als die andere zu nennen. Man nehme 
etwa als Beispiel: 

4+3: und 3 + 4er. 

Dagegen ist es sehr wohl möglich, den Begriff des Unendlich- 
kleinen auf komplexe Zahlen zu übertragen durch die Erklärung, dab 
eine komplexe Zahl «+ bi unendlich klein heißen solle, wenn « und 
b beide unendlich klein sind. Dann ergibt sich von selbst die ent- 
sprechende Übertragung der mit dem Unendlichkleinen verbundenen 
Begriffe der Stetigkeit, der unbegrenzten Annäherung, des Limes und 
der Konvergenz unendlicher Ausdrücke von reellen auf komplexe Zahlen. 
Dies wirklich auszuführen, ist wohl überflüßig (vgl. dritter Abschnitt). 


Komplexe Reihen: 
Gegeben sei eine unendliche Reihe: 
nern eat tur .eDdu, (1) 
deren Glieder als komplex vorausgesetzt werden: 
u„=a,+ib,= 0, (c0sp,+ising,). 

also:- 

s= Du= De (cosp +isingp) = Docosp+tiDesing. (2) 
Alsdann gilt als Erweiterung von [95 ı] der folgende Satz: 

Eine Reihe konvergiert, wenn die Reihe der Moduln 


/ 


s—- Hr FO ., = AO. (3) 
konvergiert. 
Beweis: Man betrachte die beiden absoluten Reihen: 
"= 9, | eos | +9 | ER Re BR RSEKUR Er+ >, 


’ 


”"-o|snp|talsmp|lt... +e,|sng,|t... 8) 
Zu jeder von beiden ist s’ eine Majorante, weil ein Kosinus und 
ein Sinus eines (reellen) Winkels absolut kleiner oder höchstens = 1 


sind. Da s’ konvergiert, so konvergieren also s’ und s” erst recht. 
25° 
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Konvergieren aber diese, so konvergieren auch die entsprechenden 
algebraischen Reihen: 


Deocosp und Doesing, 
also auch s selbst. 


Überträgt man die Unterscheidung zwischen bedingter und un- 
bedingter Konvergenz aus $ 11 auf komplexe Reihen, so läßt der 
eben bewiesene Satz noch folgende Ergänzung zu: 

Wenn die Reihe (3) der Moduln einer Reihe (1) konvergiert, so 
konvergiert (1) selbst unbedingt. Aber auch umgekehrt: 

Wenn eine Reihe (1) unbedingt konvergiert, so konvergiert die 
Reihe (3) ihrer Moduln: Denn aus der unbedingten Konvergenz von 
(1) folgt zunächst die unbedingte Konvergenz von (4) und 0). 22 
hin konvergiert auch die Reihe 


90 (| cosp, | + | sin, )) erler 6089, | + | sing; |) 
+@(cosp | + |sing|)+- (6) 
Nun ist allgemein 
(cosp | + |sinp|) = co®’p-+sin’p+2|cosp||snpg —=1+|sin2p, 


also 

( eosp | + | sinp)?>1, 
also auch: 

'csp|+|sinpg| >1. 
Folglich ist (6) Majorante von (3). Da (6) konvergiert, so konver- 
giert also auch (3), w.z. b. w. 

Die Konvergenz der Moduln ist mithin ein nie versagendes und 

entscheidendes Kriterium unbedingter Konvergenz für komplexe Reihen. 
Im besonderen sei gegeben eine komplexe Potenzreihe: 


= u tTYE +? +2 +. ta,” +: (7) 
ın der die Koeffizienten a,, a,, @, -: gegebene komplexe Werte haben 
sollen, also allgemein | 
a,— 0, (cos«, + isin«,), (8) 
während z vorläufig unumschränkt komplex-veränderlich angenommen 
wird, so daß in der Gleichung: 

2=r(c0osp +isingp) (9) 
vorläufig der Modul r, wie der Winkel p beliebig sein können. Es 
ist nach Moivre: 

Q,2” — 0, (cos, + isin«,)-r" (coosnp + isinng). 


— 0,7". (cos (np +«,)+isin (np + «,)), 
also: | 
Modul von a,2" = o,r”. 
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Die Reihe der Moduln von (7) ist daher: 
Se OO (10) 


d.h. eine reelle und obendrein absolute Potenzreihe von r, dem Modul 
von 2. Für sie gibt es daher nach $11 eine Zahl r,, welche die Grenze der 
Konvergenz bestimmt, derart, daß für r <r, Konvergenz, für r>r, 
Divergenz eintritt. Nach dem vorigen Satz (3) konvergiert also auch 
Reihe (7) fürr <r, und zwar unbedingt, während sie für r —=r, zwar 
noch konvergieren, aber auch schon divergieren kann. Andererseits 
läßt sich genau wie in [102] nachweisen, daß, wenn (7) für irgendein r 
- (und irgendein p) konvergiert, wenn auch nur bedingt, so (7) für jedes 
kleinere » unbedingt konvergieren muß. Also divergiert (7) für 
r>r,. Daher: 

Zu jeder komplexen Potenzreihe gibt es für 2 einen um den Null- 
punkt als Mittelpunkt beschriebenen Konvergenzkreis. Bleibt z 
innerhalb desselben, so konvergiert die Reihe unbedingt, tritt z aus dem 
Konvergenzkreis heraus, so divergiert sie. Der Radius r, des Konver- 
genzkreises ist derjenige Wert des Moduls r, für welchen die Reihe 
der Moduln ihrer Glieder von der Konvergenz zur Divergenz übergeht. 

Aus den Strecken der Konvergenz mit dem Nullpunkt als 
. Mitte für reelle Potenzreihen ($ 11) werden also Kreise der Kon- 
vergenz um den Nullpunkt als Mittelpunkt. Wie sich die komplexe 
Potenzreihe auf dem Umfang des Konvergenzkreises verhält, muß von 
Fall zu Fall ausgemacht werden, da es verschiedene Möglichkeiten 
gibt, genau wie in $ 11. | 

Selbstverständlich bleibt der Satz vom Konvergenzkreis auch dann 
ohne die kleinste Änderung richtig, wenn nur z komplex, die Koef- 
fizienten a,, @,, a, dagegen alle reell sind. Ihre Moduln fallen dann 


mit ihren absoluten Werten a, , a, , |a, | - -.. zusammen. 
Beispiel. Die Reihe (7) sei: | 
s-1ltz2+ 2? + ’+2+--- (11) 


Die Reihe (10) der Moduln ist dann: 
gel tr tr Le tr. 

Sie konvergiert oder divergiert, je nachdem r S 1, d.h. je nach- 
dem x? + y? S 1 ist, wenn 2=& + iy gesetzt wird. Entwickelt man 
in s die Potenzen von 2=x2-+iy nach dem binomischen Lehrsatz, 
so wird die in Beispiel V [105] angeführte Reihe zu dem reellen Be- 
standteil von s. Sie konvergiert oder divergiert also, je nachdem. 


+? S1 ist. 


390 $ 28. Funktionen komplexer Veränderlicher. 225. 


Übungen zu $ 27. 


2. Das Produkt (a? +5?) (ce +.d?) soll durch Zerlegung der 
Faktoren und Benutzung der Kommutativität und Assoziativität in die 
Summe zweier Quadrate umgeformt werden. Auf zwei Arten. 

3. Der Quotient zweier konjugierter komplexer Zahlen ist eine 
komplexe Einheit. | 

4. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 


1-2zcse + ?=0 


sind konjugierte komplexe Einheiten. Zu beweisen, daß die Potenz- 
reihe für . 


Vl— 22 cos« + 2°, 
für jeden Wert von « (« reell) einen Konvergenzkreis mit der Ein- 


heit als Radıus besitzt. Welche Werte haben die Koeffizienten dieser 
Potenzreihe? I 
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225. Eine komplexe Zahl z=x-+iy heißt beliebig veränder- 
lich, wenn sich x und y beliebig verändern können. Wird z nach 
[220] geometrisch durch P (x, y) veranschaulicht, so soll P beliebig 
wandern und andere Lagen in der Ebene annehmen dürfen, etwa so, 
daß eine beliebige Kurve beschrieben wird. 

Die komplexe Zahl Z= X -+:Y heißt eine Funktion von 
z2=%2-+iy, wenn sie von # abhängt, etwa explizite durch einen Funk- 


tionsausdruck 
I = f(2) ’ (1) 
oder implizite durch eine Gleichung: 
F(Z, 2) € 0, (2) 


also ganz wie bei reellen Funktionen reeller Veränderlicher. 

Wie die Grundrechnungsarten: Addieren, Subtrahieren usw., so 
werden alle algebraischen Funktionen von reellen auf komplexe Ver- 
änderliche übertragen. So die ganze Funktion, schon in [223] er- 
läutert, die gebrochene rationale Funktion, die irrationale algebrai- 
sche und die implizite algebraischen Funktionen [69] ($ 3). 

Die geometrische Veranschaulichung einer komplexen Funktion 
muß selbstverständlich anders erfolgen als durch eine Kurve, wie es 
bei reellen Veränderlichen üblich ist, nämlich in folgender Weise. 

Man denke sich irgend zwei komplexe Ebenen, eine für z 
und eine für Z. Dann wird durch (1) oder (2) eine geometrische 
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Verwandtschaft zwischen den beiden Ebenen bestimmt, da jeder Punkt 
der ersten Ebene einen Wert von z und jeder Punkt der zweiten 
einen Wert von Z vertritt. In welcher gegenseitigen Lage man sich 
die beiden Ebenen denkt, ist dabei ganz gleichgültig. 

Erstes Beispiel. Gegeben sei die ganze Funktion ersten Grades: 


Z=4AH+Bbs, (3) 
wo A und B beliebig gegebene komplexe Zahlen: 
ea) A=a+tai, P)B=b+bi (4) 
bedeuten. Welche Verwandtschaft wird durch (3) zwischen den beiden 
komplexen Ebenen vermittelt? @ (2.) 
Es seien 2,, 2,, 2, irgend drei Werte von 2, P,, z 7 ; 


P,, P, die zugehörigen drei Punkte der z-Ebene 
und Z,, Z,, Z, die entsprechenden Werte von Z, 


Q,, 9, 9 die entsprechenden Da 0, (Z3) 
drei Punkte der Z-Ebene (Fi- Be: / 
gur 93). Also: a« 
ZA,=4A+B2, 3=4A+B2, Br pa) 92) 

Z,=A+ ba,. Fig. 93. 
Es folgt: _ 
| 3-2, =-B@a-2); 43 -4=- PB, — 2), 
also auch: 

u EPs (5) 


ZELLE 
Oder nach [222] (Subtrahieren und Dividieren): 
a (cosa+isin«) — nr (cosa, +isin«,), 


daher: 
99:99 = P3Pı:Frfı und <u=<Xe, 


A VOUS APPD: 


Die durch (3) vermittelte Abbildung ist also so beschaffen, daß dem 
Dreieck, gebildet aus irgend drei Punkten der z-Ebene als Ecken 
ein ähnliches Dreieck in der Z-Ebene entspricht. Die Abbildung 
ist dem Abzubildenden ähnlich. 

Ein zweiter Beweis geht von der Zerlegung von (3) in zwei reelle 
Gleichungen aus. Es ist zunächst: Ä 


X+iY=a+ai+tbrbNd(e+iy) 
—=a+ be —by+ila+ D,.%. 4 by), 


dche: 


daher: 
X=a+br—by, Y=a+br-+by 
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oder, wenn b=4cosgy, b,=4sing $esetzt wird: Er 
X=4(2c089—ysnp)+ta, Y=A(zsinpg+ycosp)+a. (6) 
Diese beiden Gleichungen drücken analytisch Ähnlichkeit aus. Für 
= 1 gehen sie in die sehr bekannten Formeln der Kongruenz über. 
Setzt man im besonderen = (0), so wird: 
X=at+tz, Y=a+y. 
was eine Parallelverschiebung bedeutet. 
Zweites Beispiel. Gegeben sei: 
Ze 7) 


27 


Nach Einführung von Modul und Winkel von z und Z: 
z=o(eosp+isinp); Z= o,(cosp, +ising,) 


erhält man: 
: _  (e0os0 +?sin 0) 
9, (cos, + i sin 91) = e(cosp + vsin p) 
b= 


daher: 


— — (cos — 9) +isin(— 9)), 


1 | 


el ae .®& 


Wäre nicht 9, = — 9, sondern 9, =+ p, so würde, 
falls man die Ebenen und Achsen zusammenfallen 
ließe, eine sehr bekannte Abbildung entstehen, 
nämlich die nach den sogenannten reziproken 
Radienvektoren, unter Zugrundelegung eines Kreises 
mit der Längeneinheit als Radıus.. Des Minus- 
zeichens wegen hat man die Abbildung nur noch 
um die «-Achse „herumzuklappen“. 

Bekanntlich entsprechen bei der Abbildung 
nach den reziproken Radienvektoren Kreisen stets 
wieder Kreise. Sie ist eine sogenannte Kreisver- 
wandtschaft. Analytisch folgt das aus (7) durch Zerlegung in zwei 
reelle Gleichungen: 


; 1 x ; Yy 
a Erle Er 
er Be Yy 
af Tai 
oder umgekehrt: 
X —Y 


Re Pa N 
Man lasse den Punkt P(x,y) einen Kreis: 
ty +mc+ny+p—0 


226. Exponentialfunktion. 3)3 


beschreiben. Die Transformation ergibt nach Multiplikation mit X?+ Y?: 
1l+mX—-n!’+r X? +M)=0, 
also wieder ein Kreis. 

. Bo wie in diesen beiden Beispielen entspricht allgemein jeder 
Funktion (1) oder (2) die Abbildung einer Ebene auf eine andere 
Ebene. Wie es aber mit der Umkehrung steht, wird sich bald heraus- 
stellen. 

226. Wie die algebraischen, so kann man auch transzendente, 
im Gebiete des Reellen bereits bekannte und erforschte Funktionen 
auf das Komplexe ausdehnen, was meist in einer durchaus angemes- 
'senen und natürlichen Weise möglich ist, aber doch manchmal in 
einer Weise, die weit, weit abliesgt von dem ersten geschichtlichen 
Ursprung der entsprechenden Funktion. 

Als erstes Beispiel diene die Exponentialfunktion: 


y-e, (1) 
welche, wie ja schon ihre Schreibweise verrät, aus dem Potenzbegriff 
hervorgegangen ist durch Erweiterung von ganzzahligen auf beliebige 
reelle Exponenten. Versucht man aber nun auch auf komplexe Ex- 
ponenten auszudehnen, so zeigt sich der Potenzbegriff als nunmehr 
völlig ungeeignet. Denn offenbar kann z.B. 

g8i 


nur noch durch die Schreibweise an die Potenz erinnern und ist über- 
haupt zunächst ein völlig leerer Ausdruck [16]. 

Dagegen bieten gar manche der vorangegangenen Entwicklungen 
über die Exponentialfunktion in sehr einfacher Weise Möglichkeiten 
für ihre Ausdehnung auf komplexe Veränderliche dar, z. B. die zwei 
Gleichungen: 


el, 2% 
4 (1 a 4 i & 


2 3 S 
e-1+ +5, +57 +. in inf, 


denn in beiden kommt x rechts nur als Basis vor, während die Ex- 
ponenten reell sind. Sie führen zu demselben Ergebnis, wie bei Nach- 
prüfung von $ 12 unter Annahme eines komplexen Wertes für x er- 
weislich ist. Daher sei allgemein: 


e=-1l+ +5 +3, +: in inf. (3) 


als Definition der Exponentialfunktion für beliebige komplexe Ex- 
ponenten, z=x2+ iy angenommen. Sie versagt niemals, da die Ex- 
ponentialreihe für alle reellen, also nach [224] auch für alle kom- 
plexen Werte von z konvergiert. Ebenso gelten aus [63] die Formeln: 
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ee. (4) 
Sine--- et +&+- (5) 


als Definition der HERerherfnrien Sue für komplexe Werte von 2. 
Aus (3) folgt, ganz wie in $ 12, die Funktionalgleichung: 
Erbe (re, 

Sie ist besonders wichtig, weil sie es ermöglicht, die Erweiterung im 
wesentlichen auf rein imaginäre Exponenten einzuschränken, da auch: 
ee tiv — e? n ev 
sein muß, so daß nur noch der zweite Faktor untersucht zu werden 
braucht. Betrachtet man ihn für sich und schreibt daher wieder x 

statt y, so stellt sich die Frage so: 


Was tritt ein, wenn in (3) 2 durch «x ersetzt wird? 
Es folgt nach M: 


i°x° i*x* 


en ++ BES EAN 
also nach [221 i2]: 
En oc? gc* gc? ge? 
R ln ae 
oder nach (1) und (2) [209]: | 
e"=(0Sxc H+isinx. (6) 


+... in inf, 


Diese berühmte Formel, welche blitzartig den schon so oft angedeu- 
teten Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und der tri- 
gonometrischen Funktion aufdeckt, wird Euler zugeschrieben. Sie 
allein würde die Einführung der komplexen Zahlen in die Analysis 
rechtfertigen und hat in der Tat wesentlich zu deren Annahme bei- 
getragen. Daß ursprünglich so grundverschiedene Funktionsarten doch 
für die reine Analysis auf dieselbe Funktion zurückführbar seien, 
war so unvermutet, so überraschend, so folgenschwer, wie nur je eine 
Entdeckung in der Mathematik gewesen ist. 


227. Soeben ist die Exponentialfunktion auf trigonometrische 
Funktionen zurückgeführt worden. Um das Umgekehrte zu bewerk- 
stelligen, setze man in die Gleichung: 

= cosc +isin® (1) 
— x statt x. Es folgt: 
erhal eos (—- 2) +isin(— 2) 
e 


x 


oder: et —= cosr2r —isinz | (2) 
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und aus (1) und (2): 


Te eir R im," —iT in: ie 
e) cose= = —, ß) sin oe = —Z— =i— 5 2 (3) 


oder [2264] und [2265]: 


er con Kol Ge), '"P) Sinz= un —= —16in (ie). (4) | 


Die trigonometrischen Funktionen sind also, abgesehen 
' von dem Faktor :, wesentlich identisch mit den Hyperbel- 
funktionen. 
Es war & als reell, «x als rein imaginär vorausgesetzt. Läßt 
man aber die Gleichungen (1) und (2) in [209]: 


5} 
2% z' 


rt nSinf,, 
I 2° 2° : 
a I a Tr Ge in inf. 


als Definition der trigonometrischen Funktionen auch für komplexe 
Werte von 2 gelten, so kann «& in (1), (2), (3), (4) im besonderen 
auch rein imaginär werden. Man setze also in ihnen ix statt x, oder 
x statt — ix, oder — x statt ix, so wird aus (1), (2), (3), (): 


e® = cosixr — isiniz, (5) 
e?=cosix +isiniz, (6) 
, e” te” | ’ 
six = —z—— hir, (7) 
EEE 
a U in (8) 
=r ® 


Mit Hilfe dieser Formeln (1) bis (8) erhält man nunmehr oanz all- 


gemein für: | 
e, sin2, cos2, Sinz, Rolz, (9) 


wenn 2 beliebig komplex ist und die betreffenden Additionstheoreme 
benutzt werden: 

e=etV= e.V = e(cosy+isiny) — e” cosy + ie” siny, 
in z=sin (c+iy)=sin x cosiy +cosx siniy =sin«Klo)y-+icosx Siny, 
082 —=cos (ce +iy)=cosxcosiy—sin x sin iy = coszoj y—isinx©iny, } (10) 
of z = Kol (a +iy)= KRojakojiy+ SineSiniy—-Kojzcosy+rSinzsiny, 
Sinz= Sin(c+iy) — Sinzfofiy+KRoieSiniy-Sinzcosy+iftofxsiny. 

Da hier & und y reell sein sollen, so genügen also Tafeln der fünf 

Funktionen (9) für reelle Werte von z sogar für beliebige kom- 


plexe Werte von 2, das ist der Sinn der Formeln (10). Aus ihnen 
läßt sich übrigens leicht nachweisen, daß jede der fünf Funktionen, 
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z.B. e, jeden komplexen Wert annehmen kann. Ihr Modul ist 
nach (10) durch e” bestimmt, kann also alle Werte von O0 bis oo, 
also alle Werte überhaupt annehmen. Ihr Winkel ist nichts anderes 
als y selbst und kann daher jeden Wert von — oo bis +00 annehmen. 


228. Die Periode der Exponentialfunktion. Im beson- 
deren folgt aus (1) in [227]: SE 
eri — cos 2kr Hisin 2kz, 


ich Ri 
h er, (ke D2 + Garn (1) 
und daher ällgemein; ’est2hri 02, eek dh: 
e:+?:kri — e? (2) 
ebenso: 


Role + 2kai) = Rofa, Sin(e+2kmi) Eins, 
Tg (ce +2kmi)=Tgr, Kotg(x + 2kai) = Kotge]. (4) 


Während also die trigonometrischen Funktionen die reelle Periode 
2x haben, kommt der Exponentialfunktion die rein imaginäre 
Periode 2#i zu. Und zwar haben erstere nur diese reelle und letz- 
tere nur diese imaginäre Periode. Denn gesetzt es sei: 


K=-U+iV 
irgend eine Periode der Exponentialfunktion, so müßte sein: 
erK—-eak—e, e&—=1, eltV=1, 
also nach (10) in [227]: 
e’(cos V’ isn VY)=41, d.h: ed.coa V—= 1, een ne 
Die letzte Gleichung gibt, da e’ für reelle Werte außer U= — oo nicht 
verschwindet, sin V=0, also cosY=-+ 1. Das Minuszeichen ist zu 
verwerfen, da nach der ersten Gleichung cos V nur positiv sein kann. 
Daher: | 


V=0, +22, +42, +9n,... 
und BU R 


Diese Gleichung wird nur für einen reellen Wert von U erfüllt, 
nämlich für U=0, also: 
 K=+2kai, 

d.h. die Exponentialfunktion hat wirklich nur die eine unabhängige 
Periode 2xi, also die trigonometrische Funktion entsprechend nur 
eine unabhängige Periode 2x. Man halte diesen Nachweis nicht 
für überflüssig, da es sehr wohl Funktionen mit zwei unabhängigen 
Perioden, etwa einer reellen und einer imaginären Periode geben könnte 
und auch wirklich solche Funktionen als elliptische Funktionen 
‚durch Umkehrung der sog. elliptischen Integrale entdeckt worden 
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sind. Übrigens sind die trigonometrischen Funktionen einerseits, die 
Exponentialfunktion und Hyperbelfunktionen andererseits Grenzfälle 
dieser elliptischen Funktionen. 


229. Natürliche Logarithmen komplexer Zahlen. Aus 
der Gleichung: 
2= e? (1) 
folgt durch Umkehrung: 
4 —=n2. (2) 


Diese Definition wird ohne jede Änderung von reellen auf kom- 
plexe Zahlen übertragen. Während aber dort erstens der numerus 2 
positiv sein mußte, dann aber Inz eindeutig war und alle Werte von 
— oo bis + oo durchlief, ist hier 2 ganz beliebig und Inz durchaus 
nicht eindeutig, sondern unendlich vieldeutig, da nach [228] der 
Periodizitätsmodul 2x: existieren muß. 

Ist also (Inz) ein Wert von Inz, so sind alle anderen Werte 
durch die Formel bestimmt: 

Inz=(Inz2)+2kri k=0, +14,+3, +3... 


also z.B. für 2=1: | 
| In1i=0-+2kr:i. 


Die frühere Funktionalgleichung: 


Inz +Iny= In (xy) 
muß daher jetzt lauten: 


In(2,:3)= Ina, +ln2, + 2kei. 
Ist der numerus 2 in der Normalform: 


z2=0(c0sp Hisinp) = 0E'? 
gegeben, so folgt: 


ne ino + ine® + 2m Ino tip + 2hei (3) 


oder, wenn z erst in die Normalform gebracht werden muß [2203] [220 4]: 


x 


Inz=1In(x + iy) = = In(@+y) + i(are (tg — n + 2 Kr) (4) 


mit der Maßgabe, daß erstens im ersten Glied der reelle Logarithmus 


: ö m) i 7 
zu nehmen ist und daß zweitens der are (tg — ) zwischen — —- und 


+7 genommen werden muß, wenn x positiv ist, dagegen zwischen 


+ = und + ee wenn x negativ ist (vgl. [53]). 
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Beispiele. | 
In+4+3)=-In5+ilaretg = +9) + 2kn), 
In(+4— 31) = In5 + i(are(tg — — 2) + 2kr), 


In(-4+3)=-Ih5+ilarc ig—=- — 2) +7 +2ke), 
In(-—4 — 3:)=1In5 + i (are tge=+9)+r+2kr). 
Im besonderen kann nun endlich die Frage nach den Logarithmen 


negativer Numeri vollständig beantwortet werden. Man setze y — 0 
und — x statt x, nehme x positiv an, so wird aus (4): 
n—-a)=Inze+i(n+2kn), (5). 
also z.B. für k= 0: 
In-a2)=Inz-+in. Ä 
d. h. der Logarithmus eines negativen Numerus ist komplex. Sein 
Wert entsteht, wenn man zu dem Logarıthmus des absoluten Wertes 


des Numerus xi oder ein ungerades Vielfaches von =i addiert oder 
subtrahiert. So ist z. B.: 


n-D)=Iinl+i(r +2kn)=i(n + 2kn) 
230. Die Formeln [67]: 
A (Sin=-2)=-Inle+y2#ti) 
Ar (Kf=- z)=-Ink+Yr—1) 
Ve ® 


Ar (Kotg = 2) en Me == = In ee 


gelten auch für komplexe Werte von z, wenn ganz allgemein die 
hyperbolische Areafunktionen als Umkehrungen der Hyperbelfunk- 
tionen definiert werden. Es fallen dabei die für reelle Werte gemachten 
Einschränkungen ganz fort, dagegen kann man, um auf die unend- 
liche Vieldeutigkeit Rücksicht zu nehmen, links oder rechts ein be- 
liebiges ganzes Vielfaches von 2x7 addieren oder subtrahieren. Außer- 
dem ist auf die Zweideutigkeit der Wurzeln zu achten. 

Aber auch die ee Ben Arcusfunktionen sind jetzt auf 
Logarıthmen zurückführbar. Man nehme z. B. die Formel 


A EN a 
2 2 PR 


COS? =- $) 

oder | 
(e = 2er 06052 + L= 0, 

also nach Auflösung: 


ei? — cos2 + Veos®2 — 1 
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daher, wenn man logarithmiert: 
ie = In (cosz +Y cos? HER, 


Hier setze man cosz—=u, z2=arc(cos=u), so wird: 


arc (cos = u) = = ur) —-— —- ilnw+yVw®—1): 


worauf der Arcus auf einen Logarithmus zurückgeführt ist. Kürzer 
gelangt man zu derselben Formel durch [227] (4«) und (1) 
cos2 — fol (iz) = u 
s —arc (cos=u); i2 = Ar (Ro) = u) 
arc (cos = u) = —i Ur (Ro = iu)- —-iln(u+ Vu —1). 


Wird nun zuletzt noch 2 statt « geschrieben und ebenso mit den 
übrigen Arcus verfahren, so folgt: 


arc (sin — 2) — — ıln (i2 = vi 8) 
are (cos=z)=—iln (2 Va 1) 
arc (tg — 2) = E : iD en (2) 


iz +1 


a! 


arc (cotg —= 2) = : In 


231. Die Entwicklungen von [228] bis [230], welche noch er- 
heblich ergänzt werden könnten, lehren eindringlich, wie die große 
Entdeckung Eulers über den Zusammenhang der Exponentialfunktion 
mit den trigonometrischen Funktionen nach allen Seiten ihre Folgen 
nach sich zieht. Doch ist gar nicht nötig, sämtliche Einzelheiten bis 
ins Kleinste auszuarbeiten, weil sie ausnahmlos auf dem Satz beruhen: 

Nach Einführung komplexer Zahlen gibt es nur eine 
einzige wirklich unabhängige und elementare transzendente 
Funktion, nämlich die Exponentialfunktion. 

Denn außer ihr gelten nur noch als elementar: erstens die loga- 
rithmische Funktion, welche ihre unmittelbare Umkehrung ist, zwei- 
tens und drittens die Hyperbelfunktionen und Kreisfunktionen, welche 
einfache Verbindungen der Exponentialfunktion darstellen und viertens 
und fünftens die hyperbolischen Areafunktionen und die gewöhn- 
lichen Arcusfunktionen, welche wieder Umkehrungen der Hyperbel- 
funktionen und Kreisfunktionen sind. So bewahrheitet sich auch 
hier, daß die Einführung komplexer. Zahlen oft nicht eine Vermeh- 
rung, sondern eine Verminderung der Schwierigkeiten für die höhere 
Mathematik bedeutet hat [223]. 
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Im Anschluß an diese Betrachtungen sei noch eine gewiß sehr 
nahe liegende Frage erörtert, nämlich was bei möglichster Erweite- 
rung des Potenzbegriffes oh ganz allgemein unter 

” % 
zu verstehen sei, wenn « und 2 beide beliebig komplex sind. Tut 
man am besten, einen solchen Ausdruck ganz fallen zu lassen und 
als widersinnig zu verwerfen oder ist. es doch möglich, ihm einen 
Sinn beizulegen? ; 

Das erstere ist sehr leicht und auf der Stelle ausgeführt, das 
letztere erfordert eine zweckmäßige Definition. Zunächst setzte man: 


we, 
also, wenn man die Absicht hat, die alte Potenzformel: 

(a?)° 7 ar°, 
wenn möglich bestehen zu lassen: 

a (13 


Damit ist die Definition gefunden. Doch sei bemerkt, daß im 
allgemeinen hiermit die Potenz als eine unendlich vieldeutige Funktion 
ihrer Basis und ihres Exponenten definiert wird, da In« den Periodi- 
zitätsmodul 2x: besitzt. Alle Werte zusammen sind in dem Aus- 


druck enthalten: 
em einu + akzi) _ ein u ; et 2kıızi __ (u?) 5 et ahreE 


wo der Klammerausdruck einen der Werte der Potenz bestimmt. 
Nur wenn der Exponent 2 eine positive oder negative ganze Zahl ist, 
hat der zweite Faktor für jeden Wert von %k immer den Wert 1, so 
daß die Potenz eindeutig wird. Ist z ein reeller rationaler Bruch mit 
dem Nenner g, so hat der zweite Faktor (wie in [222]) q verschie- 
dene Werte: 
a 
n TE 7 * 
re BE: +2:m)| _ ä Ta 

also im a für k— 0 


° FERSR 
wi=e ? 


Merkwürdigerweise ist dieser Wert, wie alle andern Werte ‚von >» 
reell. Da 
232. Selbstverständlich kann man auch bei Funktionen kom- 
plexer Veränderlicher eine Vieldeutigkeit durch gehörige Einschrän- 
kung des Spielraumes in Eindeutigkeit verwandeln, wie es für reelle 
Veränderliche wiederholt, z. B. [53] geschehen ist. So etwa wird Inz 
eindeutig bestimmt, wenn man festsetzt, daß sein imaginärer Teil 


232, 233, Zweiblättrige Riemannsche Fläche. 401 


zwischen O0 und 2x3 (ersterer Wert ein —, letzterer ausgeschlossen) 
liegen soll, was wegen des Periodizitätsmoduls 2x7 immer möglich ist. 
Nach einer solchen Festsetzung würde ja auch «° eine eindeutige 
Funktion von u und 2 werden. 

Wie Cauchy und namentlich Riemann auf andere Weise die 
Vieldeutigkeit der Funktionen komplexer Veränderlicher zu beherrschen 
gelehrt haben, sei an einem sehr einfachen Beispiel erklärt. Gegeben 
sei die zweideutige Funktion: 


Z=Vz= Ye(cosp + isinp) = Vo: (cos + isin >): 


Man denke sich als Gebiet für z zwei Ebenen I und II, welche wie zwei 
Blätter eines Buches übereinanderliegen (Fig. 95). In I beschränke man 
y auf den Spielraum von O bis 2z, in II von O bis — 2x. Dann ist 


sin T positiv oder negativ, je nachdem z in I oder in II angenommen 


wird. Riemann denkt sich nun I und II durch 
zwei übereinanderliegende von dem „Verzwei- 
gungspunkt“ O (in welchem die beiden Werte zu- 
sammenfallen) ausgehende Schnitte, etwa in der 
Richtung g=0 gespalten und dann I und I 
längs dieser Schnitte so aneinandergeheftet, daß 
die obere Seite von I sich in der unteren von 
II und die untere Seite von I in der oberen Seite Fig. 

von II fortsetzt (was allerdings nur möglich ist, 

wenn sich die Blätter längs ihrer Schnitte durchdringen). Dann ent- 
steht eine zweiblättrige Riemannsche Fläche, auf der .die Funktion 
völlig eindeutig (und überall stetig) ist. 

Es geht nicht an, hier weiter auf diese herrliche Theorie Rie- 
manns einzugehen, welche sich bei tieferen Forschungen über kom- 
plexe Funktionen von allergrößter Bedeutung erwiesen hat. In Durege, 
Theorie der komplexen Funktionen, findet man ibre Elemente in aller 
Kiarheit und Gründlichkeit auseinandergesetzt. 


233. Durch die Eulerschen Formeln 


6 2 [2 . > —:T a: ” ’ 
Ä e = cosx + 2S5inz; €" = C08r — isınd (1) 
oder umgekehrt, 
ix —i% iX —oUr 
e”—+e & e 7 —e 
COS RE (2) 


kann auch die Triguonometrie auf eine rein analytische Grundlage gestellt 
werden, ohne irgendwelche Bezugnahme auf Geometrie. Zunächst 
folgt aus (1) durch Multiplizieren oder aus (2) durch Quadrieren und 
Addieren: 

co? +sinexc—=1. 
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Sodann folgt aus 
eir dt — eizı 7%) 


sofort: ee | 
(cosx + isinx) (cosz, + ising,) —cos(C +2.) + isin(z, + %), 
was in die beiden Gleichungen zerfällt: | | 

COST COST, — SINnX sinz, = c0s(X + &)5 

sin® Cosa, + cosz sinz, = sin(£ + &,)- (3) 
Also sind auf der Stelle die Additionstheoreme wieder gefunden. End- 
lich führt die Formel: 

(Err — eine 

unmittelbar auf die Moivresche Formel: 


(cosp + isin p)" — cosnp + isinng, (4) 


welche schon in [221] auf andere Weise abgeleitet worden ist. Ent- 


wickelt man die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz: 


(c0Sp + isinp)" = co”"p + [4 ')ücost - 'psing. + ) cos” =*p sin’p 


es (5 eos" Spsindp +... + frsin”g 


und setzt für die Potenzen von : ihre Werte nach [221], so zerfällt 


(4) in die beiden reellen Gleichungen: 
CINYP= COS" p— Ki cos” ?psing+ Bi A cos - !psintp — 


sinng= (7) cos®- Iposinpg— & )eos"- ’psin’g+(), a 


einfachen Winkels. Sehr bekannt sind ja die Formeln für n — 2, 
nämlich | 
/ co82p —= cos?p — sin’p; sin29 = 2sinpcosyp. 

Für’n =:3”erhal man: 7 | | 

c083p = cos’p — 3cospsin?p = Acos?p — 3cosp 

sindp = sing cos’p — Sin’p = 3sinp — 4sin?p 
oder für n=8: 
cos8p = co8dp— 28 cos°psin?p + 70eos!gp sintp — 28 cos?p sind®p + sind 
sindp — — $cos’p sing — I6cos’p sin’p + 56cos?p sin’p — 8cosp sin® p 
usw. Man kann diese Formeln, wie für »n— 3 geschehen, verschie- 
dentlich umgestalten, so z. B. indem in (5) gesetzt wird: 


sin’p—1— cos?p, sint!p = (1 — co8?p)?— 1 — 2cos’p + cost, in 


(9) 


Be (6) 


welche lehren, ganz allgemein den Sinus und Kosinus eines vielfachen 
Winkels auszudrücken durch die Potenzen des Sinus und Kosinus des 
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Bildet man den Quotienten von (6) und (5) und dividiert rechts 
Zähler und Nenner durch cos”, bzw. sin”, so folgt: 


lea Ihe u 
1 (S)tep+(})te9—... 
cotg"p — (5) cotgr—2p + (,)eote” +4 I 


W 5 n Er n RER 
tor ip — n—3 2) on —5 Au, 
(?)ooter=3g — (3) nter= 39 + (enter. 


cotgnyp — 


.8so z.B. firrn=2 undn=3 
2igp cotg?p — 1 
tg2p = 1-tgtg) cotg2p = 2cotgp 


3tgp — tg°’p cotg?’p — 3cotgp 
IP = 1 — 3tg?p ; cotg3p.— 3 cotg?p — 1 


234. Etwas umständlicher ist die Ableitung der Formeln, mittels 
welcher die Potenzen des Kosinus oder des Sinus des’ einfachen Win- 
kels ausgedrückt werden sollen durch die Kosinus und Sinus der viel- 
fachen Winkel. Sie sind in diesem Sinne Umkehrungen von (5) und 
(6) in [233]. Man gehe von [2332] aus. Es folgt: | 

e!? m) 
2 


coı’Tt = ( 


eri® (1) em Nie ie (A er Dir Me, ezrie 
ni 9 j TER 


RS 4 (n —2)ix ( = ) — (n—2)ix —nie 
'e L RE ee: Fr n—ı & ° | 


£ Di 
(eriz Le-rir) 4 Ku (Rd Lee)... 


also nach [233 2] 
osnc+(7) cos(n —2)c+ (2) cos(n—4)c +» 


(cos x)" = ENGL a SER ne TEEN 


UL 


ad 


Ist n ungerade = 2p +1, so wird das letzte Glied im Zähler: 
ee 
p 
Ist aber n gerade — 2p, so wird des letzte Glied im Zähler konstant 
und zwar: | 
1 /2p 
(2) 


26* 
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Man vergesse bei diesem Glied nicht den Faktor 1:2 (welcher 
bei den übrigen Gliedern fehlt, weil letztere aus zwei Gliedern 
der ursprünglichen Entwicklung gebildet worden sind, wobei der 
Faktor 2 gegen den Nenner gehoben wurde). So ergibt sich für 
nl undmen 
60872 +Tcos5x + 21c0083% + 35cosx 

64 
cos8c—+ 80086@ + 28c0s 4 + 5600820 + 35 
128 > a 
(Das letzte Glied im Zähler der Formel ist nicht 


(); sondern z (;) — 3 70 35.) 


(Cos2) — 


(cosX) = 


Die entsprechende Entwicklung von: 


ist ziemlich unbequem, denn erstens bewirkt das — Zeichen im Zähler 
einen Wechsel der Vorzeichen und zweitens haben die Potenzen von i 
vier verschiedene Werte, je nachdem » durch 4 teilbar ist, oder die 
Reste 1, 2,3 läßt. Man halte sich daher lieber an die bereits ab- 


geleitete Gleichung (1), ersetze in ıhr zunächst & durch > — x, also 


cost durch sinz und forme schließlich auch die rechte Seite ent-- 
sprechend um. So z. B. 


7 
BR 7 
(sinz)' = (eos (= — z)) 
cos (75. — Ta) + Tc0s(5 5 — 58) + 2100 (35 — 30) +35 (es — =) 
RS % 64 
— sin7x + 7 sin5x — 21sin3x + 35 sinx 
Te 64 s 2 
ER / nnd : 
(sin a) = (eos (2 -2)) 


cos (5 — 82) + 80s(6 5 62)+%8 cos(4 5 —42)+ 56c0s(2, — 22) +35 
Br 128 


cos 82 — 8 cos 6% + 28 cos 4x — 56 cos 2x + 35 
123 


Ist das Produkt: 
(cos x)” - (sin ©)” 


nach den vielfachen Winkeln zu entwickeln, so kommt man wohl meist 
am schnellsten zum Ziele, wenn man die Faktoren entwickelt, dann 
Glied für Glied ausmultipliziert, dabei die Formeln: 
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cos cosß = 5(cos («+ PB) + cos(« — ß)) 


usw. anwendet und zuletzt zusammenzieht. Beispiel: 


| (cosx)* (sinz)’= 


cos4x—+4cos22 +3 —sindc-+t3sink 
8 Ta RUE 
3% — 6084 2sin30—4cos2xsin3—3sindx+3cos4zsinx-+12cos2«sinx-9sin« 
2% | 32 $: 
| sin (@ + P) — sin (« — 
cosa sınß = Sal EB 


2 ? 
(cos x)* (sin x)? 
_ —8inT2+sine— 4sinde— 4sin®@— 6sin3c-+3sinde— 3sind«-+12 sin3c—12sin&-+18 sin« 
64 
_—8in 72 — sin5c+3sin3c+3sinz N 
64 


Übungen zu $ 28. 


1. Wenn man in der Formel (5) [233] für sin? g, sint@... setzt 
1 — cos’, (l—cos?p)?... und anders ordnet, so erhält man eine 
Gleichung von folgender Form: 

coonp = A, co8"p + A,_, co" ?p+ A, ‚co ip +... 
Es soll versucht werden A,,A,_s, A,_,- .- als Funktionen der ganzen 
Zahl n zu ermitteln (zweimal differenzieren). 

2. Ist n gerade, so kann statt (1) auch entwickelt werden wie folgt: 

cosnp — B,smn”p+ B,_ ,sin”?@-+.--+ B,sin’p + B,. 
Die Koeffizienten B,, B,_s, :. :, B,, B, sind festzustellen. 

3. Ist n ungerade, so kann statt (1) auch entwickelt werden 
wie folgt: 
cosnp — cosp(C,_, sin""'p+(,_ ;,sin?p+...+ G,sin?p + O,). 
Die Koeffizienten O,_,, O,_3,--:, O5, (©, sind festzustellen. | 

4. Entsprechende Ausdrücke zu 1. 2. 3. sollen für sinn unter- 
sucht werden. | | 

5. sin (9,3462 +2,3467;), In (8,7654 — 3,6483;), 

are (cos=1), are (sin—8), are (tg — Ti), arc (cotg — 8;) 

sind zu berechnen (fünfstellig). 


5 29. Differenzieren von Funktionen komplexer Veränderlicher. 


235. Der Begriff eines Differentials wird auf eine komplexe 
Veränderliche z=& + iy übertragen, indem man den reellen Zahlen 
x und y Differentiale dx und dy gibt und darauf das Differential von 
2 durch die Gleichung dz = dz + idy bestimmt. Dabei sind allgemein 
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dx und dy zwar beide unendlich klein, sonst aber ganz unabhängig 
voneinander. Geometrisch ausgedrückt: Man soll von P(x,y) in der 
komplexen Ebene zu irgendeinem Nachbarpunkt P, (x,, y,) übergehen, 
was in allen unzählig vielen Richtungen möglich ist, von denen jede 
einem anderen Verhältnis von dy zu dx entspricht. 

Eine Funktion: Z=f(z) heißt stetig, wenn einem dz ein dZ 
entspricht, genau wie in $ 13. Da Z auch komplex ist, so setze man: 
Z=X+iY und daher dZ=dX -+idY, so daß die Bedingung der 
Stetigkeit auch so ausdrückbar ist: Eine Funktion 

Z=XH+iY=fl) = fla+iy) 
heißt stetig, wenn den Differentialen de und dy zwei Differentiale 


dX und dY entsprechen. Es müssen X und Y, betrachtet als Funktionen 
von x und y, was symbolisch durch die Gleichungen: 


X= X, Y), Y= Y(z, Y) 


angezeigt werden mag, stetig sein und so wird die Frage nach der 
Stetigkeit einer komplexen Funktion zurückgeführt auf die Frage nach 
der Stetigkeit zweier reeller Funktionen von zwei reellen Veränderlichen. 

Es ist aber doch ein wesentlicher. Unterschied zwischen einer 
reellen und einer komplexen Veränderlichen hinsichtlich einer stetigen 
Veränderlichkeit vorhanden. Wenn eine reelle Veränderliche x sich 
von einem Wert x, stetig zu einem anderen Wert x, verändert, so 
muß sie durch alle Zwischenwerte hindurch oder geometrisch: der 
veränderliche Punkt der z-Achse muß die ganze Strecke von P, bis 
P, durchlaufen. Sein Weg ist „vorgeschrieben“, 

Anders bei einer komplexen stetigen, sonst aber willkürlichen 
Veränderlichen zwischen zwei Werten oder zwischen zwei Punkten 
der zugehörigen komplexen Ebene. Hier ist der Weg nicht vor- 
geschrieben, sondern kann auf irgendeiner Kurve von dem einen zum 
anderen Punkte genommen werden. Eine Folge davon ist, daß man 
bei komplexen Veränderlichen vereinzelten Unstetigkeitsstellen oder 
Unstetigkeitspunkten immer aus dem Wege gehen kann, wenn man 
von einem Punkt zu einem anderen stetig fortschreiten will, was bei 
reellen Veränderlichen nicht möglich ist, wenn sich die Unstetigkeits- 
punkte zwischen den beiden Punkten befinden. 

Die Mathematiker haben diesen Unterschied bei vertieftem Studium 
komplexer Funktionen gar sehr zur Geltung zu bringen gewußt; hier 
mag der Hinweis auf ihn genügen. 

236. Hat man den Begriff des Differentials übertragen, so wird 
man ein gleiches mit dem Begriff des Differentialquotienten tun. 
Er ist also der Bruch: 


dZ dfe) .dX-+idY a) 


dz de. : de-tkidy 
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und hat, da dx, dy, dX, dY alle vier gleichzeitig die 0 zum Limes 
haben, zunächst eine Form, welche sich nur unendlich wenig von der 
unbestimmten Form 0:0 unterscheidet. Mit ıhm ist nur dann etwas 
anzufangen, wenn über die Funktion Z diejenige Voraussetzung ge- 
macht Ein. welche in 1120] die Voraussetzung ihrer ran 
keit oder di Existenz einer abgeleiteten Funktion 


| LEE AS R ER az 
genannt wurde, derart, daß wie in [116] die Gleichung besteht: 
a Forts 8) 


den 


wo & eine unendlich kleine es Zahl bezeichnete. 

Die elementaren Funktionen haben sämtlich bei Beschränkung auf 
reelle Zahlen und nach Ausschluß vereinzelter Unstetigkeitspunkte, 
die auch zugleich Unendlichkeitspunkte sein können, aber nicht zu 
sein brauchen, ihre abgeleiteten Funktionen gehabt, deren Werte in 
$ 15 Tafel II gesammelt sind. So liegt die Frage nahe genug: Haben 
diese Funktionen nach ihrer in $ 27 und $ 28 vorgenommenen Er- 
-„weiterung auf komplexes Gebiet auch jetzt noch Ableitungen und sind 
diese etwa durch dieselben Funktionsausdrücke bestimmt? Mit anderen 
Worten: Ist Tafel II unverändert auch für komplexe Zahlen richtig? 

Sie werde an zwei Beispielen geprüft. Es sei: 

nd Z d.(2”) (2+.dz)” — 2” 
oder nach Anwendung des binomischen Lehrsatzes, der auch für 
komplexe Grundzahlen gilt, wenn nur der Exponent n eine ganze 
Zahl ist: 


FL Ve On 
de FF el 


(He 4 [(o)enaet (1) rast 4er 


Die Glieder in der eckigen Klammer sind alle unendlich klein. Ihre 
Summe ist daher auch eine unendlich kleine Größe &, also in der Tat: 


pe (T)art+ E. 


dz 


Es sei. ferner: I 
a RE ZEN EEE FT 
Zee; dass dag dz , 


oder da die Gleichung: e+=—= e*.e* auch für komplexe Expo- 


nenten gilt: 
| d(e?) ee 2 ei: — 1 


dz dz der? 
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folglich: 
| (4.2)? 
es ie rt .)—1 


—_ ie 0 
dz dz 


ref rar..] 


Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist unendlich klein, also auch 
der zweite Summand. Es folgt daher in der Tat: 


de? 
2 Rs 


Es ist keine große Arbeit, in gleicher Weise die übrigen Funk- 
tionen auf ihre Ableitungen für den Fall komplexer Veränderlicher 
zu prüfen. Man wird immer dieselben abgeleiteten Funktionen an- 
treffen, wie bei der Einschränkung auf reelle Veränderliche. Also: 

Tafel II ist ohne jede Änderung auch auf komplexe Ver- 
änderliche anwendbar. Ein gleiches gilt für Tafel I, wie sich 
ebenso einfach nachweisen läßt. 


237. Die Existenz einer abgeleiteten Funktion ist für reelle Ver- 
änderliche analytisch so gedeutet worden, daß die ursprüngliche Funk- 
tion in der‘ nächsten Umgebung eines Funktionswertes durch eine 
ganze Funktion ersten Grades ersetzbar sei, vgl. [132], bis auf 
Glieder höherer Ordnung. Geometrisch entsprach dieser Deutung, daß 
die Kurve in dem betreffenden Punkte eine Tangente habe oder daß 
ein unendlich kleines Stück der Kurve mit unbegrenzter Genauigkeit 
als geradlinig angesehen werden können. 

Bei Übergang auf komplexe Veränderliche bleibt die analytische 
Deutung ganz unverändert. Wenn bis auf Größen höherer Ordnung: 


dZ=f(e)de 
ist, so folgt, wenn dd=2,—2, ÄAZ=Z,—Z gesetzt wird: 


4, —-2Z=f()a 2), 
oder wenn z und Z als gegeben durch z, und Z, ersetzt und dafür 
2, und Z,.als veränderlich einfach 2 und Z geschrieben werden: 


= (Z,-%4)+%2 oder Z=a+bz 


wo a= Z,— 22, d = Z, gesetzt wird. Also ganz wie in [132]. 
Und die geometrische Deutung? Sie allerdings muß ganz anders 
ausfallen als bei reellen Veränderlichen, wie a priori klar ist, da die 
Funktion selbst ganz anders gedeutet wird, nämlich als die Abbil- 
dung einer komplexen Ebene auf eine andere. Der Existenz der ab- 
geleiteten Funktion wird also eine besondere Eigentümlichkeit dieser 
Abbildung durch komplexe Funktionen entsprechen müssen. 


237 Beispiele für konforme Abbildung. 409 


Welcher Art sie ist, folgt auf der Stelle aus der in [225] nach- 
gewiesenen Eigenschaft jeder komplexen ganzen Funktion ersten Grades, 
nämlich der vollkommenen Ähnlichkeit. Also wird eine beliebige 
komplexe Funktion (so lange ihre Ableitung existiert und endlich, 
d.h. von O und © verschieden ist) eine Abbildung ergeben, die zwar 
nicht im ganzen, aber doch in den kleinsten Teilen ähnlich ist, 
also eine sogenannte „konforme“ Abbildung, wie sie Gauß genannt hat. 

Endliche ebene Figuren werden also bei der Abbildung zwar 
Verzerrungen erleiden können und nicht ähnlich bleiben. Aber bei 
unendlicher Kleinheit verschwinden die Verzerrungen und tritt Ähn- 
-liehkeit ein. Im besonderen werden ‘daher unendlich kleinen Kreisen 
wieder unendlich kleine Kreise entsprechen, wie umgekehrt hierin eine 
erschöpfende Definition einer konformen Abbildung erblickt werden 
kann. 

Erstes Beispiel: Gegeben sei die Funktion 

1 


2 


Daß diese Abbildung konform ist, folgt aus ihrer in [225] nach- 
gewiesenen Eigenschaft, eine Kreisverwandtschaft zu sein. Es ent- 
sprechen Kreisen wieder Kreise, also unendlich kleinen Kreisen wieder 
unendlich kleine Kreise. | 

Zweites Beispiel: Gegeben sei die Funktion 


Z=2; X+iY=(c+iy); 


also: 
X=0—y,. Y = 2ay. 


Jedem Punkt P(x,y) entspricht in der Abbildung Q(X, Y). Man be- 
zeichne mit ds und ds, zwei unendlich kleine Strecken auf der ur- 
sprünglichen Ebene und ihrer Abbildung. Es ist: 


ds—Y(da)’+ (dy)?, ds, —V(dX)’+(dY)}, 
andererseits ist nach totaler Differentiation: 
dX = 2xdx — 2ydy, dY=2xdy-+ 2ydz, 
ds, = Y(2xdz —2ydy)? + (20dy + 2yda)? 
— (da) (Ax® + AP) + (dy)’(Ay° + 422) + dady(— 80y-+ 8ay) 
-2yar tr Van Ta, 


oder: 


ds, =2Va@’+y? ds. 
Das Verhältnis ds, :ds ist also von dy:dx ganz unabhängig, 
d.h. einem unendlich kleinen Kreis entspricht ein unendlich kleiner 


Kreis. Die Abbildung ist konform. 


.— 
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Konforme Abbildungen nennt man auch winkeltreu, weil wegen 
der Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen die Winkel, unter denen sich 
Kurven schneiden, unverändert übertragen werden. Um dies im 
zweiten Beispiel für die Parallelen zur z-Achse und y-Achse nachzu- 
weisen, eliminiere man erst x, dann y. Es folgt: 

2 2 
X-.-y, W X-®- u 0) 

Wenn also y bzw. x konstant gesetzt werden, so sind (1) und (2) 
Parabeln, deren Achsen mit der X-Achse zusammenfallen. Die Para- 
beln (1) krümmen sich um die + X-Achse, die Parabeln (2) krümmen 
sich um die — X-Achse. Für eine Parabel (1) ist der Parameter p—=2y? 


und der Abstand des Scheitels von O(0,0) = y? =; d.h. für alle 


Parabeln (1) ist 0(0,0) der Brennpunkt. Ein 
gleiches gilt für die Parabeln (2), d.h. (1) und 
(2) sind zwei Systeme konfokaler Parabeln. 
Setzt man y konstant, so erhält man in 
der xy-Ebene Parallelen zur x-Achse, setzt man 
x konstant, so Parallelen zur y-Achse. Da diese 
beiden Scharen sich senkrecht schneiden, so 
müssen es auch die beiden Scharen konfokaler 
Fig. 96. Parabeln tun. Und in der Tat ist es so, denn 
nach [143] halbiert die Tangente von (1) den 
Winkel OQR und von (2) den Nebenwinkel OQOR,- (Fig. 96). 
Es ließen sich die beiden Beispiele, sowie beliebig herausgegriffene 
andere noch nach vielen Seiten hin zu schönen geometrischen Unter- 
suchungen verwerten über die betreffenden Abbildungen. Doch die 
Abbildungslehre ist ein Sondergebiet, in das ein allgemeines Lehrbuch 
der Differentialrechnung nicht allzutief eindringen kann. Man sieht 
auch ohnehin, wie überraschend Zusammenhänge in der Mathematik 
sein können; denn wer würde von vornherein daran denken, daß kom- 
plexe Zahlen und konforme Abbildungen in so innigen Beziehungen 
stehen. Erstere sind analytisch abstrakt und für die Anwendungen 
nach kurzichtigem Urteil „offenbar“ wertlos. Und doch haben sie 
hier, wie in vielen vielen andern Anwendungen die größten „reellen“ 
Erfolge erzielt. Freilich nicht in der Weise, daß man nur im Vorbei- 
sehen die Hand nach ihnen hätte auszustrecken brauchen. 


233. Die Gleichung: 


dZ , 
Irre: f(@) (1) 
hat noch eine andere Deutung, wenn X und Y nach [235] als Funk- 


tionen von & und y angesehen werden. Es folgt dann nach dem Satz 
vom totalen Differentiale 
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dZ=-dX+idY- dan + nr dy + 1 (da + ay) 


Ban 0X 
(5 nr a eek mE 
also: 
AAN: 
(Ga +32) te a & 
de tiay ar. 

dx und dy sind beide unendlich klein, sonst aber unabhängig von- 
einander. Man setze z. B. einmal dy=0, das andere mal de =(, 

so folgt: | 


‚ ET Re 
ee ea (2) 
also nach Zerlegung in zwei Gleichungen: | 
eoX%.0% oY oma: 
ne ee (3) 


Diese beiden partiellen Differentialgleichungen drücken also analytisch 

die Bedingung aus, dd Z= X +iY eine (differenzierbare) Kunkein 

sei vonz=r+ iy: 
Erstes Beispiel. 


De, 
el 
X+1/= + ir 
Tr Beer er Zr 
daher: 
Na: Be, 
Die partiellen Differentiationen ergeben: 
EIN EN ea SEEN 
Ge 30a at? (02 + y9)? 
RZ NEE REN He 
on Hy?’ 0y (0 + y)? — (@+y9 


Man sieht, die beiden len (3) sind identisch erfüllt. 
Zweites Beispiel. 


X=r—y, Yr—=277, 
0oX 0X 

7m 2% dy 2%, 
ERS; 2 

PE7 Y» ey 


Die Gleichungen (3) sind gleichfalls erfüllt. 
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Übrigens sind nach (3«) und (38) nicht nur X und Y anein- 
andergeknüpft, sondern infolge hiervon ist X selbst und ebenso Y 
‚selbst durchaus nicht eine ganz willkürliche Funktion von & und %. 
Man differenziere etwa («) nach x und (ß) nach y, so folst: 


ex or ®Yy 0°X 
(a)? dx0y’ daay Koy* 
also: 
2 PD 0°Y 0:32 
«) net a T 0; und ebenso P) (da)? + Cr 0. (4 
Im zweiten Beispiel ist: 
Be ae 
en? ter EEE OR) er 0) 
man sieht, (4) ist erfüllt. Übrigens vergleiche man die Laplacesche 
Gleichung‘ in 142711} 


239. In diesem und den beiden vorigen Paragraphen ist unge- 
fähr das über komplexe Funktionen enthalten, was zu wissen allererst 
nötig sein möchte, so wenig es auch aan zu dem ist, was 
der Mathematiker von Fach über sie wissen muß. Aber die Elemente 
sind doch gebracht, freilich dem Zwecke des Buches entsprechend 
nicht so ausführlich, wie für die Funktionen reeller Veränderlicher, 
welche nun wieder ausschließlich oder doch beinahe ausschließlich 
zugrunde gelegt werden sollen bei Darlegung der Elemente der Inte- 

Gral ee 
| Im übrigen soll das Komplexe, wo es später noch gelegen 
auftritt, nur wie eine Durchgangsstation sein in dem Sinne, daß von 
etwas Rastlöm durch Komplexes hindurch wieder zu Reellan über- 
gegangen wird. 

Wie das zu verstehen ist, sei durch das folgende Beispiel er- 
läutert. Es soll die p® Ableitung der Funktion: 


f(@) = arc (tg = 2) 


bestimmt werden. Es ıst: 


0: 


1 i i 
f@)=- FH  at+a—) 2a+t) 2a) 


= (HN), 
also nach p— lmaliger Differentiation 
BO er EB ID ER er 
1 1 
(le la - el 


ET ey ERRT, + „P) 
= > 1)? "p— 1)! ; («2 -+ 1)? 3 
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Entwickelt man die Potenzen von 2 —i und £-+i nach dem bino- 
mischen Lehrsatz und zieht zusammen, so wird auch der Zähler reell. 


Man erhält: 
R P\.p-ı __[P der dx Piemeagez 
Pad “ Fo ar 


Die Aufgabe ist gelöst. Das Imaginäre war, wie man sieht, nur 
„Durchgangsstation“ | 


Übungen zu 8 29. 
1. Die durch die Gleichung: 
VRR 
bestimmte Exponentialfunktion der komplexen Veränderlichen 2 soll 
als Grundlage für die Abbildung zweier komplexer Ebenen aufein- 
ander untersucht werden. 
2. Es ist zu zeigen, daß zu (1) die partiellen Differentialgleichungen 
(3) und (4) in [238] erfüllt sind. 
3. Gegeben die Funktion der reellen Veränderlichen: 
22° +30 +4 
£ (®) = = nn _ Fa 
Es soll für jedes p die p*® Ableitung mittelst der komplexen Größen 
als „Durchgangsstation“ bestimmt werden. 


DRITTES BUCH 


INTEGRALRECHNUNG 


Siebenter Abschnitt. 
Grundformeln der Integralrechnung. 


$ 30. Das bestimmte und das unbestimmte Integral. 


240. Nach seiner ursprünglichen Bedeutung ist das Integral der 
Grenzwert einer Summe. Es soll sein: 


f-\imB, (1) 


wo links das von Leibniz eingeführte Integralzeichen und rechts das 
Summenzeichen steht. 

Der Grenzübergang beruht auf der Annahme, daß die Summanden 
sämtlich unendlich klein werden, während ihre Anzahl unbegrenzt 
wächst. Jedes Kontinuum wird ein Integral, wenn man es in unend- 
lich kleine Teile, in seine Differentiale zerlegt denkt. Es sei X ein 
solches Kontinuum, dK eines seiner unendlich vielen Differentiale, so 
soll sein: - 


E_ [daR Im SAR. (2) 


K wird so ein Ganzes, ein „Integrum“, zusammengesetzt aus unbe- 
grenzt vielen Teilen. Diese Auffassung tritt hauptsächlich in Kraft, 
wo die Formeln und Methoden der Elementarmathematik nicht aus- 
reichen. Zwar kann auch dann die Limesrechnung zuweilen auf andere 
Weise geführt werden, wie des Archimedes geniale Quadratur der 
Parabel [91] beweist, aber doch kommen solche 
Einzelfälle nicht auf gegenüber den umfassen- 
den Methoden der eigentlichen Integralrechnung. 

Das Erste, was nach (2) zu geschehen hat, 
um ein Kontinuum durch Integrieren auszu- 
werten, ist: die Festsetzung und Formbildung 
von dK. Die folgenden fünf Beispiele sollen 
zeigen, wie dieses Vorspiel ausgeführt wird. 

I. Quadratur (Flächenberechnung) einer 
Kurve (Fig. 97). Wenn die Fläche F gesucht wird, begrenzt durch ein 
Stück einer Kurve mit der Gleichung y = f(x), durch das zugehörige 
Stück der Abszisse und durch Anfangs- und Endordinate, so setze man: 


dF=yde=f(a)d«, 
also: 
“ F- [dF— [yar — (fla)de. (8) 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 27 


re 
= 
II 
r—I 
= 
II 
DJ 
DJ 
= 
I 
DJ] 
=> 
um 
= 
I 
== 
= 
DI 
= 
r—] 
1 
LI] 
= 
7 
== 
11 
rn 
E3 
II 
3 
= 
I] 
== 
= 
= 
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II. Rektifikation (Geradestreckung) einer Kurve. Wenn die 
Bogenlänge s einer Kurve zwischen zwei ihrer Punkte bestimmt 
‚werden soll, so setze man nach |144] 


ds = V(da)? + (dy”? =-Vl+(y)de, 
s =f. ds = VI+(y)de, (4) 
oder in Polarkoordinaten [170]: 
s= [ds= | Vr+ (ag. (5) 


IH. Wenn die Fläche eines Sektors gesucht wird (Fig. 98), s 
ist [170]: 


dS= dp, 


also: z s 
s-[as- [Zap-4 r?do. Be, 


IV. Kubatur oder Volumenberechnung (Fig. 99). Wenn das 
Volumen Y eines von zwei ebenen parallelen Flächen begrenzten Körpers 
zu bestimmen ist, so denke man ihn nach dem Prinzip des Cavalieri 
durch unendlich viele zu den Grenzflächen parallele Ebenen in unend- 


Fig. 98. Fig. 99. Fig. 100. 


lich dünne Scheiben zerlegt, bezeichne die Dicke einer Scheibe mit de 
und eine ihrer beiden Oberflächen (die bis auf unendlich kleine 
Größen einander gleich sind, wenn die Querschnitte sich stetig ändern) 


mit f, so ist: 
dV =fdr, 


r— [an =|faz. (7) 


1Va. Im besonderen folgt für einen Rotationskörper, da f ein Kreis 
mit dem Radius y ist: 


‚= Sry de= [yde. u) 


V. Soll nicht das Volumen, sondern die Oberfläche O eines Rotations- 
körpers berechnet werden (Pig, 100), so nehme man für dO einen durch 


also: 


419 
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die zu IVa genannte Zerlegung entstehenden. unendlich schmalen Ring. 
Sein Radius ist y, seine Länge also —2xy, seine Breite ist ds?), also: 


| dO =2rxyds=2nyyl+ (y)’de; 
folglich: 


0=-/d0=-2z | yds—2x [yYi+y’de. (9) 


241. Das bestimmte Integral. Alle fünf Beispiele haben ge- 
meinsam, daß unter dem Integralzeichen nach Feststellung des Diffe- 
rentials ein Produkt steht. Sein zweiter Faktor ist das Differential 
nicht der zu bestimmenden Größe selbst, sondern einer andern Größe 
x oder , welche beim Integrieren die Rolle der ursprünglichen 
Veränderlichen spielen soll. Ehe es seinen Anfang nimmt, muß 
der erste Faktor, also: 


1 VIEH VE IH", 
oder wie er sonst in andern Fällen heißen mag, als Funktion der 
ursprünglichen Veränderlichen x oder p bestimmt sein, was selbst- 


verständlich erst bei einer ganz bestimmten Aufgabe möglich ist. So 
erhält das Integral in allen Fällen die Form: 


Ste) de, (1) 


wo die ursprüngliche Veränderliche mit x bezeichnet ist und f(«) 
eine beliebig gegebene Funktion von & bedeutet. Ferner ist klar, 
daß x nur zwischen den beiden Grenzen gebraucht wird, innerhalb 
deren die Differentiale liegen, so weit sie beim Integrieren in Betracht 
kommen. Bezeichnet man die Grenze, wo das Integrieren anfangen 
soll, mit a, die Grenze, wo es aufhören soll, mit db, behält sich ferner 
vor, die Funktion f(x) durch einen Buchstaben, etwa durch y zu er- 


setzen, so daß: 
y=f(«) (2) 


ist und nennt endlich allgemein J den Wert des Integrals, so schreibt man: 


T= [yda — (fia) de. (3) 


Diese Formel stellt völlig analytisch abstrakt ein sogenanntes be- 
stimmtes Integral vor, d. h. ein Integral mit bestimmten Grenzen. 
Was in einem gegebenen Fall das Integral sonst in der Anwendung 
auf Geometrie oder Mechanik oder Physik bedeutet, kommt dabei 
gar nicht in Betracht. Folgende Bezeichnungen knüpfen sich noch an: 


) Aber nicht dx! Merkwürdigerweise wird dieser Fehler bei Anfängern 
fast immer gemacht, besonders wenn IVa vorangegangen ist. 
27* 
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Erstens. Die Funktion y=f(x) heißt die zu integrierende 
Funktion oder Integrand. 

Zweitens. a heißt untere, b heißt obere Grenze des Integrals. 

Drittens. Der Spielraum von x zwischen a und b heißt Inte- 
rationsweg. 

Wie eben gesagt, kommt es in der strengen Analysis auf eine 
‚etwaige geometrische Bedeutung des Integrals gar nicht an. Es kann 
z. B. dasselbe analytische Integral in einem Falle einer Quadratur, 
in einem zweiten Falle einer Rektifikation 
und in einem dritten Falle einer Kubatur 
dienen. Soll aber umgekehrt ein analytisches 
Integral geometrisch veranschaulicht werden, 
so zieht man Beispiel I in [240] allen anderen 
vor. Man deutet dasIntegral als Fläche, 
die ursprüngliche Veränderliche als Abszisse, 
den Integranden y=f(x) als Ordinate und 
das Abszissenstück 9,0, als Integrations- 
weg. 

Dieser Deutung willen wird das Wort Integration auch oft durch 
das Wort Quadratur ersetzt. Aber damit wird nur ein sehr einfaches 
anschauliches Bild bezeichnet, das beinahe ebensogut durch das Bild 
einer Rektifikation oder Kubatur ersetzt werden könnte. 

242. Die Existenz des bestimmten Integrals. Der Analy- 
tiker hat nicht auf Anschauung und Anwendung, sondern auf das 
Wesen der abstrakten Formeln, auf ihre Berechtigung und Strenge 
sein Hauptaugenmerk zu richten. Für ihn ist durch (3) [241] ein 
limes ausgedrückt, nämlich: 


8 


Fig. 101. 


| yax — lim DIy 4x = lim Df(z) 4, (1) 


mit der näheren Bestimmung, daß erstens der Integrationsweg in zu- 
nächst beliebig viele Teile 4x = (2x + 1x) — x zu zerlegen, daß 
zweitens zu der Anfangsabszisse x jedes Teiles 4x die Ordinate 
y=f(x) zu berechnen und diese mit 4x zu multiplizieren ist, daß 
drittens dann die Summe dieser Produkte zu bilden ist und viertens 
alle 1% unendlich klein werden sollen. 

Der Analytiker hat aber auch zu prüfen, ob und unter welchen 
Bedingungen der limes, also das Integral überhaupt existiert. Wie 
ist diese grundlegende kritische Untersuchung zu führen? 

Zunächst seien zwei Voraussetzungen, die in [241] stillschweigend 
gemacht worden sind, ausdrücklich genannt, nämlich: 

I) Die Grenzen a und b sind beide endlich, d.h. keine ist un- 
endlich groß. 
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II) Der Integrand f(x) ist auf dem Integrationswege einschlieb- 
lich der beiden Grenzen endlich (d.h. nicht unendlich groß) und stetig. 

Aus obigen näheren Bestimmungen folgt weiter: 

III) Die 4x haben alle gleiche Vorzeichen, nämlich das Vor- 
zeichen von b — a. 


IV) DAae=b-a. @) 
Nach [115] ist daher: 
>Df(x) 1% = (b — a) : Mittelwert der f(). 


Da nach II) der Integrand stetig ist, so muß der Mittelwert min- 
destens einmal zwischen den Grenzen wirklich existieren. Nennt man 
die zugehörige Abszisse x,,, so folgt: 


Sf) As = fa): ZI = fa) da). (8) 
Diese Gleichung bleibt bestehen, wie klein auch die 7x werden. 
Die Summe, also auch (wenn es existiert) das Integral ist immer 
zwischen den Grenzen: 


A(b—a) und B(b—a) 
eingeschlossen, wo A und B den größten und kleinsten Wert des 


Integranden in dem Spielraum (oder an seinen Grenzen) bezeichnen 
soll. Daß der Integrand stetig ist, kann nach [85 2] durch die Gleichung: 


fe+te.)-fe)+a (4) 
ausgedrückt werden, wo & und g, zugleich unendlich klein werden. 


Man nehme also zu der Anfangsabszisse x jedes Teiles 4x ein e an, 


so folgt: 
Ira +9)412 = I(f@ + 5)42= If) 10 + Da Ar. 


Die zweite Summe ist unendlich klein nach der eben benutzten Mittel- 
wertformel. Daraus folgt, daß das Integral J, falls es überhaupt 
existiert, statt durch [2413] auch durch die Gleichung: 


J=-[f@ +.:)da (5) 
definiert werden darf, wo die & sämtlich unendlich klein, sonst aber 
beliebig sind. 

Erster Hilfssatz. Man nehme an, es sei eine Teilung von 
b -- a vorgelest und die 1x seien bereits unendlich klein. Teilt man 
dann jedes /x noch weiter und bildet so eine zweite Teilung von 
b—.a, so ändert sich der Wert der Summe nur noch unendlich wenig. 

Beweis. Die Teile von 4x seien nach Ausführung der zweiten 
Teilung: 1’&, 2”x,... Dann entspricht einem einzigen Gliede fe) 12 
der ersten Teilung die Summe’der Glieder: 
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TOP LEW IP ORTE 
welche nach dem Mittelwertsatz 3): 
fa (ar dar )—flan) AR 
ist. Da 7x schon unendlich klein sein sollte, so kann 2, =&x+® 
gesetzt werden. Die Gesamtsumme für die zweite Teilung ist daher: 


— If (c+Ee)A«, 
also, wie oben gezeigt, von der ersten Summe unendlich wenig ver- 


ehr 

Zweiter Hilfssatz. Nunmehr nehme man zwei Teilungen des 
Integrationsweges an, aber beide gänzlich unabhängig voneinander, 
nur seien beidemale die Teile 4x und £’x schon unendlich klein. 
Man nenne die beiden zugehörigen Summen: 


S=- DIf(a)A4n, S'=- If) Ar. 


Außerdem bilde man durch Zusammensetzung beider Teilungen, wie 


a. Fig. 102 erläutert, eine dritte Teilung des 
EEE | Integrationsweges, nenne die Teile 1x” und 
Ars "7770" bilde die dritte Summe: 
Den)? : apffae Sa) de. 


Da jedes 1% und auch jedes 4x’ aus einem oder mehreren 1x” 
besteht, so ist nach dem ersten Hilfssatz S” sowohl von S als auch von 
S’ unendlich wenig verschieden, d.h. $ und S’ führen zu dem- 
selben limes, obgleich beide Teilungen völlig unabhängig vonein- 
ander ausgeführt waren, nur daß beidemale die Teile unendlich klein 
werden sollten. Mit anderen Worten: 

Lehrsatz. Das durch die Formel (1) definierte Integral 
existiert unter den genannten Voraussetzungen und hat nur 
einen einzigen, völlig bestimmten Wert. 

Sind die Voraussetzungen nicht oder nicht ganz erfüllt, so be- 
darf es noch einer besonderen Untersuchung, vgl. [253]. 


243. Aus der vorangegangenen Definition des bestimmten Inte- 
grals fließen für die Grenzen folgende einfache Sätze: 


0, M) 


das Zusammenfallen der Grenzen. Das Integral verschwindet. 


= = (2) 


Vertauschung der Grenzen. Das Integral wechselt sein Vorzeichen, 
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weil die Werte des Integranden, wenn auch in umgekehrter Reihen- 
folge wiederkehren, aber die Differentiale der ursprünglichen Ver- 
änderlichen ihre Vorzeichen wechseln. 


Near ) 


die Zerlegung des Integrationsweges. Sie hat eine entsprechende 
Zerlegung des Integrals zur Folge. Übrigens bleibt (3) auch richtig, 
wenn c nicht zwischen a und b liegt. Denn liegt etwa c jenseits b, 


so ist zunächst: 
b c ce 
re (38) 


[2 


und diese Gleichung geht. in (3) über, wenn man auf das letzte Glied 
(2) anwendet. 
Der erste Mittelwertsatz: 


Iro)de=-b-a)m-b-a)fan). ) 


Der Wert des Integrals ist gleich dem Produkt aus dem Integrations- 
weg und einem Mittelwert des Integranden. Man nennt (4) den 


Fig. 103. Fig. 104. 


ersten Mittelwertsatz über Integrale. Ist die Funktion f(#) 
‘konstant, etwa = 1, so kann y, auch keinen anderen Wert haben 
und man erhält: 


Sde=®-a). | (5) 


Ist f(x) ganz und vom ersten Grade, so wird x, das arithmetische 
Mittel von a und 5, und y,, das arıthmetische Mittel von y, und y,. 
Im allgemeinen kann man aber nur sagen, daß x, ein Mittelwert ist 
‚aller x und y„—=f(x,„) ein Mittelwert aller y. 

Es kann (4) als erste Annäherungsformel zur numerischen Be- 
rechnung von bestimmten Integralen gelten, da durch sie sein Wert 
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in zwei Grenzen eingeschlossen wird. Durch Verknüpfung von (4) 
mit (3) kann die Annäherung beliebig gesteigert werden, doch gibt 
es meist bessere Annäherungen ($ 33). Wird das Integral, wie verein- 
bart, als Fläche gedeutet, so lehrt (4) seine Vergleichung mit einem 
Rechteck, das auf derselben Grundlinie steht. 

Der zweite Mittelwertsatz. Ist der Integrand ein Produkt, 
dessen einer Faktor p(x) nur positive oder nur negative Werte hat 
innerhalb des Integrationsweges, so folgt: 


So g@)ar = fa.) Sp (@) de. (6) 


Denn man setze etwa p(z)de—=dz. Da weder die dx noch p(«) 
(nach der eben gemachten Voraussetzung) ihr Vorzeichen wechseln, 
so auch dz nicht, daher ist zunächst: 


IS f(a) p(@) 40 = If@)42= fle,) IE, 
und hieraus entsteht sofort (6) durch Grenzübergang. 


Der zweite Mittelwertsatz geht in den ersten als einen Sonderfall 
über, wenn man p(2)=1 setzt. Denn dann wird zunächst: 


b b 
Srodr=f(«,) f de, (7) 
und hieraus wird nach Anwendung von (5) die Formel (4). 


244. Die ursprüngliche Definitionsformel: 
[yaz = lim Sy4r (1) 


kann bereits so, wie sie ist, zur angenäherten Berechnung eines be- 
stimmten Integrales benutzt werden. Denn wenn es auch nicht möglich 
ist, den Integrationsweg in unendlich viele unendlich kleine Teile, so 
kann man ihn doch in sehr viele sehr kleine Teile 4x zerlegen. Man 
setzt dann, um das vereinbarte Bild (Fig. 101) zu gebrauchen, statt der 
Fläche eine Summe von Rechtecken und muß sich dann überzeugen, 
daß .das, was als Unterschied übrig bleibt, also die Kette von Drei- 
ecken, mit den Jx und Iy als zwei Seiten und dem zugehörigen 
Kurvenstücke als dritter Seite, innerhalb der erlaubten Fehlergrenze 
bleibt. 

Doch dies ist nur der erste und roheste Gebrauch von (1), den 
man selbstverständlich im gegebenen Falle so abändern würde, daß 
statt der Rechtecke Trapeze genommen werden und statt der Dreiecke 
nur Segmente übrig bleiben. Auch gibt es, wie soeben erwähnt, 
viel bessere Arten der Annäherung. Wie aber, wenn es möglich 
wäre eine solche Einteilungsart des Integrationsweges zu finden, daß 
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die rechtsstehende Summe durch eine „bekannte“ Hilfsformel sich in 
einen geschlossenen Ausdruck verwandeln läßt? Dann könnte man 
ja auf diesem Ausdruck die in (1) geforderte Limesrechnung begründen 
und so den wirklichen, den genauen Wert des Integrals bestimmen! 

Am nächsten liegt natürlich, den Integrationsweg in gleiche Teile 
zu teilen und ihre Anzahl n vorläufig unbestimmt zu lassen. Es 
werden dann die 1x sämtlich einander gleich: 4x=(b—a):n, also: 


Dyas=- AdeDy=(b—-a)- =" 


mithin nach (1): 
nie - (b— a) lim =V. (2) 


Und nun muß die „Hilfsformel“ einsetzen, das übrige wird dann 
eine gewöhnliche Limesrechnung. 

Erstes Beispiel (Fig. 105). Quadratur der Parabel (vom 
Scheitel S aus). Die Gleichung der Parabel lautet: 


(Da hier nicht p selbst, sondern die Koordinaten a und b des End- 
punktes gegeben sind, so folgt zunächst b=a?:2p, also 1:2p=b:a?.) 
Daher cn Ko: 


Fläche SQ P = Jvaz = a.lim:: 


n=%x 


— ab lim 


Die in Betracht kommenden Abszissen sind: N 
a 2a 3a 4a (n —1)a 
=, NN nee na Na} 
folglich: 
Reel) 
0° + Ba: a er 
Fläche SQP=ab. EN n 
. 2 +1242 4... +1 
re a 


Die „Hilfsformel“ steht in [272]. Setzt man sie ein, so folgt: 


® . nn —1) (2n —1) a0: 1 1 
Fläche SQ P= ab Bl a —— oe (1 2. ) (2 -—) 


2ab ab 


6 Er 
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oder überaus einfach: 
Fläche SO P= 7 Dreieck SPQ. 
Zur Probe sei dieselbe Quadratur mit Hilfe der Quadratur des Parabel- 
segmentes von Archimedes [91] und des Satzes ausgeführt, daß die 
Tangente in P durch die Mitte R von S@ hindurchgeht: 
Fläche SOP=ASQP— Segment $SP=ASQP —- 2ASRP 
= ASOL-TASOQOP=ZASOL. 

Zweites Beispiel (Fig. 106). Quadratur der Sinuslinie. Es ist: 

y= sinkt. 


Die gebrauchten Abszissen sind der Reihe 
nach: 


RB Le 
DEE ERBEN Bet 4 N ? 
Fa: daher nach (2): 
a sin 0 + sin — +. sin De 
Fläche OQP= |sinadx = a lim - = 
N) (n=») N 


Man setze der Kürze wegen: a=n-:; &— a:n und bezeichne den 
Zähler mit: 

s=sme+sin2e+sinde+:-:+sina(n—1)e. 
Jetzt muß die „Hilfsformel“ kommen, sonst bleibt man hier elend 
stecken. Man multipliziere, um sie abzuleiten, beide Seiten mit 
2 sin —: 


2ssin, —2sinesin, ‚ +2sin2zsin, -£. + +2sin(n—1)esin— 


und wende rechts auf jedes Glied die Formel an: 


2 sin« - sinß = cos (@e— PB) — cos(«+P), 


also: 


RE € 3 3 5 
>58 sin — — (os — 08,8) + (05 58 — eos 5.) +:..+ 


2n —3 2n—l1 
+ (cos waere e) . 


Es hebt sich das zweite Glied jeder Klammer gegen das erste Glied 
der folgenden Klammer, also: 


NE € 
2s sin N 7 


Es ist erreicht! Der geschlossene Ausdruck für s wird: 


EE 
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cos ® oe 
— — ern & 
2 2 


ge ; > 
sin — 
2 


folglich, wenn noch n= «a: gesetzt wird: 


Fläche O0P — lim & (cos = — cos (a er 5)) 


Re 
e=0 Zagıne n 
= 


° € € 5 
— (lim COS — — Cos (a _ )) - Jim 
e=(0 2 5 (e 


Der erste Faktor ist —1—cosa, der zweiteist =1 nach [883]. Also: 
Fläche OQOP=1-— cosa. 


Im besonderen: Fläche 09,5 = 1-— cos - —ukeedchr 


a) Fläche 09,8 = (Q,8). 
Ebenso: Fläche OPSQ,=1—-cosz=1—- (-1)=2:.1?, d.h. 
b) Fläche OPSQ, = 2(Q, 5). 
a) und b) stimmen zusammen, weil Q,S$ Symmetrieachse der Sinus- 
linie ıst. Es mußte b) doppelt so groß werden wie a). 


245. Änderung der oberen Grenze. Diese an zwei Bei- 
spielen erläuterte und großer Erweiterung fähige Methode schließt 
sich der ursprünglichen Definition: 


[- lim I 


auf das genaueste an. Es wird die Summe gebildet, darauf der limes 
genommen und das Integral ist fertig! 

Das Bilden der Summe aber heißt doch hier im wesentlichen, 
die Summe durch eine Hilfsformel in einen geschlossenen Ausdruck 
verwandeln, wie es in jedem der beiden Beispiele geschehen ist. Und 
hier liegt die Schwäche der Methode Denn wenn es eine solche 
Hilfsformel nicht gibt oder was ja praktisch auf dasselbe hinauskommt, 
wenn man sie nicht kennt, so geht es eben auf diese Weise nicht. 

Da hat denn, wie so oft in der Mathematik, eine Überlegung 
Hilfe gebracht, welche nicht immer nahe liegt, nämlich die Über- 
legung, was wohl geschieht, wenn man etwas als veränderlich be- 
trachtet, das man so lange als gegeben hingenommen hatte. Bei dem 
bestimmten Integral gelten außer dem gegebenen Integranden noch 
als gegeben: 

Erstens: die obere Grenze b; zweitens: die untere Grenze a. 
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Wie wäre es, wenn man zunächst eine der beiden Grenzen, 
etwa die obere verändert? Dann würde ja wohl das Integral eine 
Funktion der oberen Grenze b werden, also eine Funktion von b, 
die vorläufig mit: : 

10) Ü) 


bezeichnet werden mag, so daß: 


Fb) [f(@a)da (2) 


zu setzen wäre. Es soll 5 veränderlich sein. Man ändere zunächst b 
nur um unendlich wenig, um db, so wird nach (2): 
b+db 


F( + db) = /f(a)da, 


also, wenn man subtrahiert: 
b+db b 


Fb + db) - F(b) = | f(o)da — /f(@)da, 
oder nach [243 3]: r ; 


b+db 


F(b + db) — Fb) = [ f(@)da, 
b 
oder auch nach dem Mittelwertsatz [243 4]: 
| F(b + db) - F(b)=(b + db) — b)f(x,) 


= db: f(«,)- 


x, liegt hier zwischen b und 5b+db, kann also =b-+: gesetzt 
werden, wo & mit db unendlich klein wird. Daher: 


F(b+db) — F(b 
EM -EO_ ya) 


oder da f(x) eine stetige Funktion sein soll, nach [852]: 


F(b-+-db) — Fb 
en erüre 


also endlich nach [1164], auf die Funktion F'(b) angewendet: 
F(b)=f(b), 


d.h.: Wenn man das bestimmte Integral als Funktion der oberen 
Grenze b betrachtet und nach 5b differenziert, so entsteht der dieser 
Grenze entsprechende Wert des Integranden. Oder kürzer ausgedrückt: 
Die Ableitung des bestimmten Integrals nach seiner oberen 
Grenze ist der zugehörige Wert des Integranden. 
Entsprechend ergibt sich, wenn man die untere Grenze als ver- 
änderlich ansieht: Die Ableitung des bestimmten Integrals 
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nach seiner unteren Grenze ist entgegengesetzt gleich dem 
zugehörigen Wert des Integranden. 

So ist mit einem Male aus dem Integrieren eine Aufgabe ge- 
worden, die offenbar mit der gänzlichen Umkehrung des Dif- 
ferenzierens zusammenfällt. Denn beim Differenzieren wird zu 
einer gegebenen Funktion eine zweite Funktion gesucht, welche die 
Ableitung der ersten ist. Beim Integrieren aber wird, wie eben ge- 
zeigt, zu einer gegebenen Funktion eine zweite gesucht, deren Ab- 
leitung die erstere ist. 

Dieser Gesichtspunkt wandelt das Problem der Integralrechnung 
‚vollständig um! Um seinetwillen hat man den Begriff der Integral- 
funktion aufgestellt, wie folgt: 


246. Die Integralfunktion. Eine Funktion (x), deren Ab- 
leitung mit einer gegebenen Funktion f(x) übereinstimmt, heißt deren 
Integralfunktion. Es soll sein: 


F(x)=f(&), oder: °5 9 = fa), oder: dF@)=fla)dx. (1) 


Nach III [122] ist die Integralfunktion überhaupt nicht voll- 
ständig, sondern nur bis auf eine addıtive Konstante bestimmbar, so 
daß mit F(x) zugleich: 

Ft) = F(a) + © (2) 
eine Integralfunktion vorstellt. Aber auch umgekehrt: Sind F(x) und 
F,(&) zwei Integralfunktionen derselben Funktion f(x), so unter- 
scheiden sie sich nur durch eine additive Konstante. Denn aus: 

Fa)=f(a) und Fe) = f(@) 
folgt durch Subtrahieren: 
F(2)— F(x<)=0, oder (KW) —- FWw)=0. 
Die Differenz der beiden Funktionen ist also konstant VIlin [134]. Es ist: 
F&o)-F@)=-0, F@)-F@a+0. 

Integrationskonstante. Die willkürliche additive Konstante, 
welche einer vollständigen Integralfunktion hiernach stets anhaftet, 
heißt „Integrationskonstante“. Ihre Bestimmung muß gegebenenfalls 
durch Sonderbedingungen erfolgen. Im übrigen ist in [242] er- 
wiesen, daß die Integralfunktion immer existiert, wenn f(x) (in dem 
betr. Spielraum) eindeutig und stetig ist. 

Eine gegebene Funktion fix) integrieren, heißt hiernach, ihre 
Integralfunktion ermitteln. Wie in [241], nennt man auch jetzt die 
gegebene Funktion f(x) den Integranden. Der Integrand soll also 
die Ableitung der Integralfunktion sein, das ist der Sinn der 
für letztere gegebenen Erklärung. 
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247. Die in [246] erklärte und mit der willkürlichen Integra- 
tionskonstante versehene Integralfunktion eines gegebenen Integranden 
nennt man auch dessen allgemeines oder unbestimmtes oder 
grenzenloses Integral. Es wird wie ein bestimmtes Integral mit 
an Integralzeichen geschrieben, nur werden die Grenzen ah yans 
bestimmtke fortgelassen. Man schreibt „ohne Grenzen“. . 


| fa) dx = Fe) + Ö. (1) 
Aus [246] folgt: | 
II, @) 


oder: 
d (Jr(&) di) = f(Xx)dx, 


womit das Integrieren als Umkehrung des Differenzierens auch durch 
mathematische Symbole kurz und treffend erklärt wird. Es soll 
durch Differenzieren des Integrals der Integrand wieder 
herauskommen. 

Der nächstliegende Gebrauch, den man von (2) machen kann, ist die 
Probe auf die Richtigkeit einer Integralformel durch Differenzieren 
derselben. Man braucht dazu gar nicht zu wissen, wie sie gefunden 
worden war, sondern nimmt sie, wie sie vorgelegt wird und diffe- 
renziert nö den Regeln der Diferontialrechnung, Ergibt sich, wenn 
auch vielleicht erst nach längeren Umformungen, Übereinstnen Ai 
mit dem Integranden, so ist die Formel richtig, sonst nicht. 


Beispiele. Es sollen die Formeln: 


1001 gg1001 


ib fa Inzdz = — Inx 


1001 1001? +0, 


12% [are (sin=-s)de=xare(in=-x)+V1-+C(, 


II. f® sinzdz = — cos & (x? — 20x? + 120x) 
sin z (B2!— 602?+120) + C 


durch Differenzieren geprüft werden. 


Probe zu I. 
BE 9.1001 
ee ELITE 128 RT 1001100 10010100 
de 100 1001 (1001)? 


— 21M ]nx. 


Der Integrand hat sich ergeben, also ist I richtig. 
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Probe zu II. | 
d(zarcein=n) +V1—-@+0) VE ER 
Fe en) sen 2% 


=arc(sin=%), 
also ist II richtig. 

Probe zu I. 

EFT _ _ eos (dat 602° 4120) + (0° — 202° + 1202) sin « 
+ sin © (202? — 120) + (D2* — 602° + 120) cos x 

— „Pd sin.®, 
also ist III richtig. 

Man könnte auch wohl umgekehrt eine Differentialformel durch 
Integrieren auf ihre Richtigkeit prüfen. Überhaupt ist an sich die 
Auffassung des Integrierens als Umkehrung des Differenzierens nicht 
berechtigter als die Auffassung des Differenzierens als Umkehrung 
des Integrierens. Denn die Verhältnisse liegen durchaus nicht so wie 
z. B. bei Addieren und Subtrahieren, wo selbstverständlich erst das 
Addieren und dann das Subtrahieren als Umkehrung des Addierens 
kommt. Ja, genau betrachtet, ist das Integrieren die ursprünglichere 
Rechnungsart, wie ja auch die Geschichte lehrt. Denn integriert hat 
bereits Archimedes, zu differenzieren dagegen hat man erst zu den 
Zeiten Leibniz und Newtons begonnen. Auch ist ja das Integral der 
limes einer Summe und das Differential eine unendlich kleine Differenz. 

Also wäre es keineswegs eine Entscheidung zu Ungunsten des 
Differenzierens, wenn man Differenzieren und Integrieren neben- statt 
hintereinander stellte und sich durch die Wendung, „sie sind Um- 
kehrungen voneinander“, die Freiheit wahrte, ob man das Integrieren 
als Umkehrung des Differenzierens oder das Differenzieren als Um- 
kehrung des Integrierens ansehen wolle. Und doch hat man alle Ver- 
anlassung, lieber das erstere als das letztere zu tun, weil sich das 
Differenzieren als einfacher, als leichter herausgestellt hat als das In- 
- tegrieren (aus in [252] angedeuteten Gründen). 

248. Das Einsetzen der Grenzen. Gesetzt die Formel: 


Sfo)dz = F(a) + C (1) 
“ sei hergestellt, d. h. die Integralfunktion F(x) sei durch (unbestimmtes) 
Integrieren gefunden. Nach [245] muß dann sein: 


 Sfea)da = Fb) +0, (2) 


wenn man b vorläufig als veränderlich und das Integral als Funktion 
der oberen Grenze ansieht. Zur Bestimmung von Ü nehme man den- 
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jenigen Wert von 5b, für den der Wert des bestimmten Integrals 
immer bekannt, nämlich = 0 ist, d. h. man setze im besonderen b = a, 
Es wird: 


[= 09= Fla) +C, also O=—E(a), 

daher nach Einsetzen in die vorige Formel: 

[7 

r@o)ax = F(b) — F(a) @&) 


oder auch, wenn man zu Minuendus und Subtrahendus dieselbe Zahl 
addiert und diese wieder Ü nennt: 


[f(&)ax = (Fb) + C) — (Fa) + 0). (4) 


Um ein unbestimmtes Integral in irgend ein bestimmtes 
zu verwandeln, setze man in die Integralfunktion statt x 
erst die obere Grenze b, dann die untere Grenze a ein und 
subtrahiere die Ergebnisse. 

Die Integrationskonstante hebt sich dabei fort, also daß für das 
bestimmte Integral ein bestimmter Wert herauskommt, wie es ja auch 
sein muß. Man schreibt (4) auch zur Andeutung, daß die Grenzen 
eingesetzt werden sollen, so: 


x 


Sra)dz - 


und nennt dann den geraden senkrechten Strich den Integrations- 
strich. | | 

Hiernach geschieht also die Auswertung eines bestimmten Inte- 
grals wie folgt: Man läßt erst die Grenzen weg und integriert unbe- 
stimmt, d.h. man ermittelt (nach demnächst zu erläuternden Methoden) 
die Integralfunktion. Dann setzt man in diese die Grenzen ein, sub- 
trahiert und der Wert des Integrals ist da! 5 


Erstes Beispiel. Der Wert des bestimmten Integrals f: da 


ist zu finden. Man integriere erst unbestimmt. Es wird: 


Srar- +0. 


(Man mache die Probe durch Differenzieren.) Dann setze man die 
Grenzen ein. 


R; (+0) (5) 


D 
5% 


® 4 4 
3 BR RER ER > 
Jadr- ESG R 5 
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Zweites Beispiel. Quadratur der Parabel; vgl. [244]. 


2 fl: 
Fläche SQ P = AR dx. 
N 
Das unbestimmte Integral ist: 


a a 
Fe de Ü, SE 
a 


“2 2° y a? 3 3 
Fläche DOR= ee Ber en 


6p 6» 6» 


oder nach Einsetzen des Wertes von p: 
Fläche SOP="). 
Drittes Beispiel. Quadratur der Sinuslinie, vel. [244]. 
Fläche OQP Sr 
0 
Das unbestimmte Integral ist: | 


[sin xde= — cost +Ü, also. 
Fläche OQP= —cos2+ (= — c0sa —(—cos0)=1-—cosa. 
0 
Wie unvergleichlich einfacher sind doch die jetzigen Lösungen 
des zweiten und dritten Beispiels gegen die früheren in [244]! 


249. Hiermach ist, da das Einsetzen der Grenzen und das Sub- 
trahieren der Ergebnisse doch schlechterdings nicht zur höheren Mathe- 
matik gerechnet werden kann, soviel klar geworden: 

Die wesentlichste nd nächstliegende Aufgabe der er 
‚gralrechnung sind nicht die bestimmten, sondern die un- 
bestimmten Integrale Zu möglichst vielen Integranden "die zu- 
gehörigen Integralfunktionen aufzufinden, darauf kommt es zuerst an. 


Übungen zu $ 30. 
1. Das bestimmte Integral 


soll als limes einer Summe berechnet werden, indem man zwischen 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 28 
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1 und a Werte von x in geometrischer Reihe einschaltet, ihre Anzahl 
unbegrenzt wachsen läßt und zuletzt die Formel [1117] anwendet: 
limn- (Ya—1)= Ina. 
(n= &) 


2. Das bestimmte Integral 


soll als limes einer Summe berechnet werden, indem man zwischen 

1 und a Werte von x in arithmetischer Reihe einschaltet, aber als- 

dann statt «= xx immer das Produkt zweier Nachbarwerte von & setzt. 
3. Das bestimnite Integral 


b 
Jar da 
£ 


soll als limes einer Summe berechnet werden, mit Anwendung der 


Formel für Dr. 
z=0 
4. Das bestimmte Integral 


Be 
V® 
1! 


soll als limes einer Summe berechnet werden durch Einschaltung von 
Werten von x in arithmetischer Reihe, aber indem man alsdann statt 
YVx immer das arithmetische Mittel der Quadratwurzeln aus zwei Nach- 
barwerten von & setzt. 
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250. Tafel I 


zur Integralrechnung, enthaltend die wichtigsten allgemeinen Formeln: 


Nr. | a eermel 
ve K- [dK lim IAK. 
l h 
| 2 5 
2 \ Sria)da = (b re G)Yn 3 (b To a)f(&„)' 


3 Sr@o(@)de =f(a,):[pla)dz, 


wenn p(x) zwischen a und b nicht sein Vorzeichen wechselt. 
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NT. Formel 


[27 


De 
5° A I 


b 


ge 


6 Sfo)de = Fe) +6, 
| ED An). 
| Nor dllfade) -fle)da. 
8 | ‚Jrteras = (Fb) + c) — (Fa) + 0) 
-[rw+ 0, 
I Te a: - /fao)da+/pl)dat-- 
We Sarle)dz = alf(o)de. 


102 [> de — 1 (fka) dx. 
Die [nav — 4V — (van. 


(Satz von der teilweisen Integration.) 


12 | Ira)da = Sion) (@ar. 


= p(2) 


(Einführung einer neuen Veränderlichen.) 


251. Tafel II 
zur Integralrechnung, enthaltend die Integralfunktionen der wichtigsten 
Integranden: 
Nr. | er Fla)de — Fi) + C 
an er ar ö ae we. n 
2. ns = e+(. 
2a Saar +0. 


28* 
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251. 


[feaz — Fa) + C 


Nr. 
| D [coszda = since+Ü(Ü. 
4 [sin ade = — cosc+ 63 
dx 
5 a errl 
5a Stetadr -tg0— + 2. 
dx 
6 ee = — —eolgeH ©. 
ba [eotg? rs 
dx 
[ je-- (n— re ‚te. 
8 Pu ON 
y® 
ER log x 
9 re Baeaohr 
log (— &) 
9a er sn ua +0, (#<0). 
RR ni = are(sin=x)+Ü 
10a —= —arc(cos—=r)+Ü. 
dx = 
Br SFr = +0 ; 
119) = — are(eotg=r)-+Ü". 
12 [si de =-Smcr+E. 
13 [Sinzde— Rofc+ 02 
d& ; 
15 [TE da - — ga+ + 0. 
: dx ) = 
16 EI Kotge +0. 
17 [Rotg? zde= —- Koyge+xr+ 60. 
18 i dx 


—— = I (Sin=2)+0=In(e+ye+1)+C 
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Nr. | [r@dz — Fa) +C 


19 | a ee, 


19a Ob a Eee (OH VEN +O ach). 
OYa 1 1+% 
>0 Fe — ArXg-a) + 0-ImitEr 0 laicn): 
und 
- 208 | — —- HRog-) + 0-—In?Ttrl (jej)l). 


252. Bemerkungen zu Tafel I. 

Die Formeln (1) bis (8) sind $30 entnommen. Die übrigen 
Formeln entstehen durch Umkehrung einiger Formeln aus Tafel I der 
Differentialrechnung und nehmen keine Rücksicht auf die Integrations- 
konstante, weil sie in den Integralen implizite enthalten ist. 

Formel (9) lehrt, daß eine Summe integriert wird, indem man 
jeden Summanden integriert und die Integrale addiert. Wird an Stelle 
der Summe eine aseiikeite Reihe gesetzt, so ist ganz entsprechend zur 
Differentialrechnung von Fall zu Faul zu entscheiden, ob die Reihe 
der Integrale mit dem Integral der Reihe Uberöineimnte Bei Potenz- 
reihen St es so, vgl. 116]. Es ist: 

PR 


JKatbs+ ea +da° +... Jdn—C+ az ae 


in andern Fällen kann es aber anders sein. 
Formel (10) und (10a) zeigen, daß ein konstanter Faktor bzw. 
Divisor des Integranden vor das Integralzeichen gesetzt werden darf. 
Formel (11), der sogenannte Satz von der teilweisen In- 
tegration, entsteht durch Umkehrung der Formel für das Differen- 
zieren eines Produktes. Es ist: 
d(uv) = vdu +udo, 


also wenn man integriert: 


u — [ vdu + [ udv 


und hieraus entsteht durch Umstellung der Glieder Formel (11). Bei 

ihrer Anwendung hat man sich das tel links als das zu lösende 

Integral zu denken und muß u und v, wenn irgendmöglich, so zu be- 

stimmen suchen, daß das Integral Eochis einfacher wird. Wie man 

dabei zu verfahren hat, möge vorläufig folgendes Beispiel erläutern: 
Es sei zu lösen das Integral: 


ze) 
[zed«. 
e 
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Erster Versuch: Man setze: 
u=xe, do—di, 
also einerseits durch Differentiation, andererseits durch Integration: 
du=xede+ede,v—%. 


Daher nach der Formel für die teilweise Integration: 
0) &s 
feeds HEHE” — [ale + Mdı = de  [Weda —_ / werde. 


Das letzte Glied rechts ist auf die linke Seite zu bringen. Man er- 
hält nach Division durch 2 


are” 1 
Srear- Dar 1 [araz. 


Was ist erreicht? Offenbar gerade das Gegenteil von dem, 
was man wollte, denn das neue Integral ist schwieriger als das alte. 
Der erste Versuch ist nicht geglückt. 


Zweiter Versuch: Man setze: 


u=e, dv—xde, 
also: 


Daher: 


x D) 
er 1 ER 
feraa rn we ER 


Dieselbe unbrauehbare Formel wie vorhin! Nur auf etwas kürzerem 


Wege. Also: 
Dritter Versuch: 


u=T,,do= dx, 


du dt, we] sed ie 
Daher: 
[zeda — ve — Jede, 
oder: 


[zedz = ge — ee 6. 


. Erst der dritte Versuch hat zur Lösung geführt! Wer einige 
Ubung im Integrieren hat, überschlägt sehr schnell, daß die beiden 
ersten Versuche fehlschlagen müssen und steuert sofort auf den dritten 
los. Doch soll keineswegs behauptet werden, daß die teilweise Inte- 
gration immer glücken müsse. Oft wäre der größte Scharfsinn um- 
sonst verschwendet, weil das neue Integral niemals einfacher werden 
würde, als das alte. 


1) Die Integrationskonstante schon hier hinzuzusetzen wäre überflüssig. Sie 
erscheint am besten erst am Ende der Rechnung. 
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Nun, dann hilft eben die teilweise Integration nicht. Daß sie 
aber in vielen Fällen hilft, wird sich bald zeigen. 

Formel (12) zeigt, wie man eine ursprüngliche Veränderliche x 
durch eine andere 2 ersetzen kann. Der Integrand wird davon in zwei 
verschiedenen Weisen betroffen, denn erstens wird f(x) in eine 
Funktion von einer Funktion f(g(z)) verwandelt und zweitens tritt 
der Faktor g’(z) hinzu. 

Man kann (12) ansehen als eine Umkehrung der Differential- 


formel (10) Tafel I $ 15: 
| df(p)) =-FlPy@)) pla)dı. 
Man schreibe links p(z) =z, also 
df(p wm) = dfle) = Fle)de, 


F()dz = f(9@)y (dx rt) 
oder auch, wenn links und rechts statt der Funktion f’ jetzt wieder 
f geschrieben und die Buchstaben x und z vertauscht werden: 


f(a)da = flp(@)) - p (z)de. (= Ye) 


‚rad = [fy@): g’(2)dz @=96) 


womit (12) hergeleitet ist. Bei der Anwendung wird man versuchen, 
die Funktion so zu wählen, daß sich der Integrand verein- 
facht. Nachher steht nichts im Wege, die neue Veränderliche z, 
nachdem sie ihre „Arbeit“ getan, wieder zu entfernen, indem ınan sie 
umgekehrt durch x ausdrückt und diesen Ausdruck einsetzt. 


Beispiel: Es sei zu lösen das Integral: 


dx 
Er 


Ein Blick auf die zweite Tafel zeigt eine große Verwandtschaft mit 


dem Integral: 
le —- ine +C. 


2 —3 dz 
ee eK ae ya 


AN RE A - 
Ita: je ame+t, 


oder nach Wiedereinsetzung von x: 


’ dx 1 | 
em (3448) +0. 


oder 


daher auch: 


Man setze also: 


daher: 
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Da x erst durch 2 und nach vollendeter Integration 2 wieder 
durch x ersetzt werden soll, so verkürzt man in einfacheren Fällen, wie 
dieser war, die Rechnung sehr erheblich, wenn man sich 2 nur denkt, 
aber nicht hinschreibt, genau entsprechend zu der Bemerkung in [123]. 
Also. 


d (3 4x) [2] 
1. /5 x SE - im(8 +42) +0, (@-3 +48) 


3-+4x + 4x) 
. . . sin® °x 
1. je cosxcda — [sinad(sina) - +6, (@= sınz) 
sinx dx d(cos.) 1-+ cos& 
a ae fr a an 1 re 


II. und 11I. haben im Gegensatz zu I. vor der Einführung der 
neuen Veränderlichen noch kleine, aber für den Anfang vielleicht nicht 
ganz nahe liegende Umformungen nötig gehabt. In II. mußte 
cosz dx in d(sinx) zusammengezogen werden und in Ill. mußte sogar 
dreierlei gemacht werden, nämlich erstens Zähler und Nenner mit 
sin multipliziert, zweitens sin?z durch 1 — cos?’x ersetzt und drittens 
sinxdx in — d(cosx) zusammengezogen werden. 

Solche Umformungen bringen die Integralrechnung bei manchen, 
welche sie nur halb kennen, in den Verruf, daß sie mit allerhand 
Kniffen und Kunstgriffen arbeite und in der Tat scheint es so, wenn 
man z. B. die erste Umformung in III. betrachtet, da gar kein zu- 
reichender Grund ersichtlich scheint, Zähler und Nenner mit sinz zu 
multiplizieren. Doch bei genauerer Kenntnis des inneren Getriebes 
der Differential- und Integralrechnung verliert sich sehr bald dieser 
Schein. 

Er steht im Zusammenhange mit der in [247] enthaltenen Be- 
merkung, daß Integrieren „schwerer“ ist als Differenzieren. Jetzt kann 
auch der Grund hierfür bestimmt angegeben werden. Es fehlen näm- 
lich in Tafel I der Integralrechnung Formeln über das Integrieren 
eines Produkts, eines Quotienten, einer Funktion von einer Funktion, 
einer implizite gegebenen Funktion usw, während die Differential- 
rechnung solche Formeln in aller Vollständigkeit besitzt. Wenn man 
also z.B. f(x) und p(x) integrieren kann, so kann man deshalb noch 
lange nicht f(x) - p(x) oder f(x): p(x) oder f(p(x)) integrieren, wenig- 
stens nicht allgemein, weil eben die zugehörigen allgemeinen Formeln 
überhaupt nicht vorhanden sind, weder in Tafel I noch irgendwo in 
der Mathematik. So ist die Integralrechnung zur Auffindung einer 
Integralfunktion zuweilen auf allerhand „Umwege“ angewiesen, welche 
die Differentialrechnung zur Auffindung einer abgeleiteten Funktion 
nicht zu machen Bas: Es kann nichts schaden, wenn der Anfänger 
hierauf nachdrücklich aufmerksam gemacht wird. 


253. Unstetigkeitsstellen des Integranden. 44] 


253. Bemerkungen zu Tafel I. 
Tafel I ist Umkehrung von Tafel II der Differentialrechnung bis 


auf kleine Änderungen, welche sich als zweckmäßig herausstellen. So 
lautet die direkte Umkehrung von (1) in Tafel II, 815 


(nar-: dent % 


oder nach Division durch n, wenn Ü:n wieder durch C ersetzt wird: 


= Ber 
f RE 


Da der Integrand als gegebene Funktion gilt, so wird man gut 
tun, n— 1 durch », also n durch » +1 zu ersetzen. Tut man dies, 
so folgt Formel (1). Sie gilt, wie die entsprechende Formel der 
Differentialrechnung, auch für negative und gebrochene Exponenten, 
so daß (7) und (8) auch fehlen könnten, wenn es darauf ankäme, in 
der Zahl der Formeln sich möglichst einzuschränken. Ein Exponent 
aber macht eine Ausnahme, nämlich n= -- 1. Dieser Wert würde 
in (1) ergeben: 


«/ 


ferar- m _z +0= +l=o+0, 
d. h. die Formel versagt. In der Tat tritt dann an ihre Stelle die 
Formel (9), welche auf einen Logarithmus führt. 

Was ın |129] über die Mehrdeutigkeit der Funktionen und ihrer 
abgeleiteten Funktionen, über ihre Unstetigkeitsstellen, insbesondere 
Unendlichkeitsstellen ausgeführt worden ist, gilt selbstverständlich ent- 
sprechend verändert über Integranden und ihre Integralfunktionen. Im 
besondern sei erwähnt: 

In Formel (9) wird x als positiv vorausgesetzt, denn negative 
numeri haben keine (reellen) Logarithmen. Ist x negativ, so. ist 
(— x) positiv und | 

f =- (-ben+o, 
d.h. wenn x negativ sein sollte, so hat man « als numerus durch 
seinen absoluten Wert zu ersetzen, wie (9a) anzeigt. Ebenso er- 
gänzen sich (19) und (19a) und (20) und (20a). Für (18) ist es 
bei einer Formel geblieben, weil der numerus gar nicht negativ 
werden kann (vorausgesetzt, daß die Wurzel positiv genommen wird 
wie bei (19) und (19a)). 

Ist eine Unstetigkeitsstelle des Integranden zugleich eine Unstetig- 
keitsstelle des Integrals, so darf der Integrationsweg nicht über 
diese Stelle gehen, ja sie nicht einmal an den Grenzen haben. 
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Beispiel: 


Die Rechnung ist nach den zugehörigen Formeln ohne Fehler 
ausgeführt. Und doch ist sie unsinnig, denn zwischen — 1 und 
+ 1 liegt 0, und O ist eine Unendlichkeitsstelle des Integranden und 
des Integrals. . Übrigens zeigt auch das Ergebnis ganz offen den 
Widersinn an dem negativen Vorzeichen. Denn der Integrand kann 
nur positiv sein und dx ist auch positiv, da x von — 1 bis + 1 geht. 
Negativ kann also das Integral überhaupt nicht sein, sondern wenn 
es einen Wert hätte, so wäre es positiv. Es hat aber gar keinen 
„Wert“. Man darf eben über eine Unendlichkeitsstelle des Integrals 
nicht drüberweg integrieren. 

Ist aber eine Unstetigkeitsstelle des Integranden keine Unstetig- 
keitsstelle des Integrals, so darf der Integrationsweg über sie gehen 
oder sie an einer Grenze haben. Beispiel: 


AT 1 ae 


Sya far se+0 
Hh 


rs (ae 


Dieser Wert ist rechnerisch ohne Fehler und auch wirklich 
richtig. Denn wenn auch die zwischen — 1 und +1 liegende O 
eine Unendlichkeitsstelle des Integranden 
ist, so ist sie doch keine Unendlichkeits- 
stelle, ja überhaupt keine Unstetigkeits- 
stelle des Integrals. 

Geometrisch betrachtet liegt die Sache 
so, daß beide Kurven: 


et A 1 
USE un UF 


für <= 0 eine positive unendliche Ordi- 
nate haben (Fig. 107). Aber im ersten 
Falle ist die Fläche unendlich, im letzten 
Falle endlich. 

Gleiche Vorsicht ist anzuwenden, 
wenn man etwa eine Grenze oder gar 
beide unendlich setzt. Hat das Integral dann einen limes, so darf 
man es tun; wenn nicht, dann nicht. So hat z. B. das Integral: 
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+» + 
[sine da = | —- cosc +0 


N) 0 


überhaupt gar keinen Wert, weil die Integralfunktion für liimx = 
keinen limes hat. Das Integral: 
REN 
da | 
— — me+C0=Iıh(+o)—In0O=+ 
en 1 
ist unendlich, obgleich der Integrand an der 
‚oberen Grenze verschwindet. Da y=1:x die 
Asymptotengleichung der Hyperbel vorstellt, so 
folgt hieraus, daß die Fläche zwischen einer j 
Hyperbel und ihren Asymptoten unendlich groß ist. Dagegen ist: 


—4 © +© 


wo 

also nicht unendlich, sondern endlich. 

| Übungen zu $ 31. 
IE je Fo) +) de. 
2. [inef@ — cos2f (a))d«. 


3. Wird der Integrand f(x) an einer Stelle « so unendlich, daß 
lim(& — a)f(x) endlich (und von OÖ verschieden) bleibt, so wird auch 
das Integral unendlich. Ist aber lim(# —a)f(x)=0, so kann das 
Integral an dieser Stelle unendlich, aber auch endlich werden. 


4. ‚eoszf@ + sinzf(@)) dx. 
E arc (sin —= &) er 


$ 32. Einfache Beispiele ausgeführter Integrationen. 


254. Ein Teil der folgenden Beispiele, welche zeigen sollen, wie- 
viel man schon mit den einfacheren Formeln des vorigen Paragraphen 
erreichen kann, läßt sich auf elementare Weise ohne Integration er- 
ledigen und führt auf bekannte Formeln, wie es sein muß. Ein 
anderer Teil aber geht darüber hinaus. Die Bedeutung der Buchstaben 
und der Vorzeichen, wo solche in Frage kommen, ergibt sich aus den 
Figuren. 
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I. Inhalt eines Dreiecks (Fig. 109) [a ist Grundlinie]. 


II. Volumen einer Pyramide (Fig. 110). 
V=- (far; f:G=a:R 


Fig. 109. Fig. 110. Fig. 111. 


III. Flächeninhalt eines Trapezes (Fig. 111). 


F= Jvaz y-b:a—b=x:h, y-b+°r 
h 
Fe fi ee 
a—b a+b 
F=bh+°2.% =-n(p+ 7) =" 
IV. Volumen eines Pyramidenstumpfes (Fig. 112). 
v- [far; a—-g:a—b=x:h, ma 


GigRTFeQar we: a:b:2=YV@G:Yg:Yf, 


254. Kubaturen und Quadraturen. 445 


vr-ve-V Mn g-(va-VEN.) 


WELT 7 fi BZ 
v (e- 9 VEVezyD , v8 —V) 2*) dx 
. 
wi & E n R Z : 2, 
re ge Ver. ee G 


De ee en 


-(G+g9+YGg). 


V. Volumen des nebenstehenden Prismatoids (Fig. 113). 
V= Hr uvda 


Dar no til, 


hı 
eg ee 
0 


Id“ 


=) 
N Ne ek N ee ENT, 
z=0 


h 
= |6ab + 3(ba, — a) + ab, —b)) + 2(a, — a)(b, — d)]| 
— * [6ab+3a,b— ab +3ab, — Bab +2a,b, — 2ab, — 2a,b + 2ab] 


— 2 [2ab + 2a,b, + ab, +ba,]. 


Diese Formel wird sehr einfach, wenn :man die beiden Grund- 
flächen @ und g und die Mittelfläche m, welche von G und g gleichen 
Abstand hat, einführt. Es ist . 


ar 
Gab ame ab 


? 


4Am=ab+abl+ba+ab; ab +b,a=-4m— Ga — 9. 


V=-1[2@+29+(4m—-G-g)), 
oder 


V= x [@+9-+4m] vel. [258]. 
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VI. Volumen der Kugel und 
eines Kugelabschnittes (Fig. 114). 


= x [y’de — x [(® — x?)d 


Für den Kugelabschnitt sind 
die Grenzen r — h und r; also: 


Fig. 114. 


Ve 


r—h 
r? o (r — ul: 

-alr - rer — h) + — | 

af [»* — =. — + r’h+ = — r?h+rl?— ei 

- a". (8r—h) 
Zur Probe setze man A=0,h=r,h=2r. Man erhält: 

ar N 7 nn 
Alle drei Werte stimmen. 

VII. Oberfläche der Kugel und eines Kugelabschnittes. 


O0=- 2x /yds=-2z[yVi+y®de [240] 


vvrz, you, We 
y-Yl-+y?’=r (äußerst einfach!) 


z=+r +r 
| 
| 
2 


0=2ar [du 2ar + Ü0=4nr.. 


=—r 


Für den Kugelabschnitt sind die Grenzen r— h und », also: 


O—=2xr + (0 =2ar[r —(r—h)]=2arh. 


r—h 
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[8 
or 
> 


VIII. Flächeninhalt eines Kreises und 
eines Kreisabschnittes (Fig. 115). 


F= | 2xdy. 
Man führe g als Hilfsgröße ein: 


C=1(0089, Y=rsing, 


dy=rcospdp, 
F= 27: [cos!pdg = r[(1 + c0s2pdY) 
A zt 
ku; 


(9 + > [eos 2pd(29))- u NL c 


9=-— 


Fig. 115. 


2 


| een ERes 
(34 2 2 2 eR 


Für den Kreisabschnitt sind die Grenzen p und > ‚ daher: 
zt 
Er 
RL aaa m I 
Faro rt, = 
p 


Pe & Be e)- r? A p— sing cos p). 


IX. Gesamtflächeninhalt der Bernoullischen Lemniskate [182 
Ri 0Ru. Tl}: 


F=2/4S=/rdg, [1401] 
Grenzen für @: — — und + -. Polargleichung: r = aYcos2g, 
ze Te 7t 
Fe RE Eye 
Ti a [cos 2ydp = — = [eos 29429 -5| (sin2 E ©) 
zT 7 
IE Id =: 


ler ya: 


BE z (sin 3 BE a = le 


X. Länge eines vollen Zykloidenbogens. Es ist [144]: 
ds=2rsin > dp. 
(Die rechte Seite ist positiv, wenn p von 0 bis 2x geht). 
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das heißt: 
s=$r. 


Diese äußerst einfache Formel folgt auch ohne Integration aus 
[202]. Der größte Krümmungsradius =4r legt sich bei der Auf- 
| wicklung ganz auf eine halbe Backe der 
Evolute, welche daher dieselbe Länge — 4r 
haben muß. Nun ist [182] die Evolute der 
/ykloide eine kongruente Zykloide, also ist 
die Länge eines vollen Zykloidenbogens = 8r. 


XI. Sektor einer Hyperbel (Fig. 116): 


x y? 
ie 


Fig. 116. 


Sektor AUOP=S—= 1 ((ady— yda): 


i ne = 


ey 


nie rn 
ab +V @) -1)- 3 (si - 
Sr eV ee 


Die Integrationskonstante ist hier = 0 zu setzen, da der Sektor 
verschwinden soll für <= a, welcher Wert in der Tat $=0 ergibt. 
Wird unter Bezugnahme auf [63] a=1, b=1 angenommen und die 
Bezeichnung so nit daß > dnsch £, dagegen x durch u er- 
setzt wird, so fee 


2 yaza, ay-! 


2 —= AR) = u), 
also umgekehrt: 


B=00 NUN, 


d. h. das x in [63] wird in der Tat veranschaulicht durch das Doppelte 
des Sektors AOP, wie dort vorweggenommen worden war. 


449 
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254. 


XII. Quadratur der gemeinen Zykloide [60] 
F= | yda — fra — c08s p) -r(L—cosp)dp 
a fa —2c0sp + cos’p)dp 
3 2 
= (2 - 2 C0S + d do) 
= r@9—2sinpg+tsin2p)+Ü. 
Für eine ganze Zykloidenfläche sind die Grenzen g=0 und = 2x 


F=r327 =3r’r, 
— 3 . Fläche des rollenden Kreises. 


XIII. Volumen des Umdrehungsparaboloids (Fig. 117) 


Fig. 118; 


also halb so groß, wie das des Zylinders mit derselben Grundfläche 


und ee Höhe, 
XIV. Volumen eines dreiachsigen Ellipsoides (Fig 118): 
"- (fie mj add, 


‚2 2 p’? 2 
+3 E b? +5 =1, 
ae re 
+c 
x? x 
Geznad: (1 -5)de - wab (x a) + 
3 m. 
- able - u (-0)+5%) — £rabe 
| 29 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung 
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255. Die vorigen 14 Beispiele sind der Geometrie entnommen. 
Jetzt folgen einige aus der Mechanik, 

I. Die Geschwindigkeit v eines freifallenden Körpers sei der Fall- 
zeit proportional und ihre Zunahme in der Zeiteinheit betrage g Ge- 
schwindigkeitseinheiten (oder die Fallbeschleunigung sei konstant — 9). 
Wie groß ist die Falltiefe s nach der Fallzeit £. 

Es sei x eine beliebige Fallzeit zwischen O und {. Es soll sein: 


ds 
De ds = yxde, 


t { 
= (oada- 9% +6, 
. | 
Tl 


s- ia (Galileische Fallformel). 


II. Schwerpunkt eines Dreiecks.!) 
Es sei BC die Achse (Fig. 119), M das Moment und 2 der Abstand 


des Schwerpunktes. 


N 3 h\2 3 6 
Ö 

Fig. 119. & 77 = RM. ah?”.-2 Äh 
NEE IE ENT. 


Der Abstand des Schwerpunktes des Dreiecks von einer Grund- 
linie ist — dem dritten Teil der zugehörigen Höhe. 


III. Schwerpunkt einer Pyramide (Fig. 110), Man nehme @ als 
Ebene des Momentes, so folgt: | 


m= [fin 2)aa 5, fem-a)aa, 


1) Schwerpunkte werden berechnet nach dem Momentensatz, welcher bis auf 
Archimedes zurückgeht. Moment eines Körpers in bezug auf einen Punkt, oder 
eine Gerade, oder eine Ebene ist gleich dem Integral der Produkte aus den 
Massenteilchen und ihren Abständen von dem Punkte oder der Geraden oder der 
Ebene, welche nach der einen Seite positiv, nach der anderen negativ zu nehmen 
sind. Handelt es sich, wie in den folgenden Aufgaben, um geometrische Schwer- 
punkte, so hat man statt Masse zu setzen Länge, oder Fläche, oder Volumen, die 
gleichmäßig mit Masse belegt sein könnten. Der Momentensatz lautet: 

Das Moment ist gleich dem Produkt aus der Gesamtmasse und dem Ab- 
stand des Schwerpunktes (von dem gewählten Punkt, oder Achse, oder Ebene). 
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ven 
Keys m Gr. /h? h? Gh? 
Malz „ro, a 
2=0 
M Gh? 3 
Er BGE. 
h 
Bag 


Der Abstand des Schwerpunktes einer Pyramide von der. Grund- 
fläche ist — dem vierten Teile der zugehörigen Höhe. 


IV. Schwerpunkt eines Paralleltrapezes (Fig. 111). Man nehme 
-AD=b als Momentenachse. 


M= (yadı - (fe + ee 2’) dx 


h 


GREE a— b\ x° bh a—b,., 
Be ja 
0 


Rau 1 h? < 
=,(8b+2a—2b)= , (2a+b), 


M H@a-+b.2 Ab-+2a 


5 Br haben siatbe 


DD} 
19) 


2 


V. Schwerpunkt eines Pyramidenstumpfes (Fig. 112). Man nehme 
@ als Ebene des Momentes. 


“ de /(v G— Le = 2) ode 


a? 2V@ es Sur: u ı We= vo a” 0 


2 


ns 


E ea hr 4 
ee ah Vo) +3(6+9-2V 69) 
-1,(6+2Y 69439) 


Mesh! n(G+2yG9+39)3 
v1 HC+YVGg+Ig) ’ 
= h G+2yGg9-+3y 
a 

VI. Schwerpunkt des Prismatoids (Fig. 113). Man nehme ab 
als Momentenebene. 


208 
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M = [uvada = ‚Kar 1 AURERN, = a ED) EN =D) >) 7a 


h? 
2 b(a, —a)+alb, — b) x? (a, —a)(b, —b) x* 
ER ae a er Ta 


-. (6ab+4(bea, —a)+alb, —b) +3(a, —a)ld, Sb) 
= a (ab + ab, ar ba, ar 3a,b,), 


oder nach Einführung von G,g und m: 
} 2 
M=-—:(2m+J9), 


MM  .h’(2m,+ 96 29 2m—+g 
I GL FAamh tg 
VII. Schwerpunkt des Volumens einer Kugelkalotte (Fig. 114). 


Man nehme den Grundkreis durch Kugelmittelpunkt als Momentenebene. 


M= z| Yada — | (v2 — a)dır 


& 


2 m2 4 
er +0 
zer—h 
r! r* r?(r — h)? (r — h)*! 
= 7(5 DIESER ENNEH 
TC 


= ron 2r Arne 2r?h? +1: — 4r?h+6r°h? —Arh?’ + A) 
— Em (Arr— Ar 4) - TMAr—h), 


Men hilär hi: 


Te ah’(ör—h) ’ 
mh 
ER 4(3r —h) 


Für h = 0 ergibt sich g=r (stimmt). Für h= 2r ergibt sich z = 0 
(stimmt, da dann Kugelabschnitt — ganze Kugel). Für h=r ergibt 
sich der Schwerpunkt der Halbkugel. 


ICH IN 
2— Hr. 


VIII. Schwerpunkt des Kreisabschnittes (Fig. 115). Man nehme 


4A,A als Achse. 
M=2|yady = | xd(p). 


Hier behalte man x als ursprüngliche Veränderliche: 
P=r— 22 d(y) = — d(a?) = — 2xdk, 


z=0 


| 8 
M-—2 [wa0- 2% 40. 


T=ZTrCOSp 
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M =3r? cos? p. 
M 2r? cos’ 2r cos’ 


u an = nn — 


3, 9 — sinp cos 9) er) 


=, gibt z=r vgl. [189]; 9 = 0 gibt: 7 ni (Schwerpunkt des 


Halbkreises); = — 5 gibt = 0 (stimmt). 
IX. Schwerpunkt eines vollen Zykloidenbogens [60] (Fig. 21). 
Man nehme OA als Achse. 


M— [vas = (rd — c08p)2r sin — dp 


op . 
= 2» | (sin 9 08 psin 2) dp 
f 1) 


M 32r? 4 


X.Schwerpunkteiner vollen Zykloidenfläche. Man nehme O Aals Achse. 
Der Schwerpunkt jedes Streifens ydx liegt in der Mitte, hat also 


von OA den Abstand =. Daher: 


Be 


2 — cosp)r(l — cosp)dyp 


5 
AELR, 1— 3c0osp + 3cos®?p — cos’p)dp; 
: 9 p ) 
1 1+ c0829 cos3@ —+ 3 cos. 
= Zr ea = 1 )dy 
1 Ri: 
= jr "/(z Ir cnp+- , 00829 — 0083 9) dy 
BE 5 r 
= 5; y3 (9 -,sing+, sin?p—., sin 3p) + (= a ia 
p=V0 
RE ET, 
SERIE TEE Ks 
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XI. Schwerpunkt des Volumens eines Umdrehungs-Paraboloides 
(Fig. 117). Man nehme AA als Grundebene. 


SEE  .„_ a?’h? 
re 
0 
M"2.2xa”h? 2 i 
2 = an (also wie bein Dreisck,) 


XU. Die Regel des G@uldin oder des Pappus.!) 


1. Der Inhalt eines Rotationskörpers ist gleich dem Produkt aus 
dem Inhalt der ebenen Fläche, durch deren Umdrehung der Körper 
entsteht und dem Weg des Schwerpunkts der Fläche. | 

2. Die Oberfläche eines Rotationskörpers ist gleich dem Produkt 
aus dem Umfang, durch dessen Umdrehung die Oberfläche entsteht 
und dem Weg des Schwerpunktes des Umfanges. 

Beweis zu 1. Es ist: 


IX 
dV —2nzyde, 
= 2x [wydu — 2x | waf, 
—2x.M, 


M bezogen auf die Rotationsachse. Also nach 
dem Momentensatz: 


V=2ntf.g2= Be2a82 


womit der Satz bewiesen ist, denn F’ ist der Inhalt der Fläche und 
2zz ist der Weg ihres Schwerpunktes. Entsprechend wird 2. be- 
wiesen. 

Die Berechnung der Volumina und Oberflächen von Umdrehungs- 
körpern ist somit auf das engste mit der Berechnung von Schwer- 
punkten verknüpft. Mit dem einen ist das andere sofort mitbestimmt 
und umgekehrt. 

Beispiele: Oberfläche des durch Drehung der Zykloide [60] 
(Fig. 21) um OA entstehenden Körpers: 


Fig. 120. 


\ 4 64 
0= 8r-2?rr= —ır. 
3 3 
Volumen desselben Körpers: 
; 5 
Vesan em. Dur, 


1) Lange Zeit hielt man Guldin für den ersten Entdecker. Doch hat 
schon Pappus aus Alexandria diese Regel gekannt. 
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Schwerpunkt der Halbkreisfläche: 
__ V’ (Kugel) 4 ar? 4r 
Br ee ll 
Schwerpunkt des Umfanges des Halbkreises: 
ne Se 


In=-S an. nı m 
256. Trägheitsmomente. Diese Hilfsgrößen spielen in der 
Mechanik eine sehr große Rolle Unter dem Trägheitsmoment eines 
Körpers (oder Länge, Fläche, Volumen) bezogen auf einen Punkt 
(oder Achse, Ebene) versteht man das Integral über das Produkt 
aller Teilchen des Körpers (Länge, Fläche, Volumen) mit den Qua- 
draten der Abstände von dem Punkte (Achse, Ebene). 
I. Trägheitsmoment eines Rechtecks, bezogen auf eine zur Seite b 
parallele nen (Fig. 121). 


Eon feine VE 40 


2 


bh? 
SCH 


Il. Trägheitsmoment eines Dreiecks, bezogen auf eine Seite 


(Fig. 119). 
iz - (ydalh = — = xdx(h — x)” 
— A | (0 — 22th + a’)dr 


h 


la: (22h? 2x°’h h> In> h? 
Te: 
) 


2. 
ah? 
rs 
III. Trägheitsmoment eines Kreises, be- 
zogen auf seinen Mittelpunkt (Fig. 122): 


T= | 2nodge'=27 | de 27% +0 
5 0 


ır* 
_ 


ud 


Mi 


IV. Trägheitsmoment eines Kreises, bezogen auf einen Durch- . 


messer A,A, (Fig. 115): 


456. g 32. Einfache Beispiele ausgeführter Integrationen. 256. 


fo [2zayy?- 2r* (cos? g sin’pdo 
-5 / sin: 2pdp-% | = con 4p)ay 


5 “fas 2 a 


PLA 
va | 
r* sin4&o r® /m sin?n —r  sin(— 27) 
ep anorg 

Te 2 : 
327 

ern 

= Er 


V. Trägheitsmoment eines Kreiszylinders, bezogen auf seine 
Achse. Man denke sich den Zylinder auf dem Kreise stehend (Fig. 122). 
Dann ist das Volumenelement — 2rxodo.h, wo h die Höhe des Zy- 


linders bezeichnet. Also: 
SE r 


= 20h: Jede e?= 2ıh eo | Buhl + C) 
0o=0 
art 
Ur 
VI. Trägheitsmoment einer Kugel, bezogen auf einen Durch- 
messer (Fig. 114). Man betrachte eine Scheibe als Zylinder von der 


Höhe dx und dem Radius y. Daher nach V: 


u De je - Sa 


3 je 2,72? + t)da = ET Fr De 1 


-r 
ER TO TREE a 
(r ER TE 


ae, 


257. Die folgenden Beispiele beziehen sich auf Massenanziehungen 


nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz: 


_ k'Mm, (1) 


K— Anziehungskraft, M und m die beiden Massen, » der. Abstand 
der beiden Körper (oder besser Massenpunkte); k? die von den ge- 
wählten Einheiten der BacES, Zeit und Masse abhängende GraviuungEg 
konstante. 


"ı2e 


DD | 
or 
-1 
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I. Anziehung einer unendlich langen, gleich- 
mäßig mit Masse belegten Geraden auf einen äußeren 
Punkt mit -der Masse m (Fig. 125). Es sei p die 
Dichte oder die Masse, welche auf die Längenein- 
heit kommt. Die Anziehung eines Massenelements 
ydx auf m ist nach (1): 

k’ymda 
ee 


2 


und die Komponente in der Richung des Lotes: 


_ köymda _ k’ymdaa 


s« ER Fig. 123. 


Die Resultante aller Anziehungen hat offenbar die Richtung des 


Lotes a. Daher: 
K-yma | %5- 


Man führe « als Integrationsveränderliche ein: 


a a 
Be een egton = -——-de 
cos«’ 5% d COS? «& 
gr 
rt ® 2 
| cos?« k2ym kym . 
K = k’yma 5 : cosede= - “+ sın 
e cos? «& a 
b) 
2 k2ym ei 
Va en 7 
a 


II. Anziehung einer homogenen Kreislinie auf einen beliebigen 
Punkt P mit der Masse m in der Ebene 
des Kreises (Fig. 124). Es ist das 
Massenelement der Kreislinie 


dsy=ogdpy, 


also die Anziehung auf m: 


kodpy:-m 
ae 


Fig. 124. 


und die Projektion auf OP, welche hier allein in Betracht kommt: 


k?edpy-m-cos« 
——) Pr RT Ye 


Mithin die Gesamtanziehung: 


Hier sind zunächst drei Veränderliche p, r, «. Welche soll man 
für die Integration behalten? Oder soll man gar alle drei fortschaffen zu 
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Gunsten einer vierten? Am nächsten liegt wohl, p zu behalten, wegen 
der einfachen Grenzen 0 und 2x. Es ist: 


; IIasra dad — 0 COS ad — 0 COS 
r—YVa?+0?— 2aocosp, cosa=-- FI —___ RE! 
Sin 2 Va?- 0?— 2aecosp 
aher: 
2 
Er COS 
K=1yom- a end 


Va?+ 0°— 2ag cos" 


Die Integration stößt auf Schwierigkeiten. Man könnte also ver- 
suchen r beizubehalten, oder &, aber ohne Erfolg, denn der Integrand 
wird nicht einfacher. In der Tat 
ist das Integral ein sogenanntes ellip- 
tisches Integral und muß nach be- 
sonderer Methode behandelt werden. 
(Vgl. $ 33.) 

III. Anziehung einer homogenen 
Kugelfläche auf einen Punkt P mit der 
Masse m (Fig. 125). Man behalte die 
Bezeichnungen von II bei, nur sei y die Masse der Flächeneinheit. 

Statt pds ist zu setzen nach V in [240]: 


Zryds-y= ERBART, 
sonst bleibt alles wie in Il. Also: 


K = kK2ryom el: RE. 


Y? 


Es trıtt also in das Integral noch der Faktor y=osiny ‚hinein. 
Daher, wenn man beibehält: 


@— 0059 


K=# nf. = 
(= h’2nyo nf Eee} -sinpdo 
0 


Die Grenzen sind O und x, während sie in II O und 2x waren. 

Zunächst scheinen sich die Schwierigkeiten gegen die vorige Auf- 
gabe wegen des neuen Faktors sin @ vermehrt zu haben. Aber bei 
näherer Betrachtung erkennt man in ihm umgekehrt eine wesentliche 
Erleichterung für die Integration, die sich sofort zu erkennen gibt, 
wenn man nicht @, sondern r beibehält und entsprechend transfor- 
miert. Es ist: 


ale 2 : a Ol 
re 0° — 2a0c0sp, OR ra 
: EEAIRAT a a a 
re 4-08 P =, ! 
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Daher nach der Umformung: 


ua rel, a 


2 ag 


leo ftefe 


IE en ee —a? RE c]: 


a? 


Bei der Einsetzung der Grenzen hat man zu unterscheiden, ob P 
außerhalb oder innerhalb liegt. Ist ersteres der Fall, so sind die 
Grenzen für r: | 

a—o und a-+o. 


Daher: 
_ K’zyomfTo’—a’ 
K= a? Be (a 0)| 
= [e-atetateta+e—a] 
_ k’4nyo’m 
ee 


oder (Gesamtmasse der Kugelfläche M = 40°): 


RM: ki 
5: 


d. h. eine homogene Kugelschale zieht einen äußeren Punkt so an, 
als ob ihre Gesamtmasse im Mittelpunkt vereinigt wäre. 
Liegt aber P innerhalb, so sind die Grenzen für r: 


oe—a und o-+a, 


also: 
K-n.e TEtgt+a-% 24 -(e-a)] 
ar noibordeonen e+al, 
K=0, 


“d. h.: die Gesamtanziehung einer homogenen Kugelschale auf einen 
im Innern befindlichen Punkt verschwindet. Für den Mittelpunkt ist 
dieser Satz selbstverständlich, aber für andere Punkte innerhalb 
mußte er bewiesen werden. Auch gilt er für sie nur unter Zu- 
grundelegsung des Newtonschen Gravitationsgesetzes. 


Aufgaben zu $ 32. 
1. Mantel des Umdrehungsparaboloids (Fig. 117). Probe für h=0. 
2. Oberfläche eines abgeplatteten Umdrehungsellipsoides, entstanden 
durch Drehung einer Ellipse um die kleinere Hauptachse 2b. Probe 
firra=b undb=V0. 
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3. Oberfläche eines verlängerten Umdrehungsellipsoides, entstanden 
durch Drehung einer Ellipse um die größere Hauptachse 2a. Probe 
für a—=b. 

4, Rektifikation und Quadratur der Kettenlinie 


Sie dreht sich um die «-Achse. Berechnung des Mantels und des 
Volumens des Umdrehungskörpers, wenn er begrenzt wird durch zwei 
Kreisflächen in den Abständen z=a und 2 =D. 

5. Trägheitsmoment eines homogenen Kreiskegels (Radius = r, 
Höhe = h), erstens bezogen auf die Umdrehungsachse, zweitens be- 
zogen auf eine zu ihr senkrechte Achse durch die Kegelspitze, drit- 
tens bezogen auf eine zur Umdrehungsachse senkrechte Achse durch 
den Schwerpunkt. 


S 33. Die Simpsonsche Regel. Die mechanische Quadratur. 
Integration durch unendliche Ausdrücke. 


258. Die Simpsonsche Regel. Wenn der Integrand eine 
ganze Funktion bis höchstens dritten Grades 


y=A+ Bx+ (Cx+ Da? (1) 
der Integrationsveränderlichen ist und man mit %,, %,,y den Anfangs- 
wert, .den Wert in der Mitte des Integrationsweges und den Endwert 
von % bezeichnet, ferner 

b-u=h=24 (2) 
setzt, so gilt die Gleichung: 


[N 
3 1 
= [var=%(y+4 +9) 4 
a ( 
A 
-zWw+4yı ty). 
Beweis. Es sei statt (1) zuerst nur angenommen, daß y nebst 
seinen vier ersten Ableitungen innerhalb 
F des Integrationsweges endlich und stetig sei. 
EEE Ä Die mittlere Abszisse werde x, genannt und 
die Transformation: 
Aa neeeh eng aa Ba Are ee 


% eingeführt, welche die neuen Grenzen — 4 


€ 


und +7 zur Folge hat. Daher: 
| | | d s=+4 | 
a FE / ydaa=[fa,+Hd. (4) 
a E=-4 
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ww | 
ou 
Ro 


Nach Taylor ist, wenn man die Lagrangesche Restform 
nimmt: 


y-f)=fan+ 
fa) + HEHE Er +1, 0) 


also: | 
+4 s=+4 , 
7= fvas- (ef@) ++ Er + Er) + 
4 ey 


+4 
IE s: = ft" (a + AE) de. 
ih 


Bei Einsetzen der Grenzen fallen das zweite und vierte Glied fort. 
Das Zusatzintegral kann nach dem zweiten Mittelwertsatz [243 6] ab- 
geschätzt werden: 


+4 1 +4 


1 
3 ONE vr "gi ee, | &5 
A Br 


(x, ist ein Mittelwert zwischen a und b). Man erhält: 


I-24@) + ft al an: (6) 


Andererseits folgt aus (d), wenn für & der Reihe nach — 1,0, +4 
gesetzt wird: 


a Zap 5 „ Pa mn 2: m 
y=f&)—4Af se art tert (—4,T), 
y=fla); 

24 1. 17 sr II Pal: Il 
Yy=fa)+Af(a)+ ah ()+ EL (2) + I (+ Ag), 
| | 21: m Ar RD CN 
Yrty ta =6rR)+ Sue (&)+ 4! 5 E „ - "|. 


Der Wert in der eckigen Klammer ist als arithmetisches Mittel zweier 
Werte von f””(z) wieder ein Wert von f(x), also etwa f””(x,)» 
folglich: 


| B Ba 24° um . 
= Yy+4n+ 9) = 2a) EI (&,) AS Far: Ca (7) 
Also gibt die Vergleichung von (6) und (7): | 
4I I: a) a) 
Bitte, (8) 


oder auch: 


h ' Sands (Cm) RE 
J= 6 Y+4yrY) + al 5 a ) h (9) 
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Ist y eine ganze Funktion höchstens dritten Grades von x, also 
auch von &, so verschwindet die vierte Ableitung identisch, d.h. für 
jeden Wert von x, und man erhält (3). Die dem Simpson zu- 
oeschriebene Regel stimmt also. Über ihre Entdeckung scheint nichts 
näheres bekannt zu sein, möglicherweise hat man sie zuerst an der 
Formel für den Inhalt des Prismatoids oder anderen Beispielen [254] 
durch Induktion gefunden. Sie macht, sobald man die Gewißheit ge- 
wonnen hat, daß der Integrand die geforderte Voraussetzung erfüllt, 
die Integration selbst überflüssig, wie folgende Beispiele be- 
stätigen sollen. 

Inhalt des Dreiecks: 


\ G 
EN Nee y—d, 
h G @ 


Volumen der Kugel: 
W=z2R, Vo: 3 0, Harz ar‘, Y = 0, 
= „(0 +4rr? +0) = ar". 
Moment des Prismatoides (hier ist y=u-v-x): 
l 
IN N m-., %=9:h, 
] n?, 
M = 5 (0 +2mh- gh)= (2m +9). 


Die Formeln stimmen mit $ 32. Es muß so sein, da im ersten Bei- 
spiele der Integrand bis zum ersten, im zweiten und dritten Beispiel 
bis zum zweiten und im vierten Beispiel bis zum dritten Grade an- 
steigt. Verkehrt aber wäre die Anwendung auf VI in [256], da der 
Integrand: 
G 8 „2)? — pi _ 2p2g? 4 ai 

bis zum vierten Grade ansteigt. Es wäre für h zu setzen 2r, für 
Yo; Yı, Yo; zu setzen 0, r%, 0, also: 


EBEN 1 BR ER NA 
rs a ed er 


Dieser Wert ist falsch, da stätt 1% stehen müßte &. Es war auch 
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gar nicht zu erwarten, daß er richtig sei; im Gegenteil, er mußte 


As) sein und zwar Pech (9), da RE Fer) 28 seo; 


zn» & 24 2 ! 
2m 3)" "5 


zu klein, wie es ja auch wirklich ist. 

259. Mechanische Quadratur. Sie stellt sich die Aufgabe, 
durch verhältnismäßig einfache Formeln die numerische Auswertung 
eines bestimmten Integrals möglich zu machen, ohne Kenntnis der 
Integralfunktion, also auch ohne Einsetzen der Grenzen in sie, 

Solche Formeln können allgemein nur Annäherungsformeln sein, 
‚welche bei gehöriger Abwägung des Verlaufes des Integranden eine 
gegebene in des Integralwertes richtig verbürgen. Eine von 
ren ist die Simpsonsche Formel, der keine ae gleichkommt 
oder gar sie übertrifft an Einfachheit, ns daß zugleich die Genauigkeit 
ganz et herabgesetzt Forde Sie vermittelt in den meisten 
Fällen die beste Ausgleichung der beiden widerstrebenden Wünsche, 
möglichst wenig zu rechnen und doch möglichst genau zu verfahren. 

Die Formel (9) zeigt, daß bei drei Ordinaten, Anfangsordinate, 
Mittelordinate und Endordinate, der Fehler die Form hat: 


ee ) 


Hier sind x, und &, nicht näher bekannte Mittelwerte von a und b, 
was aber kein Hindernis zu sein braucht, den Fehler, für dessen 
Kleinheit der große Nenner sehr ins Gewicht fällt, wenigstens abzu- 
schätzen. Es kommt, wie man sieht, auf die fünfte Potenz von h 
und auf den größten und kleinsten Wert der vierten Ableitung des 
Integranden an. 

"Stellt sich heraus oder vermutet man aus dem Verlauf des In- 
tegranden, daß mit drei Ordinaten nicht die gewünschte Genauigkeit 
erreicht werden kann, so steht nichts im Wege, nach [243 3] den 
Integrationsweg in Teile zu zerlegen und auf jeden Teil die Simp- 
sonsche Formel anzuwenden, da durch Verkleinerung von h der 
Fehler, wie seine Form zeigt, meist in einem viel stärkeren Ver- 
hältnis verkleinert wird. Wenn es geht, wird man der Einfachheit 
wegen den Integrationsweg etwa in n gleiche Teile oder vielmehr, da 
jeder Teil seine Mittelordinate haben muß, in 2» gleiche Teile teilen, 
so daß im ganzen 2n + 1 Ordinaten 


Yoy, Mir Yar + Yan Yanıı 


in Betracht kommen. Setzt man der Einfachheit wegen h = 2n4 
und wendet auf jeden Spielraum = 241 die Simpsonsche Formel an, 
so folgt: 
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J=J) ++: +J, 
tin t ER tntWt +3 3 Yeu-ıt ent Yon) 


oder in vereinfachter Form: 


J= ya Ay +29 + Ay ++ 2Yyan-ıt Yon + Ynın)- (2) 


Diese Gleichung ist die von 3 auf 2» +1 Ordinaten verallgemeinerte 
Simpsonsche Formel. Bei ihrer Anwendung wird man » eben groß. 
genug zu nehmen 
suchen, daß der 
Fehler die gestellte 
Genauigkeitsgrenze 
noch nicht erreicht. 
Nimmt man weniger, 
so leidet die Genauig- 
keit, nimmt man 
mehr, so erschwert 
man unnötigerweise 
die Rechnung. Wün- 
schenswert ist, wie gesagt, die durch (1) angezeigte Abschätzung des 
Fehlers, wenn sie überhaupt ausgeführt werden kann, was allerdings 
oft nicht möglich ist, z.B. dann nicht, wenn die Werte des Inte- 
granden nur empirisch oder graphisch gegeben sind. Aber in solchen 
Fällen können ja die Ansprüche an Genauigkeit überhaupt nicht sehr 
groß sein. 

260. Beispiel. Zu berechnen der Umfang U der Ellipse mit 
den Halbachsen a=5, b=3. Zunächst eine Schätzung. Es liegt U 
zwischen den Umfängen des großen und des kleinen Scheitelkreises 


ze ER ee 
Als erste Annäherung wird man das arithmetische Mittel betrachten: 
U=-8r25,la.cn 
Es ist aber dieser Wert sehr wahrscheinlich zu klein. Allerdings für 
a—=b würde er selbstverständlich stimmen, weil dann die beiden 
Kreise und die Ellipse zusammenfallen. Aber fürdb=0 ist U=4a, 
weil die Ellipse sich zu einer doppelt zu zählenden Strecke von der 


Länge 2a abplattet, während die obige Annäherung geben würde 
U= za, also zu wenig. Nach [144] ist: 


ds-VIr WW da VE dr. 


Daher, wenn man sich auf einen Quadranten beschränkt und darauf 
mit 4 multipliziert: 
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[Ver o 


Aber auf dieses Integral ER man die Simpsonsche Formel über- 
haupt nicht anwenden, weil der Integrand an der Grenze = a un- 
endlich groß wird, also ein unendlich großer Wert herauskommen 
würde, während der Umfang doch offenbar endlich ist. Es muß also 
eine Umformung vorangehen. Man setze e=a:-e und: 


x=asnpg, de=acospdp, Vat— ex?—=a?VYl— »sinp, 
V®—®=ayl- sing =acosp; 
£=0 entspricht 9= (0, £—=a entspricht = =; geht p von Ö bis —, 
so geht x von O bis a, wie es sein soll, also nach Fortheben von 
cosp im Zähler und Nenner: 


DIN 


= 1a (yı=a sin?pdy. (2) 


Nun wird auch der a nicht mehr unendlich, vielmehr ist sein 


orößter Wert —1 und sein kleinster Wert -V1—=b:a. Es 


sollte sein: ee 3, also ve=4, ce —=0,8, 


Te 


2 
U- 2% [Vi 0,84 sin’pdg. (3) 
N 
Bei der Anwendung der Simpsonschen Formel muß mithin: 


y— V1 — 0,64 sin? p — V0,36 + 0,64 009; h- 


gesetzt werden. Um eine gute Annäherung zu erzielen, nehme man 
ferner n=35, d.h. sieben Ordinaten, den Werten entsprechend: 


9 — 0, 15, 30%, 45%, 60°, 75°, 90° 

und berechne mittelst einer fünfstelligen Logarithmentafel. 

y, = Y 1,00000 = 1,0000, Y, = 1,00000 

— V0,95713 = 0,97832; 4y, = 3,91328 

Y — V0,84000 = 0,91652; 24, = 1,83304 

— Y0,68000 — 0,82463; 4, — 3,29852 

— Y0,52000 = 0,72110; 2, = 1,44220 

— y0,40287 = 0,63471; 4y, = 2,53884 

Ys = V 0,36000 — 0,6000; Ys — 0,60000 

ID! = 14,62588. 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 30 
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Ferner ist 


also: 


10 r 
ur > = 10x - 0,81255. 


log 10x = 1,49715 
log 0,81255 = 9,90985 ;, U= 25,527. 
log U = 1,40700 | 
Das Ergebnis ist einschließlich der letzten Stelle richtig. Vgl. [262]. 

261. Die Simpsonsche 'Formel ist nicht die einzige zur Aus- 
führung mechanischer Quadraturen geblieben, sondern hat eine große 
Anzahl von Gefährten erhalten. Man hat z. B. nach weiteren Formeln 
Umschau gehalten, so daß der Fehler bei noch höheren Potenzen von 
x anfangen möchte, indem man mehr als drei, also vier, fünf, sechs 
... Koordinaten nımmt und dementspreehend den Integrationsweg in 
drei, vier, fünf ..., jedoch immer in gleiche Teile teilt. 

Die entsprechenden Formeln nennt man nach ihrem ersten Ent- 
decker die Formeln des Cotesius. Sie haben die Eigentümlichkeit, 
daß man allgemein mit 2p— 1 Ordinaten beinahe gleiche Genauigkeit 
erreicht, wie mit 2» Ördinaten, und daß in dieser Hinsicht erst eine 
wesentliche Verbesserung eintritt bei dem Übergang von 2p auf p +1. 
Die Simpsonsche Formel braucht (in ihrer ursprünglichen Form) drei 
Ördinaten und der Fehler beginnt erst bei der vierten Potenz. Die 
nächstfolgende Formel des Cotesius: | 


l ) 
T= (u + 3yı +39 + 3%) 


braucht vier Ordinaten und der Fehler beginnt auch erst bei der 
vierten Potenz. Dagegen braucht die dann folgende Formel: 


h f Ic ‘ 
T= ,, (Ty, + 329, + 12% + 329, + 7y,) 


fünf Ordinaten, während der Fehler erst bei der sechsten (nicht bei 
der fünften!) Potenz von & beginnt usw. 

Ferner hat man untersucht, was etwa bei einer anderen Vertei- 
lung der Ordinaten herauskommen könnte. Insbesondere sei hier eine 
klassische Arbeit von Gauß erwähnt über diejenige Verteilung, welche 
bei gegebener Anzahl von Ordinaten die größtmögliche Genauigkeit 
erzielt. Dazu kommen noch andere Formeln und Methoden, welche 
für hohe Ansprüche an Genauigkeit, wie sie z. B. bei astronomischen 
Rechnungen, etwa der sog. Störungen gestellt werden, bestimmt sind. 

Das Kapitel von der mechanischen Quadratur könnte also recht 
umfangreich werden. Doch für die meisten Fälle der Technik reicht 
die Simpsonsche Formel völlig aus. 
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262. Außer der mechanischen Quadratur oibt es noch viele 
weitere Mittel und Wege ein bestimmtes Inteoral auszuwerten, wenn 
man es nicht durch die Integralfunktion und Einsetzen der Grenzen 
kann oder will. Hierher gehört die Integration mittels eines unendlichen 
und konvergenten Verfahrens und insbesondere die so häufig ver- 
wendbare Integration mittels unendlicher Reihen. Man entwickelt den 
Integranden in eine solche Reihe und integriert jedes Glied. 

Dabei muß selbstverständlich beidemale Konvergenz vorhanden 
sein, d. h. nicht allein die Reihe für den Integranden, sondern auch 
die Reihe der Integrale muß konvergieren. 

Erstes Beispiel: Vorgelegt sei das Integral: 


dx 
ne=y,2=-e, de=e_dy, 
el 
SL 
und nehme die Reihe für e” ($ 12), welche stets konvergent ist, so folgt: 
1 a 1 1 
7 faur a fvanız, [way + +0 
1 1 
et 


In«& ae). (Ing)> 


no Fass ar 


Man setze: 


also 


Auch diese Reihe ist konvergent. 


Zweites Beispiel: Rektifikation der Ellipse (zum zweiten male 
[260]. Der Umfang war in die Form gebracht worden: 


zT 
®. 
U=4a [Vi &sin’pdp. 
0 


Man könnte den Integranden schon so, wie er ist, nach dem 
binomischen Lehrsatz in eine Reihe entwickeln. Doch zur erheb- 
lichen Beschleunigung der Konvergenz sei er erst noch umgeformt 
durch Einführung des doppelten Winkels: 

1 


l 9 
2p=tb, dpo=, sin’p — 


1— cosp, = Er, 
Dane 


Die neuen Grenzen sind O und x=.: Man erhält: 


0-24?“ Jawyi + Roos. 
0 


30” 
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Nun’ erst entwickle man nach dem binomischen Lehrsatz: 
vl +kcsy—=(1+k cos»)? 
—-1+ Bi )Reosy + (5 ) R* cos? ıb +(5 )1® cos’ + (7) M eosty + ... 


und integriere jedes Glied. Dabei zeigt sich dann sofort, daß nach 
Einsetzen der Grenzen das zweite, vierte, sechste ... Integral ver- 
schwinden muß, da cosy, also auch seine ungeraden Potenzen, von 


dv = 0 bis Y -=+5 positiv und von v-+- bis Y= +7 in genau 
umgekehrter Weise negativ werden. Daher: 


zT zT 


Don Vet fa (4)# [eos dv dyb-+ (z)% ki  [eostwdu+: i 
0 


0) 


Nach [291 3] ist: 


far = 
0 


zt 


.w| A 


/ cos’yv dy = 2 [ eos®u KV se AR = 
e 


0 


yL4 
i = 
4 4 1.8 
cosd du =2 csydb—n.,.- 
0 0 
Ferner ist: 

Bee HN) _ 0.1 
2 1-2 2.4 2.4 
Mei en 
1200. 1.3.8.4 DA-0.8 
EEE EEE 
(%) = 9 24.0*,8.10212 


Endlich ist: 


2 2 a 2 
Lee N N es 
2 —e! a? anne ib: 


Daher, wenn eingesetzt wird: 
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a? db? 1 2 __H%\2 Bar : BSH BEN FE 
Me ——--1-57356& ) - Ted E 5 
2 ee NETT 2.4:0:8 2. 2Na® 2 

sn 10 1:3.5 (a? — D2\6 ] 

2-4.6.8.10-12 nen) ’ 


also im besondern wie in [260] füra=5,b=3: 
u: 1 1 8\2 1.3.5 1-3 8\4 
— 2x (1-5 le) - 33 
U vi 1 2:4 2 17 2.4.6.8 2.4 TV 
BB ER 1.3 BP. 3 \C 
er 


. = 2x Y17 (1 — 0,013841 — 0,000720 — 0,000069 
— 0,000008 — 0,000001) 
— 27 Y17 .0,985361. 
12x = 0,79818 
1117 = 0,615225 
.10,98536 — 9,99359 
LU = 1,406995 


U = 25,527 [vel. 260]. 


263. Noch seien zwei Methoden zur Lösung von Integralen ge- 
nannt, aber ohne näher auf sie einzugehen. Sie sind so sehr von- 
einander verschieden, wie nur irgend möglich, denn die eine führt in 
die höchsten Spitzen der Analysis und die andere verzichtet ganz und 
gar nicht nur auf analytische Entwicklungen, sondern auch auf nu- 
merische Rechnungen und geht mit Hilfe eines Werkzeugs oder Me- 
chanismus, also wirklich rein „mechanisch“ vor. 

Wegen der ersten Methode sei vorbemerkt, daß es oft gar nicht 
möglich ist, eine gegebene, irgendwie aus elementaren Funktionen zu- 
sammengesetzte Funktion zu integrieren in dem Sinne, daß die Inte- 
gralfunktion auch aus elementaren Funktionen zusammengesetzt sei. 
Ersetzt man hier das Wort „elementar“ durch das Wort „bekannt“, 
was ja oft beinahe einerlei ist, so liegt die Frage nahe, ob es nicht 
noch unbekannte Funktionen gebe, durch welche die Integration sich 
bewerkstelligen lasse. Man betrachte z. B. die Formel 


Jade ne + 6, 


links steht als Integrand die bekannte Funktion 1:x und rechts 
steht die auch bekannte Funktion Inz. Wenn aber die Integralrech- 
nung geschichtlich der Lehre von den Logarithmen vorangegangen 
wäre, so würde man zunächst von dem linksstehenden Integral nur 
haben erklären können, es ließe sich durch „bekannte“ Funktionen 
nicht lösen, bis eben die Logarithmen „entdeckt“ worden wären. 
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So wie es hier hätte sein können, so ist es wirklich gewesen 
bei anderen Integralen, bei den sog. elliptischen Integralen, wie z. B. 
die Formel für die Länge eines Ellipsenbogens: 


4 TFT 
s= — ee da 
a a? — x° 


eines enthält, nach welcher Formel sie ihren Namen erhalten haben. 
Solche Integrale auf die Integrale in der Tafel zurückzubringen ist 
ganz und gar unmöglich; es hat der Einführung neuer Funktionen, 
der elliptischen Funktionen und der Thetafunktionen bedurft, um die 
Lösung möglich zu machen. Weil aber die Thorie dieser Funktionen 
nicht hierher gehört, so muB es bei dieser Andeutung sein Bewenden 
haben. Nur sei noch hinzugefügt, daß man bei den elliptischen 
Funktionen, welche die Exponentialfunktion einerseits und die trigo- 
nometrischen Funktionen anderseits als sehr einfache Grenzfälle um- 
fassen, nicht stehen geblieben ist, sondern im weiteren Fortschreiten 
einen herrlichen Schatz von Funktionen aufgefunden hat, der zur Lö- 
sung mathematisch sehr schwieriger Aufgaben gedient hat und noch’ 
dienen wird. | 

Die zweite Methode ist wie gesagt, rein mechanisch und beruht 
auf dem Gebrauch eines Mechanismus, des sog. Integraphen, dem fol- 
gende Idee zugrunde liegt: Man stelle sich die Kurve für den Inte- 
sranden (le) und die Kurve für das unbestimmte Integral (1): 


.@) y=f(a) und ß) Y= ir f(x) da (1) 


vor. Es soll sein: 


daY day 

Er == Y und Ar == tgr, (2) 

wo r den Richtungswinkel für die Tangente von (1ß) bezeichnet. 
Also 
tgr=y, (8) 


d. h. dieser Richtungswinkel von (1) ist unmittelbar durch die Ordinate 
von (l«) bestimmt. Der Integraph löst eben die Aufgabe, durch Ver- 
bindung von Gleiten und freien Rollen zu der gegebenen Kurve (1«) eine 
zweite Kurve (1ß) gemäß der Formel (3) zu finden. Die Ordinate Y 
der Kurve (1ß) ist dann das unbestimmte Integral für die Kurve (1«). 

Weiteres muß man aus einer ausführlichen Beschreibung eines 
Integraphen oder noch besser aus der Vorführung eines solchen ent- 
nehmen. Es soll jetzt gelungen sein, den Fehler auf wenige Prozente 
des Wertes herabzudrücken, was für viele Fälle der Technik völlig 
ausreicht. Man führt den Integraphen über die Kurve und liest dann 
das Integral unmittelbar am Apparate ab. 


264. Übungen zu $ 38. Aa71 


Übungen zu 8 33. 


l. Die Schwingungsdauer t des mathematischen Pendels von der 
Länge ! und dem Ausschlagswinkel +« bzw. —« wird durch die 
Integralformel bestimmt: 


nah & 
sa VE 
ner 9.J V ?(eos« — cosp) 
) 


Weshalb ist die Auswertung des Integrals weder nach der Formel 
von Simpson noch durch Reihenentwicklung nach dem Binomischen 
“ Lehrsatz möglich? Weshalb wird sie aber möglich, wenn das Inte- 
gral durch die Substitution 


ur + ME 

sın — = sınY sın z- 

umgerechnet wird. Berechnung von 2 durch eine unendliche Reihe 
unter Benutzung der allgemeinen Formel [2913]: 


14 


3 
net, OR 
fs ydy=, EEE TIEE 
| 0 
2. Die in [261] genannten Formeln des Cotesius sind abzuleiten 
und Formeln für ihre Fehler zu ermitteln. 


3. Die Ellipse 


TE EHE 
| TE 1=0 
dreht sich um die y-Achse. Die Oberfläche des abgeplatteten Um- 
drehungsellipsoids soll nach der Simpsonschen Formel berechnet 


werden, nachdem ein Hilfswinkel p durch die Gleichungen 
2 —56089, Y= 3sinp 
eingeführt worden ist. Probe durch Berechnung mittels der genauen 


Formel (2. Aufgabe in $ 32). 


$ 34. Mehrfache Integrale. 


264. Wie das gewöhnliche oder einfache Integral erklärt wird 
als ein Grenzfall einer gewöhnlichen Summe, so ist das Doppelintegral 
ein Grenzfall einer Doppelsumme [15], das dreifache Integral ein 
Grenzfall einer dreifachen Summe usw. Die Summanden sollen in 
allen Fällen unendlich klein werden, aber bei dem einfachen Integral 
schon durch eine Integration, bei dem Doppelintegral erst durch zwei 
Integrationen, bei dem dreifachen Integral erst durch drei Integratio- 
nen usw. den gesuchten wirklichen Wert geben. 


472 $ 34. Mehrfache Integrale. 264. 


Wie das gemeint ist, läßt sich sehr klar geometrisch erläutern. 
Die Länge s eines Kurvenbogens hat nur eine Dimension, sie wird 
durch das einfache Integral 


s — [ds (1) 


bestimmt. Der Inhalt F' einer gegebenen Fläche, gleichgültig ob eben 
oder krumm, hat zwei Dimensionen; er wird durch das Doppelintegral: 


F= [ar (2) 
bestimmt, wenn dF' nach allen Richtungen auf der Fläche unendlich 
klein ist. Das Volumen Y eines Körpers wird durch das dreifache 


Integral: f 
= //jav (3) 


bestimmt; wenn dV nach allen Richtungen des Raumes unendlich 
klein ist. 

Allerdings werden, wie in $ 32 ausführlich gezeigt, auch Flächen 
und Volumina häufig durch einfache Integrale bestimmt: 


F= ar, V=-fav, 


aber dann sind die dF oder dV zwar immer noch unendlich klein, 
aber nicht nach allen Richtungen, sondern nur noch nach einer 
Richtung. So z. B. in der Formel I [240] 


F= [yda. 


Hier ist das Differential von F oder ydx ein Streifen von der 
unendlich kleinen Breite dx aber der beliebigen endlichen Länge y, 
welche ja auch noch in Differentiale geteilt werden könnte. Oder in 


der Formel V [240] 
O — [2myds. 


Hier ist das Differential von O oder 2zyds ein Ring von der 
unendlich kleinen Breite ds, aber dem beliebigen endlichen Umfang 
2zy, welche ja auch noch in Differentiale geteilt werden könnte. 


Oder in der Formel IV [240] 
v= (fda. 


Hier ist das Differential von V eine Scheibe von unendlich 
kleiner Dicke dx, aber der beliebigen endlichen Grundfläche f, welche 
ja auch noch in Differentiale geteilt werden könnte. 

In diesen drei Beispielen ist die eine Integration oder sind zwei 
der Integrationen bereits ausgeführt gedacht, so daß nur noch eine ein- 
fache Integration zu leisten übrig bleibt. Umgekehrt wird sich als- 


264, 265. Doppelintegrale. 413 


bald herausstellen, daß ein nfaches Integral in der Regel durch auf- 
einander folgende einfache Integrationen in ein n — 1faches, dann in 
ein n — 2faches... und zuletzt in ein einfaches Integral verwandelt 
wird, wenn man es auswerten will. 

Für die Folge soll die Betrachtung auf Doppelintegrale beschränkt 
werden, nicht allein der Einfachheit wegen, sondern weil bei dem 
Ubergang auf dreifache, vierfache usw. Integrale wesentlich Neues nicht 
hinzukommt. 


265. Wie das einfache bestimmte Integral immer geometrisch 
als eine Fläche gedeutet werden kann, welche begrenzt wird durch eine 
- Strecke auf der Abszissenachse, durch Anfangs- und Endordinate und 
durch die Kurve, welche den Integranden bestimmt, so ist es möglich 
auch das Doppelintegral, mag es an sich sein, was es wolle, zu ver- 
anschaulichen wie folgt. Man nehme ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system der xyz an und stelle sich z als 
Intesranden vor, der durch eine Gleichung 
von der Form: 


2— Fix, y) (A) 
bestimmt sei. Alsdann denke man sich aus 
der xy-Ebene durch eine beliebige ge- 
schlossene Linie eine völlig begrenzte Fläche, 
das sogenannte Integrationsgebiet f, aus- 
geschnitten und in allen Punkten der Grenz- 
linie Grenzordinaten errichtet. So entsteht 
ein Körper, der begrenzt wird erstens durch 
die ebene Fläche f, zweitens durch die 
Grenzordinaten, welche in ihrer Gesamtheit 
einen Zylinder bilden, der einerseits durch 
die xy-Ebene, andererseits durch die Fläche 
mit der Gleichung (1) vollständig abge- 
grenzt ist und drittens durch den entsprechen- 
den innerhalb des Zylinders liegenden Teil 
dieser Fläche. Das Volumen V dieses Körpers wird augenscheinlich 


durch die Formel: 
v=- (Jzar= || Fo War 2) 


bestimmt, wobei vorausgesetzt wird, daß f in unendlich viele nach 
allen Richtungen in der «y-Ebene unendlich kleine, sonst aber be- 
liebige df geteilt worden seı. 

Hierzu sei noch bemerkt: Erstens: Im allgemeinen werden f 
und seine Differentiale df absolut oder positiv vorausgesetzt, anderen- 
falls müßte das Gegenteil ausdrücklich erst kenntlich gemacht werden. 


Fig. 128. 
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Zweitens: die Ordinaten 2 werden algebraisch angenommen, können 
also gegebenenfalls ebenso gut positiv wie negativ sein. Drittens: 
Das Integrationsgebiet f entspricht dem früheren Integrationsweg. 
Während damals aber nur zwei Grenzen, die untere und die obere 
Grenze existierten, sind hier unzählig viele 
Grenzen vorhanden, welche in ihrer Gesamtheit 
die Grenzlinie bilden und es geht nicht an, von 
einer oberen und von einer unteren Grenze zu 
reden. Viertens: Statt einer Grenzlinie kann 
es auch mehrere geben, denn das Integrations- 
gebiet f braucht nicht „einfach“, sondern kann 
auch „mehrfach“ zusammenhängend sein.!) Fünf- 
tens: Ist der Integrand z innerhalb des Integrationsgebietes und an 
seinen Grenzen eindeutig und stetig, so hat das Integral einen be- 
stimmten endlichen Wert. Sind aber Unstetigkeitsstellen, insbesondere 
Unendlichkeitsstellen für den Integranden vorhanden, so ist wie in [253] 
von Fall zu Fall auszumachen, ob sie auch Unstetigkeitsstellen für das 
Integral werden. Sechstens: Die geometrische Veranschaulichung des 
Doppelintegrals ist nicht mit seiner analytisch abstrakten Bedeutung 
zu verwechseln. 

Auch sind folgende Sätze aus der 'Theorie einfacher Integrale 
sofort übertragbar: 


Pig. 129. 


Srar=r- en (8) 
Mittelwertsatz. Es soll z,, ein Mittelwert aller 2 sein. 


Teilt man das Integrationsgebiet beliebig in Teile, so wird das 
Doppelintegral (3) in entsprechende Teile zerlegt. 


SJazar = a/ fear. ß | (4) 


Ein konstanter Faktor kann vor die Integralzeichen gesetzt werden. 


Sarat+ Jar /Jaaı far (5) 


Eine Summe kann integriert werden, indem man die Summanden 
einzeln integriert und die entstandenen Integrale addiert. 


266. Wenn es nicht darauf ankommt, begnügt man sich auch 
bei mehrfachen Integralen der Einfachheit und been Übersicht- 
les) wegen mit einem Integralzeichen. Als Beispiel hierfür werden 


1) Eine a allgemein eine von einer einzigen geschlossenen Linie 
begrenzte ebene Fläche heißt einfach zusammenhängend. Sie wird durch jeden 
innerhalb der Fläche verlaufenden, von einem Grenzpunkt zu irgend einem 
anderen gehenden „Schnitt“ in zwei Teile geteilt. Eine ebene, von mehreren 
Linien begrenzte Fläche. heißt mehrfach zusammenhängend (Fig. 129). - Der 
Schnitt AB der Ringfläche teilt diese nicht in zwei Teile. 


266. Transformation von Trägheitsmomenten. 475 


die allgemeinen Theorien der statischen Momente, der Trägheitsmomente 
und der Zentrifugalmomente unter Beschränkung auf ebene (gleich- 
mäßig mit Masse belegte) Flächen entwickelt. Es sei f eine solche 
ebene Fläche, welche in Elemente df zerlegt gedacht wird, so daß 


f=-Jaf | ) 
gesetzt werden muß. Sodann lege man irgend ein Koordinatensystem 
zugrunde und bestimme die statischen Momente: 


«) M,— [ydf, 8 M,— fadf (2) 
-ferner die beiden Trägheitsmomente: 
«) T,— /ywar, 8) 2,— fardr er 
und endlich das sogenannte Zentrifugalmoment. 
Ca =: wydf. (4) 
Dann gilt der folgende Satz: Sind die sechs Größen 
ii M,, ih, ib Yen Er (8) 


für irgend ein Koordinatensystem durch (doppelte) Integration be- 
rechnet, so lassen sich die entsprechenden Größen für jedes andere 
Koordinatensystem ermitteln, ohne weitere Integration. 

Von der ersten Größe f ist dies selbstverständlich, denn f hängt vom 
Koordinatensystem überhaupt nicht 
ab und ist also in diesem Sinne 
konstant oder invariant. Was die 
Transformation der anderen fünf 
Größen betrifft, so halte man sich 
an die Transformation der Koordi- 
naten nach den Formeln der analy- 
tischen Geometrie: 


x“ =xcose+ysin« +4 (6) 
y=—zsinge+ycose+b 
daher: Fig. 130. 
M , - /yaf - /(- xsin@ + %ycosa«a + b)df 
also nach Anwendung von (4) und (5) in [265] 


M,-— sine [adf + cosa/ydf = bfar, 
M,„= — sinaM,+ cos«eM,+ bf, 


x 


oder: 


und ebenso: 


M,„— cos«eM,+ sinaM,+ af. (7) 
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Ferner ergibt sich: 
1,= [War - - (2 sin«a + ycosa + b)’df 
— sin? a: zdf + cos?« |yPdf — 2sin«a cos« Seyar 
— 2b sina [adf+ 2 cosa [ydf + [af 


Tu sin old cos®’«T,— 2 sin« cosel,, } 
— 2bsinaM, +2bcos«eM,+ b’f (9) 


(8) 


d.h. 


und ebenso: 
2 2 oe 
T,= e08’«T,+ sin’«T,+ 2sin« cosaQ,, 


+ 2a cos aM, + 2asıneaM, + af, (10) 
endlich folgt: 


Oo — /aydf — (a cos@a+ysina+a)(—-asin«+Yycosa+b)df 
Ö., = + sinacosa(T,— T,) + (cos®’« — sin’«e)(,, 
+ (bsinae-+ acose)M,+ (- asin«+beos«)M, + abf. (11) 
Die Formeln (7) bis (11) beweisen den Satz. Sie vereinfachen 
sich sehr erheblich, wenn M,— M,= 0 gesetzt wird, also O mit dem 


Schwerpunkt von f zusammenfällt. Man erhält An, wenn auch 
noch «= (0 angenommen, d. h. nur parallel verschoben hık 
M„=bf;. M„= af. 

TAB DT tor (12) 
Cry = en, an abf. 
Die beiden ersten Formeln drücken dann den bekannten Momenten- 
satz aus: Statisches Moment — Fläche (in der rationellen Mechanik 
Masse) > Abstand des Schwerpunktes, der umgekehrt in $ 32 zu 
mehreren Schwerpunktsberechnungen gedient hat. Die dritte und 
vierte Formel führt in sehr einfacher Weise Trägheitsmomente auf 
parallele Schwerpunktsachsen zurück und die fünfte leistet dasselbe für 
Zentrifugalmomente. 
Setzt man dagegen a=0,b=(, « beliebig, d. h. dreht man um 
folgt: 
sale T,= c08?«T, + sin’aT, — 2sina cos«(,,, 
T,= sin’«T,+ c0s’«aT, + 2sina c0s«(,,, 
O,„= sine cosa(7,— T,) + (cos’« — sin’«@)C,, 

Aus der letzten Formel geht hervor, daß es stets zwei durch O 
gehende senkrechte Achsen gibt, für welche das Zentrifugalmoment 
verschwindet. Denn die Bedingung U,,— 0 ergibt 
20 

2y 


I H 


266. Trägheitsellipse. AT 


Man nennt diese Achsen (bekanntlich) freie Achsen und die zu- 
gehörigen Trägheitsmomente Hauptträgheitsmomente, wenn OÖ der 
Schwerpunkt ist. Wählt man sie zur x- und y-Achse, so wird (,,=0 
und die Formeln vereinfachen sich in: 


T,„— cos’«T, FEinreel,, 
T,„= sin’«T,-+ cos? Zoe (13) 
O„,„= sine cosa(T,— T,). 


7y 
Die beiden ersten Formeln finden ihre geometrische Deutung durch 
die sogen. Trägheitsellipse, welche entsteht, wenn man auf jeder 
Achse von O aus nach beiden Seiten eine ee abträgt, deren 
Länge der Quadratwurzel aus dem zugehörigen ann um- 
gekehrt proportional ist. Darnach ug nach Harfıhrand irgendeines 
Be ae os } auf den freien Achsen die Strecken: 


Dun 

Te len 

und auf der beliebigen Achse «° mit dem Richtungswinkel « die 
Strecke: 


[4 


U 


aufzutragen. Die Umkehrungen ergeben: 


7? 12 7? 
Hr T=— T,=- 


x a?? y p?2? © 0 


womit die erste der drei Gleichungen (13) nach Fortlassen des Faktors A? 
und Multiplikation mit 0? die Gestalt annimmt: 
ne oder: I, 

wenn &=g_cos«, „=osin« gesetzt wird. Es sind &E und n die 
Koordinaten des Endpunktes der auf der x’-Achse nach obiger Fest- 
setzung aufzutragenden Strecke 0. Dieser Endpunkt beschreibt also 
bei der Drehung der x’-Achse eine Ellipse mit den Halbachsen a und 
b, die sogen. Trägheitsellipse. 

Ist «= b, also auch 7,= T,,, so wird aus der Rllipse ein Kreis. 
Alle Trägheitsmomente, bezogen auf irgendwelche Schwerpunktsachsen 
werden einander gleich; jede Schwerpunktsachse ist eine Hauptträg- 
heitsachse (und alle Zentrifugalmomente verschwinden). 

Schließlich sei noch die einfache Beziehung zwischen polaren 
und achsialen Trägheitsmomenten entwickelt. Es sind die beiden 
achsialen Momente für die x-Achse und die y-Achse: 


n.- fwar, 1, fear 
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Dagegen ist das polare Moment bezogen auf den Punkt O: 
1, frtaf. | 
also gemäß der Gleichung r? = x? + y? 
= /(@+ 9) af- [araf + far, 
n=-T,+T, 


d. h. jedes polare Trägheitsmoment ist gleich der Summe zweier 
achsialer Trägheitsmomente, bezogen auf zwei zueinander senkrechte, 
durch den Pol gehende Achsen. Ist im besonderen: 7,— T,, so 
folst: 


d.h. 


T, 
Del, 2 el le 
In der Tat war in [256] gefunden worden für den Kreis, be- 
zogen auf den Mittelpunkt als Pol und auf einen Durchmesser: 


T,= 


4 „4 
T,= —, 
also das erstere doppelt so groß wie das letztere. 

Entsprechende Formeln lassen sich entwickeln für statische 
Momente und Trägheitsmomente räumlich ausgedehnter Körper be- 
zogen auf Punkte, Gerade und Ebenen. Sie sind selbstverständlich 
viel reichhaltiger, sonst aber von derselben Art. Die Dynamik starrer 
Körper macht von ihnen seit Euler immerfort Gebrauch 


267. Ist ein Doppelintegral: 


I= SSeaf- SF war () 


wirklich auszuwerten, so entscheide man sich zu allererst, wie das 
Integrationsgebiet f in unendlich kleine Teile geteilt werden solle. 
Am nächsten liegt, Parallelen zur x-Achse und Parallelen zur y-Achse 
zu ziehen und so f in unendlich viele Rechtecke zu zerlegen, d. h. 


df= deedy (2) 


zu setzen. Es wird dann: 


I= | fzaf = | |zdxay - //F@, y)dady. (3) 


Selbstverständlich sind nur solche Rechtecke dzdy zu nehmen, 
welche innerhalb von f liegen. Freilich sind an der Grenzlinie | 
auch Rechtecke gelegen, welche sich teils innerhalb, teils außerhalb 
von f befinden; aber der Bestandteil, den sie zum Doppelintegral 
geben, verschwindet offenbar beim Übergang zum limes, d. h. bei wirk- 
licher Integration. 


267. Berechnung von Doppelintegralen durch zwei Integrationen. 479 


Die dxdy bilden keine einfache Reihe, doch können sie in Reihen 
von Reihen geordnet werden. Man setze zunächst y und dy als ge- 
‘ geben an, dann bilden die dady einen un- | 
endlich schmalen Streifen AB von der 
Breite dy, der vonz=x, bs <=, sich 
ausdehnt. Und die zugehörigen Elemente . 
des Integrals J/ bilden eine unendlich dünne 
Scheibe von der Dicke dy und der ÖOber- 
fläche: 


0= [F(a, y)da, (4) 


Fig. 131. 


welche also durch ein einfaches Integral bestimmt wird, in welchem 
F(z, y) der Integrand und x die Integrationsveränderliche ist, wäh- 
rend y wie ein gegebener konstanter Parameter betrachtet werden 
sol. Nach Ausführung dieser „ersten“ Integration wird O0 eine 
Funktion von y und zwar, wohlbemerkt, aus zwei ganz verschiedenen 
Gründen. Einmal, weil y von vornherein im Integrand vorkommt, 
und das zweitemal, weil x, und x, (im allgemeinen) von y abhängen. 
Es werde also gesetzt: | | 
| 0= 0(y) (5) 


um (0 als Funktion von y anzudeuten. 
Nunmehr sind die Scheiben O(y)dy selbst wieder zu integrieren. 


I= [Oyay, (6) 


und hier hat man nach vollbrachter (unbestimmter) Integration die 
äußersten Werte für y als Grenzen einzusetzen. Dann erst ist die Aus- 
wertung des Doppelintegrales vollendet. 

Man integriere also erst „nach“ x, was durch die Formel: 


I- [Fo waray-f|, / Fa, y) away 0) 


angedeutet sein mag, setze nach dieser ersten Integration für © die 
Grenzen a, und x, ein, welche im allgemeinen von y abhängen; inte- 
oriere dann „nach“ y und setze die äußersten Werte von y als 
Grenzen ein. 

Das also ist es! Man integriert zweimal aber beide Male einfach. 

Statt erst nach x und dann nach y kann man auch erst nach y 
und dann nach & integrieren. Das Endergebnis ist dasselbe und in- 
sofern kommt es auf die Reihenfolge des Integrierens nieht an. 
Doch können sehr wohl in der einen Reibenfolge die Integrationen 
leicht und glatt vonstatten gehen, während vielleicht in der anderen 
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Reihenfolge Schwierigkeiten auftreten, wie sich mehrfach heraus- 
gestellt hat. Oft aber ist auch in dieser Hinsicht die Reihenfolge 
gleichgültig. 

Noch ist zu erwähnen, daß, falls die Grenzlinie Einbuchtungen 
besitzt (Fig. 132) oder mehrere Grenzlinien vor- 
handen .sind, also f mehrfach zusammenhängt, bei 
der ersten Integration statt eines Streifens deren 
mehrere auftreten können, worauf man gegebenen 
falls natürlich ganz gehörig acht geben muß. 


268. Erstes Beispiel. Der Integrand sei: 


EN ya 
an Near 
(Gleichung eines elliptischen Paraboloids). f sei ein Rechteck, Seiten = 2a 


und = 2b parallel zur x-Achse und zur y-Achse. Mittelpunkt M(«, ß). 


Der wirklichen Integration gehe 
eine Schätzung voran. Nach dem 
Mittelwertsatz ist: 


J=f:2,> 4aba,. 


2. soll ein Mittelwert aller 2 sein. 
In Ermangelung seiner genauen Kennt- 
nis wird man zunächst statt 2, das 


z für die Mitte M des Rechtecks 


nehmen, also: 


Doch ist dieses 2, sicherlich zu klein, 
wie sich aus der Krümmung des ellip- 
tischen Paraboloids nach oben ergibt. 


Also: | 
J>fa; J>4ab(, +5): (1) 


2p 2q 


Andererseits ist 2, offenbar aus demselben Grunde 
kleiner als das arithmetische Mittel der vier den 
Endpunkten des Rechtecks entsprechenden Werten 
von 2, nämlich: 


SHo-Le e.d), lea) (Pe 
Soap eg N Tore ee 


le Hg! NE TDII TE le or 


2, 


2 
Fig. 134. Z 2p 20. 2p 2q 
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Das arıthmetische Mittel dieser Werte ist: 


4 tr» +3 4% a* a 
mithin: 
> ne ß? a? bh? ö 
en en, 2) 


So ist J in zwei Grenzen eingeschlossen ohne Integration. 
Um aber seinen Wert mathematisch genau zu berechnen, bleibt 
nichts übrig, als zu integrieren. Also „erst nach x“: 


7-/& + 7) a2] ay = S@+9 


%, und x, sind konstant, nämlich: = ee — a, = +0. 


+ m’— (le — a’ ,(@ +a) — (ea) 
BT N 6p ed = )a 
ba?a+ 2u? en a 
N em 
Nun integriere man „nach“ y. he folgt: 
"sata 2a’ 2y°a 
ra Es ehıre 
Yo 
Hier ist: „=ß-b,y =ß+D, daher: 
= (+9 Bd) +, (B+ BD) 
6ba’a+ 2a? 3 
— Gp 2b + ,.(6ß°b + 20°) 
a ae | 
datt let). (3) 


Man sieht, der wahre Wert von J liegt in der Tat zwischen den 

beiden in a) und (2) angegebenen Werten, wie es sein muß. | 
Zweites Beispiel. Dieselbe Aufgabe, nur soll f eine Ellipse mit 

‘den Halbachsen a und 5 sein (Fig. 135), Man integriere „erst nach x“. 


J= le rn ")aaay- I SS + %)aelar 
-f@ Er dg eu 


Die Grenzen x, und x, sind rar konstant, son- 


dern: 


a 2 ee Fig. 135. 
Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 31 
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Man erhält wıe vorhin: 
6a? Er „aye 
1 N 24 ) ay. 
‘Doch muß noch & berechnet as Es ıst: 


Z+p=b. n=3-B E=- -V#P- go: 
(& wurde stillschweigend als positiv vorausgesetzt). Mithin: 
aa. E 
—/4ay. 


je; , VE=G= +2 Vi — W—n” 
4 N UT 
6p 
2q 


Die zweite Integration ist wegen der jetzt auftretenden Wurzel, 
welche durch Einsetzen der Grenzen für x hineingekommen ist, lange 
nicht so einfach wie im vorigen Beispiel. Aber sie läßt sich durch- 
führen, wenn man integrieren kann (vgl. $ 36). Zunächst eine kleine 
Vereinfachung: Man setze: 


y—-ß=bu y=Pß+bu, u I, dy = bdu. 


VW Br DVI zR 
Die Grenzen für y sind ß— b und 8 +b, also sind die Grenzen für 
u: —1l und +1, folglich: 


Tu NE a ETERDnTerue 


=>) 


oder nach Zerlegung von A inkl Br Va 
U ae [vie u” du-+ 1 fauyı-w 
MEER 
+ (- a 20) [ duyi—ıe |. 


Es sind also noch drei Integrale zu lösen. Das erste wird nach 
der Rekursionsformel Kr 4| behandelt: 


+1 in q 
7 U 
EA — u? du = a e +} Jvi-w 
ee | 
| ( ++are (sin = u) + ) 


7t 
2 


=0+3are(sin=1)-0—-zare(sin=—-1)=7: 
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Das zweite ist 
4 + 


1 ei 
ER a ET Pe 
| Ta ac u) —  \Vr —(. 
A Zu 


1 1! 


Im dritten Integral wird zunächst der Integrand umgeformt in: 
@—I+1)yV1-W=V1l-W—-V1-—u 


und dann abermals die Rekursionsformel [284 4] angewendet: 


= a +1 
Swdu aber: = /duyi ne [auyı u 
4 2 1 


= +1 a +1 

a3 | 6) 2) = 
Fk | Dr ,uy 1 — u’ 3 9 
-/duyl—u a rare duyl—u 
—y 1 re 

7 5 7c 


Daher endlich: 


ee ha a 


a? ß? a? b? 
Ele; (4) 
Diese Formel entspricht durchaus der Formel(3) im ersten Beispiel. 
An Stelle von 4ab, d. h. der Fläche des Rechteckes, steht zab, d.h. 
die Fläche der Ellipse. Das erste Glied der eckigen Klammer ist 


bei beiden dasselbe und nur im zweiten Glied der eckigen Klammer 
steht einmal 6, das andere mal 8 in den Nennern. 


269. Transformation von Doppelintegralen. Die Zer- 
legung des Integrationsgebietes f in Elemente kann aber auch anders 
. geschehen, als durch Parallelen zur x-Achse und zur y-Achse. Man 
ersetze etwa die erste Schar Parallelen durch irgend eine Kurvenschar 
und bezeichne den Parameter dieser Schar 
mitw. Desgleichen ersetze man die zweite 
Schar Parallelen durch eine andere 
Kurvenschar und bezeichne den Para- 
. meter mit v. Dabei wird aber voraus- 
gesetzt, erstens, daß durch jeden Punkt 
P von f eine und nur eine Kurve v und 
ebenso eine und nur eine Kurve » geht 
und zweitens, daß sich beide Kurven ın 
P auch wirklich schneiden (nicht etwa 
berühren). | 

Alsdann wird f durch die Scharen « und v augenscheinlich auch 
in Elemente df zerlegt, in Vierecke PP,P,P,. Was u und v geo- 
metrisch bedeuten ist dabei ganz gleichgültig, es genügt, daß P durch 

> 


Fig. 136. 


u 
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« und v eindeutig bestimmt wird, daß man « und v, wie man sagt, 
als „krummlinige“ Koordinaten von P betrachten darf. In diesem Sinne 
sind die vier Ecken | 
P(u,v) P(u,v+dv) P,(u+du,v) P,(u+du,v+dv). (1) 
Andererseits wird jeder Punkt auch durch seine rechtwinkligen 
Koordinaten x und y bestimmt. Folglich muß es möglich sein, & 
und y durch « und v auszudrücken oder umgekehrt. Es sei also: 
ee p(u, v), Yen blu, v), | (2) 
wo @ und % zwei gegebene Funktionen von u und v bezeichnen. 
Die totale Differentiation ergibt: 
ds, =p,du+g,dv, d„=v/du+vy,dev. (3) 
Dies gilt bei dem Übergang von P auf P,, was der Index 2 anzeigen 
soll. Will man von P auf P, oder auf P, übergehen, so hat man 
du oder dv gleich O zu setzen, d. h. es ist: Ä 
de, =gQ,dv, day, v,dv | 
di, Be p,du, dy, ie v,du S 
und die vier Punkte sind in rechtwinkligen Koordinaten: 
Pi&, Y), Pa, =x+da, y=ytdy), (5) 
P,(% = + da, y% = y+dy,), P;(&,; =&+ da, y =y+dy,) 
Die Mitte von P und P, und die Mitte von P, und P, haben 
bekanntlich die Koördinaten: | 


+ % Y+% ta Yıty 
u S bzw. EB 5 


Beide Wertepaare werden identisch, wenn man die obigen Formeln 
einsetzt, d.h. das unendlich kleine Flächenelement ist ein Parallelo- 
gramm. Daher: | 


df = Parallelogramn PP. .D,D, 2RR N 
= +) -W-u- NW ®)] 
— + (da,-dy, —dy,-d&,), oder nach (4) 


af Er I du-dv- (Pu b d, = », j p,) ‘ (6) 
Dies ist der Ausdruck des Flächenelementes. Den Faktor: 
r ‚\ [ok 0 
a ke E 
p, D) ee Br 4 ir 109 Ob. (7) 
ur v, | Du’ Ov | 


nennt man (nach Jacobi) die „Funktionaldeterminante“ der beiden 
Funktionen $ und %. Das Vorzeichen ist so zu wählen, daß df po- 
sitiv wird. Das Integral 
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J=/|r%, y)dady (8) 
nimmt daher durch die Substitution (2) die Gestalt an: 


I= [| F(p@u, dv), Wa, V)) (Pu We — Wa Ye) du-dv. (9) 
Diese Formel ist die Erweiterung von (12) in Tafel 1 [250] auf 
Doppelintegrale. Selbstverständlich müssen bei der Vornahme der 
Integrationen auch die Grenzen entsprechend transformiert werden, und 
gerade dieser Umstand bedingt häufig den Erfolg, da, wie das zweite 
Beispiel in [268] gezeigt hat, die zweite Integration gar sehr durch 
‚die Beschaffenheit der Grenzen bedingt wird. Man wird die Trans- 
formation in der Regel dem Integrationsgebiet so anzupassen suchen, 
daß die neuen Grenzen möglichst einfach, womöglich konstant werden. 
Beispiel (Fig. 137). Man gehe zu Polarkoordinaten über, d.h. 


setze V=0,v%— g, also: 


<=0C089, Y-=osinpg. 


ee u in s en ae cos 
de S= 9, do pP; op S p, de. ® Y, 
0x 0 0y 0% 
En da eco msn) 0, 
also nach (6) 
df = ododp, 


was auch unmittelbar aus der Figur 137 ersichtlich ist, denn df ist ein 
unendlich kleines Rechteck, dessen eine Seite PP, = de und dessen 
andere Seite PP, = odg ist. 


270. Zwei Beispiele zur Erläuterung der Transformation von 
Doppelintegralen. 

Erstes Beispiel. Man berechne das Volumen V und den von 
der Kugel ausgeschnittenen Teil O der Oberfläche des sog. Vivianischen 
Körpers, welcher entsteht, wenn über einem Radius der Grundfläche 
einer Halbkugel als Durchmesser ein Kreis gezeichnet und dieser zur 
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Grundfläche eines senkrechten Zylinders gemacht wird. Der Teil des 
Zylinders, welcher begrenzt wird von dem Grundkreis mit dem Ra- 


dius — und von dem Teil der Halbkugel innerhalb des Zylinders, ist 


der Vivianische Körper. Es ist: 


v-/Jzaf=-/ [VRR W af, (1) 


denn die Gleichung der Kugel ist: 
2 +yp+2—r—=0 odr z=-Vr —-—%. (2) 
Bleibt man bei rechtwinkligen Koordinaten, so ist zwar die erste 
Integration nach $ 36 nicht allzuschwer; aber die zweite würde sehr 
erhebliche Schwierigkeiten bieten. Es liegt der Versuch nahe, Polar- 
koordinaten zu nehmen, doch stehen zwei Punkte zur engeren Wahl, 
nämlich M, der Mittelpunkt des großen Kreises, und M’, der Mittel- 
punkt des kleinen Kreises, Der Erfolg heftet sich an die Wahl des 
ersteren, wie sich zeigen wird. Man setze also: 


= 06089, y=osinp, 2=Vr’—a’—y’ = Yr’—g’; df=odedp. (8) 
V=-//Vr-e -ododp. (4) 


Nun steht man abermals vor einer Wahl. Soll man erst nach 
o oder erst nach @ integrieren. Der Erfolg 
entscheidet (wegen der Einfachheit der Grenzen) 
für 0. Man setze also zunächst und do 

$ konstant, also daß die erste Integration einen 
keilförmigen Körper ergibt. Es wird: 


V-—4[|Vr—ed0?—g)dg 
01 
= 4, / Vgl dp. 
00 


Die untere Grenze für o ist: 09, =, die 
obere Grenze für o ist: , = MA=rsing, 


Fig. 139. also 
V--ı/[IV®—rsinp —r]dp, oder da: 
V? — r? sin?p = Yr’(1—sin’p) =rcosp (5) 
ist, nach Absonderung von r*: 
V=+ „fa — cos’p)do. (6) 


Die Grenzen für Y sind augenscheinlich 9=O0 unddg=a. 
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wo| A 


Te 


je ee - /+ [= 0. 
0 0 0 Tt 
2 


. . TU Siike P1A . . 
(Letzteres, weil cos’ von O bis > positiv und von „ bis x negativ 


ist, während die absoluten Werte in umgekehrter Folge wiederkehren.) 


Daher: 


7c9 
De 
Diese Formel ist falsch! Denn auf der rechten Seite steht das 
Volumen der Viertelkugel, welche offenbar größer ist als V, da der 
Vivianische Körper gänzlich innerhalb der Viertelkugel Fig. 138 rechts 
liegt. Doch wo steckt der Fehler? 
Er steckt in (d) und schleicht sich leicht bei Ausdrücken ein, in 
welchen Wurzeln vorkommen. Offenbar sollte z nach stillschweigen- 
der Voraussetzung positiv sein, also auch: 


Vr— ge, — VrÜ — sin!) = Yrr eostg. 


Man hat also statt (5) zunächst zu setzen nicht: 


Vr? co®?p—=rcosg, sondern: VYr? co®p—=-+ r-cosp| 
p geht von OÖ bis x. Von O bis 2 ist cos positiv, also: 
Vreoos®p=+treosp=rcosg, (da) 


. . Find #14 . . . i 
wie in (D) steht. Dagegen von — bis = ist cos p negativ, also: 


Vreos®p=—rcosg. (5b) 
Statt (6) muß es, daher richtig heißen: | 
ze z | fuzeosn)dg+ fa = cos) dp (7) 
H 2 


7t 2 
= = | (ds = 2 [cos' od | oder nach [2914] 
0 N 


3 4 
7-7 (@3) 8) 
Und diese Formel ist richtig! 


488 $ 34. Mehrfache Integrale. | 270. 


Ubrigens hätte man wegen der Symmetrie von vornherein nur 
. % . . . . ar 
von OÖ bis — zu integrieren und dann mit 2 zu multiplizieren brauchen. 


Es würde sich dann sofort ebenfalls richtig ergeben haben 


2 
278 1? 4 
== fe == cos’p)dyp == 2 (x = 5): 
0 


Um O zu bestimmen, wende man den Satz an, daß die Projektion 
einer ebenen Fläche gleich dem Produkt aus ihr und dem Kosinus des 
Neigungswinkels y ist. Also: | 


ar a0 OU (9) 


cos y 


Im vorliegenden Falle ist y sehr einfach zu haben, denn der 
Winkel zwischen zwei Ebenen ist = dem Winkel zwischen den 
beiden Loten. Das eine Lot ist der Radius r, das andere ist 2 


folglich cos Yy = = und 


SE w 


oder, wenn wie vorhin o und @ eingeführt werden und erst nach o 
integriert wird: 


as tchen a Ar? — e°) 
vr’ Teer 


a ve= on. (11) 


00 
also nach Einsetzen der Grenzen wie vorhin: 


O= + r/(1F cos p)dg, (12) 
0 


wo das — Zeichen von 0 bis - und das + Zeichen von F bis x gilt. 


2 
Oder auch 


ge; 
0= 272 /(1 — cosp)dgp (13) 
0 
z 
0=2r (p—-sinp)=r(n— 2). (14) 
N) 


Zweites Beispiel. Dieselbe Aufgabe wie die zweite in [263]. 
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Das Integrationsgebiet f ist eine Ellipse. Für die Grenzen soll da- 
her sein: 


Se u elle, (1) 


a? De 


Diese Gleichung wird erfüllt, wenn: 
SIE os, ee —-snp (2) 


gesetzt wird. Liegt der Punkt aber innerhalb der Ellipse, so kann 


gesetzt werden 
I 82 
ü 


—=40089, ER —= sing, (3) 


wo 4 ein positiver echter Bruch ist. Läßt man umgekehrt 4 alle 
Werte von 0 bis 1 und g alle Werte von 0 bis 2” durchlaufan, so 
ergeben die Formeln (3) oder 

z=«e+aAcospy y=-ß-+biAsinp (4) 
alle Punkte auf und innerhalb der Ellipse, jeden nur einmal. Die 
Funktionaldeterminante ist hier: 


. »- ei ei — abi; daher: (5) 


_ u u (er en , CH En \aniar de 
2q 
2 ß? 2@acosp , 2ßbsing 
Ne 


a?’cos®’?p  b*’sin’gy\ „5; 
Si + ) 2 \aaag. 


Die Integration nach A ist spielend leicht. Die Grenzen für A 
sind O0 und 1. Daher sofort: 


27 
a 
0 


a? cos? yet 
+ a dp. 


Nun ist: [291]: 


Ir 4 27 27 
fap=22, [eos ydp =/sin ydp = 0 
0 0 0 


zt 


en Sunkaay = a 1, 
Ö N 0 


“also nach Absonderung des Faktors =, ganz wie in [268 4] 


we br, + ++ (6) 
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271. Selbstverständlich läßt sich die Theorie der mehrfachen 
Integrale mannigfach erweitern, doch für die Elemente der Integral- 
rechnung reicht das Bisherige völlig aus. 

Nur eine sehr feine Anwendung der Doppelintegrale sei noch an 
einem Beispiel erläutert, weil sie wieder einmal zeigt, wie die Mathe- 
matik zuweilen durch anscheinend aus der Luft gegriffene, aber in 
Wirklichkeit nach tiefem Nachdenken als zweckmäßig erkannte Um- 
kehrungen zum Ziele kommt. Daß der Bruch (ac): (bc) durch Heben 
des gemeinsamen Faktors ce im Zähler und Nenner in den Bruch a:b 
verwandelt wird, ist von vornherein begreiflich, natürlich und gerecht- 
fertigt, denn es dient der Vereinfachung. Wenn aber umgekehrt ein 
Bruch @:b durch Erweiterung mit einer Zahl c in den Bruch (a-c):(b-c) 
verwandelt wird, so müssen besondere Gründe vorhanden sein, wie in 
dem Falle des Bruches 1:(Y2 — 1), der sich nach Erweiterung mit 


v2-+1 in: 


ee en 
VZEETZEE ae 
also in einen einfacheren Ausdruck verwandelt. So ungefähr auch: 
Daß ein Doppelintegral durch eine Integration zunächst in ein ein- 
faches Integral verwandelt wird, ist von vornherein begreiflich und 
natürlich. Und doch hat man nicht selten und auf recht verschiedene 
Arten das Umgekehrte mit Erfolg getan, d. h. ein einfaches Integral 
auf ein Doppelintegral zurückgeführt, um durch Berechnung des 
letzteren auch das erstere zu erhalten. Als Beispiel sei das bestimmte 


Integral: B 


w -/e*da (1) 
betrachtet, welches in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine sehr 
große Rolle spielt. Mit Hilfe des zugehörigen unbestimmten Integrals 
durch Einsetzen der Grenzen den Wert zu bestimmen, geht nicht an, 
weil in geschlossener Form unbestimmt überhaupt nicht integriert 
werden kann. Wohl aber zeigt die Theorie der Doppelintegrale fol- 
gende überraschende Lösung. Man schreibe statt (1) auch: 

+0 

w— fera ; 
so daß nur x durch y ersetzt ist und multipliziere Es ergibt sich: 

+0 


+0 
we f ed P fer ay, oder: (2) 


w? - | Jererdadı -( Jer@+war. 
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Damit ist das Quadrat des einfachen Integrals in ein Doppel- 
integral verwandelt, dessen Integrationsgebiet aus der ganzen unend- 
lichen Ebene Dh da & ne Y le von — © De + En 
sollen. Man änstormniöte in Polarkoordinaten 


7=00089, y=osing "+y=-o, df=ododp, 


(jew. odody. 


Die Grenzen für o sind O und + 0, die Grenzen für p sind O 
und 2x, also: 
27 


—/dg ‚ferde; nun Ist: 


art 


Je er fen d(—-e)=|—-3e#® 
0 


0 
= —l1e*+1e=-0+1!1=1, also 
WEI 4=m 0-4 Ya der 


w— feras — Vn. (3) 


Übungen zu 8 34. 


1. Es soll durch zweifache Integration die Formel für den 
sphärischen Exzeß abgeleitet werden. 


J=:2=ce+ß+y—z, 
wo .J den Inhalt eines sphärischen Dreiecks mit den Winkeln «, ß, y 
(als arcus) bezeichnet (Kugelradius = 1). Durch die erste Integration 
ist der Satz zu beweisen, wenn ein Winkel unendlich klein. wird, 
worauf die zweite Integration seine allgemeine Geltung ergibt. 

2. Gegeben eine Halbkugel, Radius =r und ein Zylinder mit 
quadratischem Querschnitt, Seite des Quadrates — a, dessen Kanten 
senkrecht auf der Grundfläche der Halbkugel stehen und dessen Mittel- 
linie mit dem zu dieser Grundfläche senkrechten Radius zusammen- 
fällt. Gesucht Rauminhalt des Zylinders, begrenzt von der Grund- 
fläche und Oberfläche der Kugel innerhalb des Zylinders sowie 
Flächeninhalt dieses Teiles der Oberfläche. 


Achter Abschnitt. 
Methodische Integration gegebener Funktionen. 


Ss 35. Integration rationaler algebraischer Funktionen. 


272. Wie wiederholt bemerkt, lassen sich durchaus nicht alle 
Funktionen auf elementare Weise integrieren. Auch ist ja in $ 33 
gezeigt worden, wie man sich in solchen Fällen auf die eine oder andere 
Art helfen kann. Trotzdem ist und bleibt in den meisten Fällen das 
unbestimmte Integrieren mit nachfolgendem Einsetzen der Grenzen die 
kürzeste und einfachste Lösung, wenn sie überhaupt möglich ist. Und 
deshalb soll dieser Abschnitt sich mit der systematischen Integration 
gegebener Funktionen befassen, allerdings durchaus nicht voll er- 
schöpfend, sondern in der Beschränkung auch die einfachsten und für 
die Anwendungen wichtigsten Fälle. 

Dieser Paragraph wird einen solchen Fall mit größter Vollstän- 
digkeit behandeln, daß auch nicht die kleinste Möglichkeit eines Restes 
bleibt, nämlich den, daß der Integrand eine rationale algebraische 


Funktion: 
k(«) (1) 
ist (Bezeichnung siehe $ 8). Es sei also ein Integral von der Form: 
J—=/ R(a)da« (2) 
vorgelegt und die Aufgabe gestellt, die unbestimmte Integration in 
geschlossener Form, also nicht durch unendliche Reihen usw. aus- 
zuführen. | 
Die Untersuchung zerfällt in drei Teile. Der erste ist rein 
algebraisch [273] und [274]. Der zweite behandelt die Integration 
[275]. Der dritte befaßt sich mit Vereinfachung der Koeffizienten- 
bestimmungen |276] und [277]. 
273. Jede rationale Funktion ist der Quotient zweier ganzen 
rationalen Funktionen: fa) 
BER 1 
2 p(®) 1) 
oder kann wenigstens in diese Form gebracht werden. Es sei f(«) 
vom Grade m, p(x) vom Grade n, also: | 
fx)=A+Bx+ 0224 Da? +: + Ka", (2) 
yla)=a+tbe+tc® +de+::: +1”, (3) 
und die Koeffizienten A, B,C..., a,b,c... mögen beliebig gegeben 
sein. Je nachdem m <n oder m >n, d.h. je nachdem der Grad des 
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Zählers kleiner oder größer (größer einschließlich gleich) als der Grad des 
Nenners ist, nennt man R(x) echt gebrochen oder unecht gebrochen. 
Auf diese Unterscheidung bezieht sich der folgende 

Lehrsatz: Jede unecht gebrochene rationale Funktion 
läßt sich zerlegen in eine ganze Funktion (vom Grade m —n) 
und eine echt gebrochene Funktion mit demselben Nenner. 
Man darf setzen: 


fa) fh, (&) 
EA FE m Be ET (8) 
ka)=ArBx +. + Par. (6) 
Beweis: Es würde aus (4) folgen: 
fe) = &(a)- Pla) +Fıla). (7) 


Die linke Seite ist nach (2) eine ganze Funktion vom Grade m. Das 
Produkt G@(x&)- p(x) ist von demselben Grade m, da der erste Faktor 
den Grad m —n, der zweite den Grad n besitzt. Da f,(x) vom nie- 
drigeren, nämlich dem » — 1‘ Grade ist, so stimmen zunächst in (7) 
die Grade links und rechts. Außerdem ist die linke Seite nach 
steigenden Potenzen von x geordnet. Also müssen, wenn auch die 
rechte Seite durch Multiplizieren und Zusammenziehen nach steigenden 
Potenzen von x geordnet wird, die m + 1 Koeffizienten links mit den 
m + 1 Koeffizienten rechts übereinstimmen. Dies gibt m +1 Glei- 
chungen ersten Grades zwischen m 1 1 Unbekannten, nämlich den 
m—n-+1 Koeffizienten A,, B,... %, und den n Koeffizienten 
AD D,.=Sieiwären I läsen Viel schneller jedoch wie folgt: 

Man ordne f(x) und p(x) beide nach fallenden Potenzen von x, 
also umgekehrt wie in (2) und (3) und dividiere darauf in der ge- 
wöhnlichen Weise aus, bis der Rest von niedrigerem Grade ist als der 
Nenner. Dieser Rest ist /,(x) und der Quotient ist @(«). 

Beispiel: 

o19+ 3254 Ar®+ 58:+6:20°—-62°4+110r—6=%R 2184240 

125 -62*+112°—- 6. 
an Ela TER 
EN 

+81 —-4820?°+ 880° — 48% 

N EN 
40222-478227 5372-6 
+40.2? — 240.2? + 4402 — 240 
= Är a icer 

1622? — 3872 + 246, also: 

251 20'132° +42? 45% at 162.0? — 387 x + 246 
a I +80 +20 4 5 — 6%? +112—6 
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274. Zerlegung eines echten Bruches in echte Partial- 
brüche Es sei (nach Absonderung der ganzen Funktion) m <n; 
also, nachdem statt f,(x) wieder f(x) a 


Ra) 2 () 


5 
echt gebrochen. Der Nenner p(x) möge zerlegbar sein: 
p(2) = 918) Pal&): pal@) (2) 
und die Faktoren p,(®), Ps(@), 9;(&)... seien ganz und von den 
Graden n,, N, N... so dB my tn, +n,...—n sein muß. Außer- 


dem sollen sie relativ prim [76| zueinander sein. Dann gilt der folgende 
Lehrsatz: Der echte Bruch A(z) mit dem Nenner p(«) läßt 
sich zerlegen in echte Brüche mit den Nennern 9,(&), 9(X), 
9(X)... Es darf gesetzt werden: 
f@) _h@ , R@ er 2 
Te an o 
wo (&), 0) Ba, -. vom.Grade nm) — ln 1, n, ro 
Beweis. Man multipliziere (3) mit p(x) aus. Es folgt nach (2): 
f@)=h@): PR) Pla) + la) yıla) Pla) +: 
Die linke Seite ist (höchstens) vom Grade na — 1. Die rechte Seite 
ist auch von keinem höheren Grade, denn /,(x) hat (höchstens) den 


Grad n, — 1, 9(%), p3(X)... haben den Grad n,, n,..., also hat das 
erste und ebenso die anderen Glieder rechts (höchstens) den Grad: 
19 +0, =n—1. 
Da es sich |2] um eine Identität handelt, müssen, wenn die Produkte 
ausmultipliziert und entsprechende Glieder zusammengezogen werden, 
die Koeffizienten links und rechts übereinstimmen. Es sind also n 
Gleichungen zu erfüllen, in denen die Koeffizienten von f, (x), f,(&):-- 
die Unbekannten sind. Die Anzahl derselben ist aber gleichfalls 
—=—n+9M+:::=n. Also soviel Gleichungen (ersten Grades) als 
Unbekannte. Da nun, wie die Algebra zeigt, diese Gleichungen sich 
weder widersprechen noch voneinander abhängen, so sind hiernach die 
Koeffizienten von f, (x), f(x)... in der Tat so bestimmbar, daß (4), also 
auch (3) zur Identität wird, was zu beweisen war. 

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kann p(x) nur auf eine 
Weise in Faktoren ersten Grades und in nicht mehr zerlegbare Fak- 
toren zweiten Grades zerlegt werden [76]. Da solche Faktoren ent- 
weder nur einmal oder mehrere Mal vorkommen können, aber verlangt 
wird, daB 9,(&), p(&)... relativ prim sein sollten, so bleiben bei 
der äußersten Zerlegung von R(x) nach dem oben bewiesenen Lehr- 
satz, da alle Zähler (mindestens) einen Grad niedriger sein sollen als 
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die zugehörigen Nenner, nur noch folgende vier Arten von Partialbrüchen 
oder Teilbrüchen übrig: 


& 


a+bx’ © 

ae 2 oa 
ao, (8) 
a en E 

2 ER 
. : ee g>1)- (8) 


. (5) und (7) lassen sich kaum mehr vereinfachen, wohl aber (6) und 
(8). Für (6) mache man den Ansatz: 
BEBEI Bart... HB, ‚a0. Mr ö &, 

(a + ba)? Farbe a N ge 
und suche «&,, &,...«, so zu bestimmen, daß (9) zu einer Identität 
wird. Nach Ausmultiplikation mit («+ bz)? entstehen, wenn rechts 
die verschiedenen Potenzen von «a + bx nach dem binomischen Lehr- 
satz entwickelt und dann entsprechende Glieder zusammengezogen 
werden, durch Vergleichung p Gleichungen mit den p Unbekannten 
&y&g,...&,, welche immer auflösbar sind, weil sie, wie die Algebra 
zeigt, sich weder widersprechen, noch voneinander abhängig sein 
können. Desgleichen mache man für (8) den Ansatz: 


C+H+Ü2&+ 2° +.:.+0,_,0 px Ye @,+P,® 
FOR (a + be — c3?)? 2% arbx-+cx (a-+ bz-+cx?) 
und führe ihn ebenso durch. Er ergibt diejenigen Gleichungen für 
43 Bis &%, B,, aus denen diese Koeffizienten ermittelt werden können. 
Faßt man das in dieser Nummer über die Zerlegung in Partial- 
brüche und in der vorigen Nummer über die Absonderung der ganzen 
Funktion Beigebrachte zusammen, so ergibt sich: | 
Lehrsatz: Eine rationale (gebrochene) Funktion KR(x) 
kann stets in Glieder von den folgenden fünf Formen zer- 
legt werden: 


-1- : 


D) ds, 
1) a+be 
I) a 
«+ px 
IV) a+bxe + cx”’ 
v) Eee ne 


(1 


(9) 


0) 
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275. Der erste, rein algebraische Teil ist in seinen Grundzügen 
erledigt. Der nun folgende zweite Teil hat es mit der Integration 
der fünf zuletzt zusammengestellten Formen zu tun. Es ist nachzu- 
weisen, daß die beiden Integraltafeln in [250] und [251] zu diesem 
Vorhaben ausreichen. Also 


i 2 rt 
und für n= 0 


[aardz = Inde = ufde = (4%. 


Die zweite und dritte Form erfordern eine kleine Umformung, 


nach welcher sofort (9) und (7) [251] ergeben: 


ad « (dia+be) « 
D Ser She ine 
Ra ala FOR) FE NEN FR 
II) +" (a+be”",  bin—1)(a+ba)"7!} ge 


Schwieriger ist Er die Integration der vierten Form. Man führe 
die quadratische Ergänzung im Nenner ein uud setze wie in [722] zur 
Abkürzung die „Diskriminante“ desselben 


D=ac— (5) >0 


(vgl. [73], Erster Fall). Außerdem werde eingeführt als neue Ver- 


änderliche: 


daher: 
«+ ßx 2 Pb cdz e2d2 
J: AT Dr I (« “ =: Du ca? +pß D-10672 


Das erste Integral rechts wird durch die Substitution: 


2" VD, ds V?, D+e2-Di+w 


auf die Form (11) in [251] RN 
( A = 2b are (tg =), 
Je DH 02283 VDJLA en = 
und wenn „rückwärts“ substituiert wird: 5 
Ei; cdE Rn (18 - —)- U BR, 
D-.c?2? Tayaz VD, vn“ vD 


1) Die Integrationskonstanten sind vorläufig fortgelassen. An ihre Stelle wird 
noch Beendigung der Gesamtintegration eine einzige Integrationskonstante ( gesetzt. 
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Das zweite Integral rechts wird durch die Substitution: 


SE 5 dv 
ea, RdA—,, 


auf die Form gebracht: 


c2dz 1 [dv 1 1 \ A 
I le =,.mv=-Zinlarbo ten). 


Daher endlich nach Einsetzen dieser Werte: 


b 
& ON Kur, > 


-und im besonderen: 


x ER ade 
IVa) aR ee 5 2 2) 
atbaetcee yD reg 


Damit ist auch die Form IV integriert. Am meisten Arbeit, Ge- 
wandtheit und Nachdenken erfordert aber die Form V. Führt man 
zunächst dasselbe z wie bei der vierten Form ein, so folgt entsprechend: 


Ne 


Das zweite Integral wird nach Einführung desselben v wie in 
der vierten Form: 


EIER AO ! ir J er 
D AUT: 0 2Rcn—1)v"! Bcen—i)(atbr br T1 
(Z+er) 


daher, wenn z wieder durch & ersetzt wird: 


a+ßx Re: ß E Pb dx 
Ser da — 2ce(n—1)(a+bx+ ca"! u (« n (a+bx+ car)” 
Diese Formel löst zwar noch nicht die Aufgabe, führt aber doch 
schon das zu lösende Integral auf das etwas einfachere Integral: 


dx dz dz 
Vb) An n SI (at es" 
(a +bxe + ca’) D N fe + e2?) 
f es 


zurück. Es bleibt also noch Vb) zu integrieren, was wirklich keine 
ganz leichte Aufgabe ist. 

Aber sie ist bewältigt worden durch ein Verfahren, welches in 
der Integralrechnung, wie .die folgenden Nummern noch vielfach be- 
zeugen werden, sehr oft angewendet wird, nämlich durch die Reduk- 
tion von n auf » — 1. Meistens benutzt man hierzu den Satz von 
der teilweisen Integration, $ 31 Tafel I 


fu -w— [vau. 


 Dziobek , Differential- u. Integralrechnung. 33 


Ve) 
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Man setze also um Vb) willen: 
u=(a +c)"", dvd=ds; du=—n-(a’ + ce)-""!.2c2da, v=B, 
daher: x 


c2?da 
je Fey ler Heer 


Der neue Integrand ist umständlicher als der alte, erstens weil 
n+1 statt n steht und zweitens wegen des Faktor cz? ım Zähler. 
Und doch führt die Formel zum Ziele, wenn man zähe genug ist! 
Zunächst schreibe man: 

 c?=(2”+a)—a 
so ergibt sich durch Zerlegung: 


dz 2 dz - de 
I: et a tert In fer % na Fear tt 


oder nach Zusammenziehung: 


2 ‚ “ dz 
(2n — au an = — ag + Zn | 


Nun ist allerdings gerade das Gegenteil des Gewollten eingetroffen, 
denn » ist nicht auf n — 1, sondern auf n + 1 reduziert werden. Also 
kehre man um, d.h. setze » für n-+ 1, mithin n — 1 für » und be- 
rechne darauf das Integral rechts. Es folgt: 


I ve 2 2n—3 / 
(a’ ar 27a. 2 m—1)a la’ u al IR 2(n—1)a’,) (a’+ce”" 1 


‚2=%H e zurückgesetzt wird: 


h dx e: b+2cx e (2n —3)e 3. d& 
(atbztexf? An—1)D(a+bz-tcrd" 1. 2m—-1)D,) (a pe 2 

Dies ist die gewünschte Reduktionsformel! Durch sie wird erst 
von n aufn —1, dann n— 1 auf n— 2 usw. reduziert, bis der Ex- 
ponent —= 1 geworden, worauf IVa) die endgültige Lösung ergibt. 

So sind also alle fünf Integrationen bewältigt. Und damit ist 
in Rücksicht auf den vorangegangenen algebraischen Teil die gestellte 
Aufgabe ganz allgemein gelöst. Die Integration jeder rationalen 
Funktion, sei sieganz oder gebrochen, kann auf elementarem - 
Wege in geschlossener Form durchgeführt werden. Sie führt 
auf algehraische Funktionen, Logrithmen "und Arkusfunktionen. 


und wenn für a’ = 


276. Hiermit könnten die analytischen Entwicklungen dieses 
Paragraphen schließen. Doch seien trotzdem noch einige Betrachtungen 
über den algebraischen Teil hinzugesetzt, teils zur Erläuterung, teils 
zu erheblicher Vereinfachung. 
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Zunächst ließe sich noch viel über die Zerlegung von p(x) in Fak- 
toren ersten und zweiten Grades sagen außer dem, was hierüber schon 
früher z. B. in $ 8 beigebracht worden ist. Aber diese Zerlegung ist 
und bleibt doch eine rein algebraische Aufgabe, deren Lösung bei der 
Integration eben als „bereits gegeben“ hingenommen werden muß. Wohl 
aber läßt sich die Bestimmung der Koeffizienten in den Zählern der 
Partialbrüche oft sehr erheblich vereinfachen, wie jetzt zu zeigen ist. 

Es sei x, eine einfache (reelle) Wurzel der Gleichung: p(x) = 0, 
also 2 — x, ein nur einmal vorkommender Faktor ersten Grades von 


p(x) und es sei: 
pl) = (ER — %):PılR): (1) 


Dem Nenner x — x entspricht ein Partialbruch von der Form 1 in 
|274]. Es soll sein 


BEER | 
ee 2) 
wo R die Summe der übrigen Partialbrüche bedeute. Man multi- 
pliziere nun nieht mit dem ganzen Nenner g(x) wie in [274], son- 
dern nur mit dem Faktor x — x,, so folgt nach (1): 


=et@-a)R (3) 


Diese Gleichung soll eine Identität sein, d. h. für jeden Wert von x 
gelten. Also auch für den Wert —=x,. Da keiner der Nenner der 
in R zusammengefaßten Partialbrüche den Faktor x — x, enthält, so 
bleibt R selbst endlich für = x,, also daß das zweite Glied rechts 
verschwindet. Es wird sehr einfach: 
fi) 
en, “ 
d. h. der Zähler & wird erhalten indem man in dem Zähler f(x) des 
ursprünglichen Bruches x durch x, ersetzt und desgleichen mit dem 
Nenner tut, dort aber erst nach Fortlassung des Faktors x — 4.. 
| Die Formel (4) läßt sich noch weiter vereinfachen. Man difie- 
renziere (1) nach x: 
OEL AOERAOR! 
und setze nun £—= &,, sO ‚folgt: 9 (%)— 9,(%,), daher: 
_ fi) _. [f@) | 

la)’ oder auch « — oe (5) 
Wirklich überraschend einfach und schön! Während in [274] auf die 
Auflösung eines Systems von Gleichungen verwiesen worden war, ist 
jetzt der Wert von « durch (4) oder (5) sofort explizite er- 
hältlich. 


32” 
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Hat im besonderen die Gleichung p(x) — 0 überhaupt nur reelle 
und voneinander verschiedene Wurzeln &,,2,,°°: also daß: 


px) = Ka — 2,)(e — 2) @— 


a wird, so treten nur Partialbrüche von der For orm II) auf. Daher: 


Pa) 2m. 2 


Lynn 


Die Koeffizienten werden nach (5): 


ARE Fa 2 [4 ne, -|£ er a 


Damit ist die Partialbruchzerlegung in einem solchen Falle vollendet. 
Anmerkung. Nimmt man nicht (5) sondern (4), um in (6) ein- 
zusetzen, so ergibt sich: 


f() ER at 
(x — %,) (& BEN E I, — 6) (2%, — 1) (& — En) 2 — a, 
f(x) 1 
” Be EN war (& — 2) 2 —®, 
fi) Bi 
I, — 2) (U — 2%) **: (&m — a C— %, 


Wird mit 9(x) multipliziert, so steht links und rechts x nur im 
Zähler. Setzt man dann y für f(x), also auch y, für Na) Y, für 
f(&s), .. -, so ergibt sich: 

RE — 8) (RE) 


I "alla, = o) 


ea a). (,)) 

TI a 
Und nun vergleiche man mit [77 7]. Völlige Identität mit der In- 
terpolationsformel von Lagrange! Nichts kann, was den Zweck an- 
geht, verschiedener sein, als Zerlegen in Partialbrüche und Interpo- 
lieren. Und doch einerlei Formel, nnr einmal so, das andere mal 
anders aufgefaßt. 


277. Auch bei Partialbrüchen von der Form III läßt sich eine 
besondere Methode ausdenken, welche zwar nicht ganz so- einfach ist, 
wie die vorige aber doch lange nicht so umständlich, als die ur- 
sprünglich geforderte Auflösung eines Systems von Gleichungen. Es 
sei x, eine pfache (reelle) Wurzel der Gleichung p(x) =, d.h. es sei 


p (2) = (8 — 2,9, @). (1) 
Dann ist nach (6) und (9) in [274]: | 
f(&) &p @p 


= a, 
ve tar 
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wo A die Summe der übrigen Partialbrüche bedeutet: Man multipli- 
ziere nun nicht mit dem ganzen Nenner p(x), sondern nur mit dem 
Faktor (@— 2,)°. Es folgt nach (1) 


f(&) 
Da Hana) tn teen en 
oder wenn 2 2, =2,2=x2, +2 gesetzt wird: 
fa +2 j 
EN tun et +34 Be 


Die rechte Seite stellt eine Entwicklung nach Potenzen von z 
vor, welche mit der pt® Potenz abbricht. Denn R kann auch nach 
steigenden Potenzen von 2 in eine innerhalb eines endlichen Bereiches 
konvergente Reihe entwickelt werden, (da die vorkommenden Nenner 
nicht den Faktor 2 enthalten). Also: Um die Zähler der Partial- 
brüche III) zu erhalten, setze man = &, +z, ordne darauf in dem 


Bruch: 


fa) _ fa ta (2) 
9) 9, +2) 
Zähler und Nenner nach steigenden Potenzen von z, dividiere dann 
in der gewöhnlichen Weise den Zähler durch den Nenner und breche 
damit ab, sobald der Quotient bis zur p — 1‘® Potenz von z ent- 
wickelt worden ist. Die Koeffizienten dieser Entwicklung stimmen 


dann mit den Zählern «,,«,_,,... «, der Partialbrüche überein. 


278. Für die Koeffizienten der Zähler der Partialbrüche IV) und 
V) gibt es ebenfalls andere Bestimmungsmöglichkeiten, als durch Auf- 
lösung eines Systems von Gleichungen ersten Grades. Aber es lohnte 
kaum auf sie einzugehen, weil Arbeit und Mühe nicht geringer 
werden; nur so viel sei angedeutet, daß der Nenner zweiten Grades 
in konjugiert komplexe Faktoren zerlegt werden könnte und daß durch 
Addition entsprechend konjugierter komplexer Partialbrüche und darauf- 
folgende Umformungen die reellen Partialbrüche IV) und V) ent- 
stehen würden. Man bleibt also für solche Partialbrüche besser bei 
der Auflösung des Systems von Gleichungen ersten Grades [274]. 

Übrigens kann die Zerlegung in Partialbrüche manchmal ganz 
erspart oder doch ganz erheblich eingeschränkt werden. Man be- 
trachte z. B. die folgenden drei Integrale 


/ " da "xda ii do 
Dan lr- x°+1? ee 1 
Das erste und das zweite erfordern die Zerlegung in Partialbrüche, 
indem man den Nenner zerlest in: 
?+1l=-(c+D)@®—-x+]1). 


Aber bei dem dritten Integral ist diese Zerlegungüberhaupt überflüssig, weil 
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nämlich der Zähler, von einem konstanten Faktor abgesehen, das 
Differential des Nenners ist und man also sofort so rechnen kann: 


x?d 1 ([d&®-+1) 1 f 
1 I = Eger h@+1)+0. 


Oder man betrachte das Integral: 


dx 
I era 2) 
Hier kann die Zerlegung in Partialbrüche erheblich abgekürzt werden, 
wenn man setzt: 


Ben nda—®, 
also: 
BER 3 dz 2 ei dz 
2 (fe 120% 
le dz 
Be) 22. 
Nach [275] ist: A — a 1 B- |... +, 
also: 


== tue nt gm d+e 


Das 


ka ERS | 


279. Es Eu vier EN in welchen alle Arten von Zer- 
legungen vorkommen. 


Bi = j£ ad +3«" +4x° +50+6 | 
> —62°+112—6 

Da der Bruch unecht ist, so zerlege man ihn erst in eine ganze 
Funktion und einen echten Bruch. Schon in [273] geschehen: 


+22 +32 +40” 45046 
2? 62 11 6 


20° — 3870 1 246 
EZ +82 104 n re 


Nun ist der Nenner zu zerlegen. Man erhält durch „Probieren“: 


— 62°4 118 —6= (1) 2) 3), 


also: 
162.0° — 3872 + 246 c, &, 


ut 
6 Tl —6 2x —1'x1—2 


ee: 

Zur Bestimmung von «,, &, a, bilde man nach [275] den Bruch: 
1620? — 3872 + 246 
Ba Do til 

und setze in ihn für x der Reihe nach +1, +2, +3, so wird: 
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ia ara a 

ie pre Tag 
648 — 774-2 246 

a Te) 
1458 — 1161 + 246 543 


0 


272 86 nl imaoz 


folglich, wenn man einsetzt und integriert: 

I— 44224400 + 2 1n(@— 1) 120ln(@—2) + in@—3)+0. 

1. Die drei Logarithmen könnten zu einem Logarithmus zusammen- 
gezogen werden; 


In R = 1)? (2 — 2,19. (& — 3) 2 | 


doch für die numerische Rechnung bei Einsetzen der Grenzen würde 
damit nicht eine Vereinfachung, sondern das Gegenteil erreicht wer- 
den, wegen der großen Exponenten. 

2. Im Ernstfalle würde man selbstverständlich nach ausgeführter 
Integration noch die „Probe durch Differenzieren“ machen [247]. 


B) 1/8 +2? ES Ha NR 
(@—1)’ (ec +1) 


Da der Bruch bereits echt ist, fällt die erste Zerlegung in eine ganze 
Funktion und einen echten Bruch fort. Die Partialbruchzerlegung 
gibt den Ansatz: 


2: 722° 32 +4 0, DER 
Kae Dan) 21 ” Gr: R es 1)? Mi x rs 1 


Um «,, «, und «, zu ermitteln, setze man nach [2772] links 
nach Weglassung von (= — 1)? statt x ein: <=1-+2z. Man erhält: 


a+2°+24+29°+34+9+4 _10+102+52°+ 2° 


1+z-+1 2+2 
10+102+52+2°:2+z2=5+32 +22 +--- 
LO 7D2 
52 +52? 
52 + 22°? 
Er 9 
also 
3=+5, 8=+3 er 


Um «, zu ermitteln, bilde man nach [2764] den Bruch: 


2? +22” +30 +4 
nr Ha 1)° 
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und setze = — 1. Man erhält: 
ER 1 
Eee 
also nach Einsetzen und Integrieren: 
5 5 5 1 
Ja ln 1) — Te TRENNT n@+1)+C 
’xdx 
Co a ee 
2 el 


e—-1l1=(e —- )a’+xc+2)). 
Der zweite Faktor ist nicht mehr (reell) zerlegbar. Also: 
x KEN + Pix 
Fi s-iTDteti 


« kann nach [2765] bestimmt werden: 


HJ 1 
ee 


Aber um «, und ß, zu ermitteln, muß man doch das Gleichungs- 
system auflösen. Man multipliziere daher mit dem Generalnenner: 
= (++ 1) th) 1)=arla+ PB) trat —B)+(le— m). 
Die Vergleichung der Koeffizienten gibt: 
e+ =, e+4,—- 9-1, e— nV, 
folglich nach der diesmal sehr einfachen ee 


es =+45 A=-H 
— . In(a Tee er 
und nach IV [27 a 
1 F 2c+1 
We CE U In(l +2+ 2 + are (te == Sn, +6. 


2 eler, 
1+2’-1+0’ 1-2 +. 
EN a D Fe 
a) tnati raten 
A und B könnte man nach [2772] berechnen. Besser aber ist es, 
sofort nach [274] das Gleichungssystem zur Bestimmung aller sechs 
Koeffizienten aufzustellen. 
1=All—2+2ad)(1+@°)+ B(l—-2+ 22)? +(0+De)(1+2)(1+%) 
+(E+Fxo)(l1+ x) 
-Al-2+°+0°—-a2+@) + BA — 28 + 30° — 22° + *) 
+C61+2+0°+2°+2%) + Dec +2? +02°+ a4 2°) 
+ El +22 + + FE r22 FR), 


und 
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Die Vergleichung der Koeffizienten ergibt: 
1l= 4A4+ B+C+ E 
0=—-4A-2B+C+D+2E+ F 
0=.4+353B +D+ E+2F 


RAR Re ER 
eg) 
Ve 7) 


Die erste, vierte und letzte Gleichung ergeben: 
D=—-A, E=—-A-B-O+1l, F=—-4A+2B-C 
in die anderen eingesetzt: 
—2=-—-54A-2bBb—2C 
—1=-534+6B-—3( 
0=—-2A+ B+C 
a4, B=4,, 0-44 
in die Ausdrücke für D, E und F eingesetzt: 
me 


aufgelöst: 


folglich: 


2 1—x 
J= zn les ee, we. ARE een 
Nach IV [275] ist: 


Me ee Te Ai 2 
ars: I ue = ee ni1-2+2°). 
Und nach Va, Vb und IVa in [275] ist: 


eg 1 dx 1 
Sa le - Se 


—1+2x 1 da 1 
Ba in, 


—1-+2x 2 2 et Bye 
sa-aten) + zer (te - vs en, 


Daher endlich: 
2 2 
J= Zu! -- x) — 


Re AU eh a 2 
Saat oz re (te = ) 5ln(l—-x2+%) 


1723 
—1-+2x ; 2 ae 1 
+ ae ty )+ra- fa rl 
2 1 # a 9 2 _22—1 
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Die Integration ist vollendet. Sie würde selbst dem geschulten Mathe- 
matiker, wenn er die gebrauchten Formeln erst aus freier Faust ent- 
wickeln sollte, stundenlange Rechenarbeiten verursachen zur richtigen 
Bestimmung aller Koeffizienten. Es lassen sich eben nicht alle Inte- 
grale aus dem Ärmel schütteln. Übrigens ist die „Probe durch Diffe- 
renzieren“ in $ 15 [130] schon vorweggenommen. 

Zum Schluß sei das schon in [275] gekennzeichnete Endergebnis 
dieses $ 36 noch einmal wiederholt: Die Integration jeder 
algebraisch rationalen Funktion, sei sie ganz oder ge- 
brochen, kann auf elementarem Wege in geschlossener 
Form durchgeführt werden. Sie führt auf rationale algebraische 
Funktionen, Logarithmen und Arkusfunktionen. 


Ubungen zu $ 52. 


1) Gegeben das Integral: 


1_ [e+fe +12 +9 
+ = 


welche Bedingungen müssen zwischen den vier Koeffizienten «, ß, y, od 
erfüllt sein, damit das Integral J rein algebraisch wird. 
2) Zu beweisen, daß ein Integral von der Form: ; 


7 - (1@ de, 


wo f(x) und p(x) zwei relativ prime ganze Funktionen bedeuten, über- 
haupt nur algebraisch sein kann, wenn der Nenner (x) nur mehr- 
fache Faktoren hat. 

3) Flächeninhalt des folium cartesianum Fig. 19 in [60], d. Bi 
des ım ersten Quadranten liegenden Blattes. Binkrkrune von Polar- 
koordinaten, Formel für dS [170 a], setze tgp = 2 usw. 


, 
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280. Der vorige Paragraph hat gezeigt, daß und auf welche 
Weise jede algebraische rationale Funktion in geschlossener Form 
integriert werden kann. Leider kann dieser Paragraph durchaus nicht 
dasselbe für algebraische irrationale Funktionen leisten, sondern muß 
sich vielmehr mit besonderen Arten der Irrationalität begnügen, 
welche sich bei der Integration ohne erhebliche Erweiterung der 
analytischen Hilfsmittel in $ 35 bewerkstelligen lassen. Es sind im 
wesentlichen ihrer drei, nämlich: 


280, 281. Fee ar ee dx. 507 


Erster Fall. Die Irrationalität beschränkt sich auf das Vor- 
kommen einer beliebigen Wurzel aus einer ganzen Funktion ersten 


Grades. Es sei: 
= [te Va+ba)de. 


Zweiter Fall. Die Irrationalität beschränkt sich auf das Vor- 
kommen einer beliebigen Wurzel aus einer gebrochenen Funktion, 
deren Zähler und Nenner vom ersten Grade sind. Es sei: 


Ve 
7- [Fa VE). 


Dritter Fall. Die Irrationalität beschränkt sich auf das Vor- 
kommen einer Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion zweiten 


Grades. Es sei: 


I=-/f(«, Va+bx-+ ca)de. 


Dabei soll f in allen drei Fällen eine beliebige rationale algebraische 
Funktion von x und der Wurzel bezeichnen. Gehört die Irrationalität 
nicht einem der drei Fälle an, oder ist sie nicht auf sie durch Um- 
formungen zurückführbar, so kann man die Unmöglichkeit der Inte- 
gration in geschlossener Form als die Regel annehmen wie z. B. für 
folgende Integrale: 


I=- [ta,Va+ bx + ca?) de; I= /f(e,Va +b2+ca2-+ex)de. 
281. Erster Fall. 


I=[fla, ya + br) da 


Man setze: 


Vae+bz=y, a+bi= 1", x! b B) 7 bar, 


y) Bere dy. 


Die Irrationalität ist verschwunden, der Integrand ist algebraisch 
rational geworden. Die Integralfunktion wird also nach den Methoden 
des vorigen $ 35 bestimmt. Nach ihrer Auffindung kann selbst- 


verständlich für y wieder sein Wert, nämlich Ya + bx zurückgesetzt 
werden. Beispiel: 
TER Jr ade 
yı + x 


Vl+tre=ye=-y—1 de=3y:dy 


Das Integral wird: 
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fe. —1).3y?dy - for 


a Ve Au, 


Ua 
5 2 


-ViFs 1 +9D-5)+0=-Nit2 2 n)+C 


Probe durch Be Sa 


- Yara)s+@a=n)A+0)u2 
Br (stimmt). 


282. Zweiter Fall: 


zer bx 
7-/t(0V Sr a dx. 
Man setze: 


N atbar b R 
Versen, HE =, a+ be =uyr + Bay 


Eier; ay“ 
rn 
1 SH): —eny" dy— (a— ey") By" ay 
iR y 


Ek be— aß 
Be aru, 
Des Integral wird 


a x b&a--a 
u er Det) 
Die Irrationalität ist u, der Integrand ist algebraisch 
rational geworden. Also $ 35 zuständig. Nee kann für y wieder 
een die Wurzel N werden. Beispiel: 


i+®7 
er ei) nl 


1 1 u 
va a 


1—ı I Y 
a VNA ayE nun 
Ge WDR 
y’+1 y.6y’dy yrayı 
dr SE (y’ Eh yet 
Die Zerlegung in Teilbrüche kann vereinfacht werden: [278] 

2d 2dz 
ar, yPıy-z,I3-3 15 


283. Se /fin, Va Ebr Fesi)de, er 00 


daher nach C) [279] 
-n@—-1)-Sh(l+z2+2) + V3 are (tg =") +6. 


Hier ist für 2 sein Wert zurückzusetzen: 


283. Dritter Fall: 
I (f(x, Va+ ba + ca’) dw. (1) 


Hier die Wurzel wie im ersten und zweiten Falle als neue Ver- 
‘ änderliche y einzuführen, würde gar keinen Zweck haben. Denn die 
Auflösung nach x würde als Umkehrung ergeben 
Zb typ Loy) 

2C 
d. h. die ursprüngliche Wurzel wäre zwar verschwunden, aber an ihre 
Stelle wäre ebenfalls eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck zweiten 
Grades getreten. 

Und dennoch kann die nen fortgebracht werden, aber 
auf andere Weise. Zunächst sei wieder durch Nike Methode dr qua- 
dratischen Ergänzung das Glied ersten Grades entfernt und das Integral 
auf die etwas einfachere Form gebracht worden: 


T- (fe Vater) de. (1a) 
Erste Methode, nur verwendbar, wenn c > 0. Setze: 
Vater =zye+y y-Vatc— zye 
(d.h. man ziehe aus dem zweiten Glied die Wurzel und führe den 
Rest als neue Veränderliche ein). Es folgt durch Quadrieren 


a+c!—= ca +2zxyVce-+Y. 


Es hebt sich ex? fort!! und man erhält rational: 


ME 


EAN 
2yyYe 
ya) a aa 3 
2V ec ö y? 2Vc:y° 
TER 2 Be : 
Vate®r-aye+y-°54 +y-°5° 


PER EU ET YENTT, 
ee 
Der Integrand ist völlig rational geworden, also wird & 35 zu- 


ständig. Nachher kann für y wieder sein voriger Wert zurückgesetzt 
werden. 
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Zweite Methode, nur anwendbar, wenn 0a>0. Setze: 


Va+tca— Ya 


x 


Vyate®r=yVatay; y- 
(d. h. man ziehe aus dem ersten Glied die Wurzel und setze den 
Rest = xy) > 
a+c®—=a+2xyYVa-+ aryp. 
(Es hebt sich a fort und der Rest ist durch & teilbar!!) 
2 2yyYa 


== eye 


(also rational!) 


dr _ Y ele=ddy—yl—2dy] _ 2 ya Ct ay 


(e— y9)? ya @ 
Va+ca?=Yatıy=Ya arg ve 
2yVa ı) Mer CSU R 
J = ira any sk 2 ya mr Ay. 


Der Integrand ist völlig en geworden. Also wird $ 35 zu- 
ständig. Nachher kann für y wieder sein voriger Wert zurückgesetzt 
werden. 

Dritte Methode, nur anwendbar, wenn «a ee und ce ne- 
gativ oder wenn a negativ und c positiv ist, also wenn a und ec ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. Man setze zur Abkürzung: 


wen Vs 


und forme in folgender Weise um: 


Va-+ . 2 un — M)—-YVe(a+k)(e—k) 
VERER_ yyoHl 


Die nach dieser ia auftretende Irrationalität gehört un- 
ter den in [282] behandelten zweiten Fall. Man setze also: 


Verti-n, al: 


USW. USW. 


Zu den drei Methoden seien noch folgende Bemerkungen ange- 


knüpft. Erstens: Sie sind gar nicht so sehr von einander verschie- 
den, wie es zuerst den Anschein hat, denn die drei angewendeten 
Substitutionen 


2 NN 1=/rta, Vatbeten’)de eFn 51l 


sind sämtlich besondere Fälle der allgemeineren gebrochenen Form 
zweiten Grades: 
EA MER 
+fytry 
[Algebraisch von Wichtigkeit ist, daß jede Quadratwurzel aus 
einem Ausdruch zweiten Grades: 


Va+tbr-+ ca 
bei gehöriger Bestimmung von «, ß, 9, «, P, y' rational gemacht 
werden kann]. 


Zweitens: Man darf Ve in der ersten, Va in der zweiten 
und k San in der dritten Methode sowohl das positive wie das. 


negative Vorzeichen geben, so daß also jede der drei Methoden 
eigentlich wieder in zwei Methoden zerfällt. 

Drittens: Da Ya -+ ca? reell sein soll, so muß mindestens einer 
der beiden Koeffizienten positiv sein. Also reichten schon die erste 
und zweite Methode aus, doch führt die dritte manchmal schneller 
zum Ziel. Überhaupt En man immer zwei von den drei Methoden 
anwenden, denn es sei 

c) a positiv und c positiv, so erste und zweite Methode, 
ß) « negativ und ce positiv, so erste und dritte Methode, 
y) a positiv und c negativ, so zweite und dritte Methode. 

(Sollte aber etwa a oder c verschwinden, so verschwindet x auf 
der Stelle aus der Irrationalität, denn: Ya+0z2°= Ya, VO-+ ca? 
— xYe.) 


Erstes Beispiel: 
J= 


dx 
V3+4x+5x2 
3 +4: +5°=-5da +3: +2: —- 5435) 
- Bea ++ 3). 
Hier ist in [2831] a=+=,c=+5. Man kann also die erste. 


5) 
oder die zweite Methode anwenden. Die erste ergibt: 


VB@+y+E-la+H9V5+y4; y=-V3 +4 +50 —(e+5)V5 
ba +2? +2 -5@+z)+2yVi@+za)+ty 


ey 

N ns 

& .. 10yY5 
19: 10ydy) — (11 — 5y’)dy 11-589 
de = —— : = BER 
Se Y 10 Y5 y? 


TEUER SEE we 11 +5y" 
at 10, +4! 10y 
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ren 
10y5 y? ee Te 
7 Tee 
. 
Br ER LEN BER LENEy.R 
nl „in (V3+4etde («+,)V5)+0 


1 © ä az a - 2 ! 

= + zn (V3+4a45#° + V5(@+5)) +0. 
Die zweite Methode hätte etwas mehr Arbeit gemacht. 

dx 
Jay | 
Es sınd die erste und zweite Methode anwendbar. Die zweite 
führt diesmal schneller zum Ziel. Also: 

vi+e®- 1 Ye ” en, 
1+@#°=-1+22y 4 2y, a 
saeyayrylyday)ı io. 14 
er 1—y9° ey 


1.373.338 2y° > 
vie ir 1—y? 


Zweites Beispiel: J 


Drittes Beispiel. 
TE ERSEATENNT, 
"Far 
Hier ıst die zweite und dritte Methode anwendbar. Die dritte 
führt etwas schneller zum Ziel. 


V1-#-ViA+D)1-n)=-(l +9)V:Z3, 
Vizi=-un E-W 1-2=yl4a) 


ee 
een, 
ATI NTENAY FTP YEN TE ey 
PR ER EEE Fin EN EL TE 
(1 + y?)? U yyR 


1—y? 2 TER 2 
1 em Vi-#=-(l4a) y-ıLa 


284. { T—= /[f(x,Va+ bx2-+ ca?) de. 513 


4 
25 Erd = ie 
-/-; 2y day=—- [ay-—y+0, 
i 


TE YSR1 98 


284. Es gibt noch eine andere Art, Integrale von der Form: 
I= fe, Va+bz + cx)dx (Eb) 


zu behandeln, welche sogar oft den Vorzug verdient. Sie besteht in 
der Zurückführung auf Integrale von der einfachen Form: 


dx 
— 2 
% ee (2) 


die sodann mittelst der er Zu abermals in: 
— 3 
J Ve +ey ir 3) 
vereinfacht werden kann. Te nach den Vorzeichen von a’ und ec 
setze man weiter: 


er 
ce?’ 
worauf .J sofort auf (10), (18) oder (19) in Tafel Il [251] gebracht wird. 
Mit der Zurückführung von (1) auf (2) ist also die Hauptarbeit 
getan. Sie ist immer möglich, wenn nicht etwa das Integrieren 
schon früher zu Ende geht. Nun dann um so besser. (Vgl. III). Drei 
Beispiele: 


| a 
entweder y=-2V — oder 2 


Hz El as Ten +ic+sat 


Man setze: 
1 1 1—2 dz 
En Em ET) d 9 
4 5 10 6623-42? 
3tAu Hd 342 Ars nd 


dz 
ee dz 
le Ei T 
v5 62442 V5—62443° 


Form (2) ist erreicht. Man setze ferner: 
2 4=VY; e—=y+7, de=dy, 


Ar nes 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 33 
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Form (3) ist erreicht. Man setze drittens: 


VE re 24 


VW HU ee En. 
" du 1 
En De N Au C. 
| 
Nach vollbrachter a substituiere man zurück: 
4Y 42 — 3 1— 3x 


Tr an ZEN 
Nach Einsetzen und gehörigem Umformen folgt (In Y11 ist in C ent- 
halten): 

NE er Na 
(Probe durch Differenzieren). Offenbar läßt sich jedes Integral von 
der Form: | 


dx 
I 7 Ei 
u Sn 


ebenso behandeln. Man setzt «+ Px=1:z usw. usw. 
2p+1 


(I) I=-/[Vatbate®” aa /S(atbaten) 2 208 

(p positiv und ganz. Der Exponent 2p +1 muß ungerade sein, 
sonst würde der Integrand rational werden. Man wird versuchen 9» 
auf » — 1, also 2p + l auf 2p — 1 zu bringen, d. h. so zu reduzieren, 
wie es in [275] vorbildlich geschehen ist. Ja man kann sogar un- 
mittelbar an (Ve) in [275] anknüpfen, wenn dort mutatis mutandis ge- 
setzt wird: 


also: 


ee b+2c0x I Fe 
|Va+ba+ ca: da=— zo npVarberen 


ie baten" da 


Ä uger a2) 

(D = (ac = )) und nach Umkehrung: 

JVarbarer "de Va El a8 (4) 

ale +ba+ca? re 
Nach dieser Formel reduziere man, bis p=1, 2p— 1=-—1 geworden 
ist und man (2) erreicht hat. 
Sr dx 

I er 


Fr ER 
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(p positiv und ganz). Man nehme gleichfalls (Ve) an [275], setze aber 
jetzt n=(2p-+1):2, so folgt: 

gi} dx £ = =. b + 20x ei 

Vatbzter: ”* 2De@p—Yyatbaten!? 


Eu ER N ER RI 
Der. atbaten”" 


Also auch eine Formel zur Reduktion von p auf p—1. 

Doch siehe da, eine Überraschung, aber eine sehr angenehme! 
Für »= 1 verschwindet nämlich der Faktor vor dem rechtsstehenden 
- Integral, d. h. man kommt gar nicht erst zu dem Integral (2), sondern 
erhält sofort (nach Hinzuziehung einer Integrationskonstanten): 


1 


(5) 


dx b+2cx 
Vatbaetcea SDya La Te 3 (6) 
und erkennt hieraus, daß alle Integrale der Form (III) merkwürdiger- 
weise algebraisch sind, wenn p positiv ist, obgleich für p= 0 sich 
ein Logarithmus oder ein Arcus ergibt. 

Die Beispiele I, II, III mögen ‚genügen. Um nämlich ganz all- 
gemein zu zeigen, daß (1) immer auf (2) gebracht werden könne, 
wären noch weitläufige Entwicklungen nötig, während (1) im Prinzip 
ja schon in [284] ganz allgemein gelöst ist. 


285. Wenn die Irrationalität anders geartet ist, als in den be- 
trachteten drei Fällen [280], so läßt sich in der Regel die Integration 
nicht auf elementarem Wege ausführen, man mag Substitutionen, Um- 
formungen usw. versuchen, welche und so viel man will. Es geht 
dann eben nicht, wie z. B. wenn eine Quadratwurzel aus einem Aus- 
druck vierten Grades: 


Va ıb2+ca2+ da? + ext 

vorkommt. Daß es aber Ausnahmen von der Regel geben muß, 
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn man einen Ausdruck, in dem 
eine solehe Irrationalität vorkommt, differenziert, dann kommt in der 
abgeleiteten Funktion sicherlich dieselbe Irrationalität vor, und da 
deren Integral wieder die ursprüngliche Funktion ist, so liegt in solchem 
Falle eine Ausnahme vor. Es gibt aber auch noch andere, tiefer 
versteckt liegende Ausnahmen. Man betrachte z. B. das Integral: 


TE __ Amkad)de = 
a en Se 
Es ist ein sogenanntes’ elliptisches Integral dritter Gattung, gehört 


also, wie deren Theorie völlig klar gezeigt hat, zu Integralen, welche 


sonst jeder elementaren Behandlung spotten. Und doch macht dieses 
33* 
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(zufällig) eine Ausnahme, die freilich nur sehr schwer als eine solche 
erkennbar ist. Wenn man aber den Radikanden umformt: 


d-) 1-2 )=1-?—-Mr+ke—1+2Kr+ Bat? —2ka? — 2a 
—=(1+ka)? — (1+K)’2?, 


so gibt sich schon eher ein Weg zu erkennen, denn nun wird 


ee: 4 ka’)da 
I 


aber es fehlt doch ao etwas, nämlich daß: 


1—kx 

a Fe die Ableitung von rer 
ist, wie die Differentiation des letzteren Bruches ergibt. Man mache 
ik die Substitution 


A+he 
ee 


so folgt sehr einfach: 


ed er h Se arc(sin=2)-+ (, 
das heißt: 


BIER TE Be 1 +k)x c 
Ser Bere ip 2are (sin Ira) + | 
Solcher merkwürdigen Ausnahmen von der Regel trifft man mehrere 


in den Werken großer Mathematiker (diese stammt, wie es scheint 
von Euler). Aber es sind doch Ausnahmen. 


Übungen zu $ 56. 
1. Die Bernoullische Lemniskate 
+) al) = 0 
dreht sich um die x-Achse. Es ist der Rauminhalt des entstandenen 
Umdrehungskörpers festzustellen. 


2. Dieselbe Aufgabe, wenn die Lemniskate sich um die y-Achse 
dreht. 


3 de 
Ir 


4. Svuza®iHa)ae. 


dx 
Sveamars 


286, T=/[re)an. 517 


S 37. Integrale transzendenter Funktionen. Teil 1. 

286. Da schon algebraische Funktionen nach dem vorigen $ 36 
nicht immer elementar integrierbar sind, wird man bei transzendenten 
Funktionen in dieser Hinsicht erst recht keine allzu großen Hoff- 
nungen haben dürfen. Doch gibt es eine große Zahl Verbindungen 
solcher Funktionen unter sich und mit algebraischen Funktionen, zum 
Teil sogar Verbindungen, welche in den Anwendungen häufig wieder- 
kehren, bei denen dies möglich ist. Von ihnen seien die wichtigsten 

der Reihe nach aufgeführt. 
I. Vorgelegt sei ein Integral von der Form: 


= fle)da, (1) 
wo f eine algebraische Funktion von e” bezeichnet. Man setze: 


TUPER U 


rain ay nd 5 


Der Integrand ist rein algebraisch geworden. Das Integral ist also 
nach & 35 und $ 36 zu behandeln. 


Erstes Beispiel: 


LE RL BEE 
I Dale: Almen Ya) 


Also Partialbruchzerlegung: 


a j#& (4% „ly-ln(i+y)+C 


- he h1i+9)+Cl=-x—-h(il+e)+C. 


Zweites Beispiel: 


Hier setzt man am besten sofort: 


a 2 dı 


2ydy 
371 d ag 
- Fire a 


en ee aeg 
Ver 
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Drittes Beispiel: 


I- [V8oje de - [yet da; y=e 


re 
N ee u ee 
2 


Das Integral gehört nach der RR. zu den elliptischen 
Integralen, äßt sich also elementar nicht lösen. 

II. Von Integralen, in denen sich die Transzendenz des Inte- 
granden auf die Exponentialfunktion beschränkt, ist ferner von Wich- 
tigkeit: 


„= |"eda. (2) 
Man wende den Satz von der teilweisen Integration an und setze 
AB ern de 
£ | 
JS, — [dv u A n | arte de 
oder: 
I EEE (3) 
Ist n positiv und ganz, so reduziere man mit dieser Formel n auf 
n— 1, dann n— 1 auf n— 2 usw. bis man auf: 


Kerle fed« =e 
stößt. Also: 
Je —n(arte®— n—1)J,-,) 


en N 2 r —1, —2 
= te —nate® nm — 1) (arte — J,_5) 


= ee (at nat Hann - ar — nn - Dm — 20r-?. 


+nn—)D-.-1h)+6. (4) 
Ist n negativ und ganz, so kehre man (3) um; 
Dr I 
Ind T un 


und setze üunn—l=—-p,n=—(p-—]), so folgt: 
2) J =“ 
ee. WS —+-— El Rare 
P— 1a 


Re! 
oder, wenn statt » wieder n gesetzt wird: 


ae e® 1 e Bi 


also, da jetzt n positiv und ganz ist, die Bedukt önatr el Doch sie 
ae eine Überraschung, aber leider keine angenehme, wie in III) [284], 
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sondern im Gegenteil eine sehr peinlich. Man komnit nämlich nur 
bis au? »—=1 und nicht bis auf » — 0, denn für n=1 verschwinden 
die Nenner rechts und die Formel versagt gerade bei dem 
letzten Schritt, der noch zu machen wäre. Es ist also möglich, 


mit ıhr bis auf: 
e" dx 
iR (6) 


zu reduzieren, aber weiter nicht! Es ist auch auf keine andere 
Weise gelungen, das Integral in geschlossener Form zu ermitteln 
trotz’ aller Versuche der Mathematiker. Setzt man _wie vorhin: 


YE— Iny, 
so nımmt es die Form an: 
"dy = 
BB N mi () 
(Man nennt es dann den „Integrallogarithmus“, vgl. [262].) 


287. 111. Ist der Integrand rein trigonometrisch von der Form: 
f(sinz,.cosz, tgx, cotgx), (1) 


wo f irgendeine algebraische Funktion bezeichnet, so läßt sich auch 
die Transzendenz ganz fortschaffen, indem man irgendeine der vier 
trigonometrischen Funktionen als neue Veränderliche nimmt. Man 


setze z. B. 


S ar urn5% NE 1 — y? G 
SNt—=Y, ca: —yl—y, ET cotgx — er (2) 
TE) 
COSEOZ SON NAR a 


= [f(einz, cosx, tgx, cotgx) dx 


= f (v ve, Pre ) en o) 


also keine Spur mehr von einer trigonometrischen Funktion in dem 
Integranden. Wohl aber ist eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck 
zweiten Grades, nämlich Yl— y? hinzugekommen zu den Irrationali- 
täten, welche in f möglicher Weise schon enthalten waren. Doch 
auch diesem Übelstand läßt sich abhelfen, entweder hinterher, wie in 
$ 36 gezeigt, oder von vornherein durch eine etwas abgeänderte 


Substitution, nämlich: 


x 
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Es wird dann nach [51 vıın: 


: 22 142° N t a 
sınz 142% COSX = se +29 gx 1 22) (610) gx == 7 = 
ga\ de ..2d2 
a de, de= \. 
1— 2° 22 1 — 2? 2dz 
Er: Hate er 1-- ar 1 270 ): 1+2° (2 


Es ist also keine Irrationalität hinzugetreten. War in f 
von Anfang an keine vorhanden, so wird der Integrand algebraisch 
rational. 


Erstes Beispiel: 


; dx & 
a ee: (55 = 2) 


1. 2dz 

&. 1 -/ 2dz ' 

u 82 1—2:? ,)/54-+2%)-+82+43(1 25 
BR: zwar ren B 3 


1-42? 
dz ER ae he 2 0 
u a EN TE REEL E e au 
= —— 


Zweites Beispiel: 


dx x 
Er re (tg Se Ei 


a 2dz 
Ar Se u ar, 


1 22 —1 


Er ee an =zı ai ı 
Dr el 
ne en 


Daß im ersten Beispiel das Integral rational ist in bezug auf 
tg > während im zweiten Beispiel ein Logarithmus erscheint, obgleich 


beidemale der Integrand dieselbe Form hatte, nur mit anderen Koef- 
fizienten, ist auffallend genug, erklärt sich aber, wenn man allgemein 
reduziert: 


Rt dx Er 2dz 
,Ja+bsinc+ccose )(ato+2dbzt(a— 02 
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Die Diskriminante des quadratischen Ausdruckes im Nenner ist: 
= (a+0) (la -)-’ =” —- (+). 

Verschwindet sie, so wird das Integral algebraisch. In der Tat ist 
im ersten Beispiel: 5° = 4? + 32. 

288. Sehr häufig treten in den Anwendungen Integrale von der 
Form auf: 
IIla Tun eos)" (sinz)” de, (1) 
wo m und » beliebige positive oder: negative ganze Zahlen sind ACın 
‚schließlich 0). Bei ihnen wäre es nicht angebracht, sofort tg 5 — als 
neue Veränderliche einzuführen, denn es gilt der folgende: 

Lehrsatz: In dem Integral (1) läßt sich stets m oder n mittelst 
einfacher Reduktionsformeln um zwei Einheiten erhöhen oder er- 
niedrigen. Nur die Reduktion von — 1 auf +1 ist unmöglich, weil 
die betreffenden Formeln für diesen Fall versagen. 

Der Beweis wird in [289] nachgeliefert werden. Seine Richtig- 
keit vorausgesetzt, ist es stets möglich, m oder » auf +1, oder OÖ, 
oder — 1 zu reduzieren, so daß folgende neun Integrale übrig bleiben: 


an Ad a DA 
ER ee er VE (2) 
Sie werden wie folgt gelöst: 
en — / cosa sind = — / cos d(cosa) —= — Lcos’z + 0 
oder: 
— / sina cosx dx — / sine d(sina) —= + 4sin?c + 0’ 
oder: 
= 4, / sin2« de = + / sin(22)d (2a) —= — 100822 + 0 
2. I, 0— J eoseda = sing + C. 


eu], = (in —-Insnx +0. 


a | sinxz sınz 


ER FE — [ sinede — — c0s® + C. 


>. Io jde=r +0. 
2dz 


i+® x 
6. 4, 0,-1 a a =) 


es 
dz & 
- (Z-Ins+0- Intg +0. 
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H sinx dx IE d(cosa) _ 
BOB -/ en -/# Se — Incose + 0. 


2da 
da ae : x 
5 J_1,o0 > os er 1, 42; (.- 185) 
3 1+32? 
1-+1g SE 
1—2 1 — tg du 
oder: 
2 214 
a dx © dx Be er a5.) 
ag Tess (3 = x) sın (3 En )' 
also (6) 


--ng(F-Z)+0-+ht (I +5) +0. 


9 UL RIER 2dz  J daan) 
sinzcosz’ „) Bin?z sin (2x) ” 


also (6) 


— In (tige) + 0. 
Die neun Integrale sind sämtlich gelöst: 


289. Es sind noch die in [283] versprochenen BKekursionsformeln 
zu entwickeln. Zunächst ist: 


N 2? ats 7 Fa (A) 
Ins I el nr ae (B) 


Mn 


oder: 


Beweis: 
Te — | (eosa)"+?sin"z da + / (cos 2)" (sine 
c08«” sinx” (cos?’x + sin?x) dx 


m ın? ir 
co" rind FT m 
Sodann wende man auf J,,,, den Satz von der teilweisen Inte- 
gration an, trenne aber vorher von dem Produkt (cos«)" (sinz)* 
einen Faktor, also entweder ein cosz oder ein sin« ab und vereinige 


ihn mit dx zu dv, d. h. man setze im ersten Fall in [250 ı1]: 
u— (cosr)""! (sine), dv=coszde, v=sainz, 
du = (m — 1) (c0s2)”-?. (— sin) - (sin ©)" da + n(cos x)" !(sin z)”"!coszdz. 
= — (m — 1) (cos2)""? (sinz)"+!dz + n(cosz)” (sin)? -1dx 
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| en — /udv — [ cosam sinz” d& 
— (cos2)" Ksina)"+!+(m—1) | (6082)"-*(sina)"+?da—n | (eos x)" (sinz)"dx 
©% (cos)! (sinw)"+1 a5 (m = 1) Sm 2in+2 Fer. A 


also: re 
(cos«)” 1 ee 


ea (sin m—1 
I n-1 Fa 1 Im-2,n+2° (1) 


Im zweiten Falle würde zu setzen sein: 


u = (cosz)" (sinz)"-!, dv=sinede, v—= — cosz. 
und man erhielte entsprechend: 


— (cos2)"F (sing? m —1 J 


a R [9 

m," m+1 Mm + 1 m+r2,n—2° (2) 
Ferner setze man in (1) noch ein, nach (B): 
les: Se ee 

a (cos Dr (sin ©)" et Fr nt br 
Bi I TUE n-+1 n+1 m—2,n N u m, n? 

unc leraus: : 

„__ eo" en"! mt, (3) 

Mm, mn mn m=2n' 


Entsprechend wird aus (2): 
Ba: reinen one 
I re m ı N m + N Up (4) 
Ferner kehre man (3) um und ersetze m durch m + 2: 


(cosa)" *!(sina” + mtn-+t2 | 
7 Bass m En re E Mm +1 I +2,n' (5) 


Ebenso kehre man (4) um und ersetze n durch n + 2: 


m+1 2 n+1l 2 
ee . x) est De (6) 


Wie sind diese Reduktionsformeln anzuwenden? (1) paßt ganz vortreff- 
lich, wenn m positiv und n negativ ist, weil dann jeder der beiden 
Exponenten seinen absoluten Wert um zwei Einheiten verringert, z. B.: 


(cosx)? I EN (cos x)? n 
(sina)er (inne (sin ©)? 
Nur darf nicht n=— 1 sein, weil dann der Nenner rechts ver- 


schwindet. Ist dagegen m = + 1, so verschwindet der Faktor vor 
dem Integral rechts und man erhält sofort nach Hinzufügung der 
Integrationskonstanten: 

(sin a)" +! 


feos 2 (sine) de — 1 +0, (7) 
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wie auch sofort als richtig erkannt wird, wenn man coszd«=d(sin«) 
setzt. 

Ebenso geht (2) vortrefflich, wenn m negativ und n positiv ist. 
Nur darf nicht m =— 1 sein. Ist dagegen n= +1, so erhält man 
auch sofort: 


m+1 

fteos x)" sinzde = — ee +6. (8) 

Formel (3) kann man mit Erfolg anwenden, wenn m positiv, n be- 
liebig ist. Nur darf nicht n=— m sein. Für m=+1 erhält man 
zum zweitenmale (7). Formel (4) kann man mit Erfolg anwenden, 
wenn » positiv, m beliebig ist. Nur darf nicht m = —n sein. Für 


n= +1 erhält man zum zweitenmale (8). 
Formel (5) kann man mit Erfolg anwenden, wenn m negativ ist, 


nur darf nicht m=—1 sein. Ist n= — (m-+ 2), so ergibt sich sofort: 
(co) dx 7 211008 art. (sinz) er = (cotg BEN : 
er - - m+1 k re ee (9) 


Dieselbe Formel würde sich wie folgt ergeben haben: 


(cosa" da _ Ge DDR er 
(sin „m +2 Fe sin?z (cotg ©)" d(cotg x) 
_ __ (eotg tt LO. 
m-+1 


Formel (6) endlich kann man mit Erfolg anwenden, wenn n negativ 
ist, nur darf nicht n=— 1 sein. Ist m=— (n + 2), so ergibt sich 


sofort: 
(sin &) (tg a)" +! 
ee 4% De salz (10) 


Besonders bemerkenswert werden (1) und (2), wenn n=— m 
oder m—=—n ist. Man erhält, wenn in (1) noch zuletzt n statt m 
geschrieben wird: 


Re a DR ea — |leotga) "2 de, 
„— Sie 2 der =. ren je: Ed (2a) 


Der Integrand wird eine Potenz der Tangente oder Kotangente- 
Ebenso setze man in (3) und (5) n= (0, wie in (4) und (6) m—0 
Man erhält, wenn noch in (5) und (6) —m statt m und —n statt n 
geschrieben und schließlich noch der Buchstabe m durch den Buch- 
staben n ersetzt wird: 
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1: ar de +8 nn ae + — ! feos N 
fein Bra (in ee Ab ne kein ed) 


dx zur sin & n— 2 (5 a) 
(cos x)” (n—1) (cosx)" 1 N er Sr 2. 
dx DE cos & Nn— 2 (6 a) 
(sin x)" (N Dyleinayaa N n—1 (sin Fe a 
290. In [289] sind die Formeln zur Reduktion des Integrals [288]: 
IIla) Inn ‚[feos 2)” (sin w)" da 


vollständig entwickelt. Man wird gegebenenfalls diejenigen auswählen, 
welche am schnellsten zum Ziele führen. Es sei zB m =+10, 
n = — 4, so nehme man erst zweimal [2891] mit m =+10,n=— 4, 
daan m=+8,n=-—2: 

(cos 2) ee (cosa) a 7: 


(sin x)* 3 (sin = (sin x)? 


ne 7 (eos x)’ dx. 


(sin x)? sin & 


Darauf nehme man (3a) in [289] und setze n=6,n=4,n=2: 
fteos 2 dA — s. Ser a a (cosz)'d, 
fios 2. de > ge 5 = 2 usj 
freos de = —- a = 5 18. 


Daher nach Zusammenziehung und Hinsetzen der Integrationskonstanten 


3 (cos x)? 


(cos x)! H, (cos x)? 
sin t 


=, + 


(sin «)* 3 (sin x)? 


7 1 35 En. 
+7 (eos2)’sina + 5 (eosx)’ sin 
105 - 105 

175 608% inc +,X%+C. 


Zur Probe differenziere man wieder. Man erhält rechts: 


(ar + (sa) + Ge +15 (cos)? + 103) 
++ + n — 21 (cos a“ ir er EL wer > (cos x)’ (sin x)? — Tr (sinz)?) 
(+ cos®x 12  eosix +3 d. cos? + us) 
+1 21 cos°xr + > cos lg cost 1 cos? +" cos? 2,5) 


en - (stimmt!) 
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Ist weder m noch n negativ, so kann man auch nach [234] die. 
Potenzen und Produkte von sinxz und cosx umformen und so die 
Integration auch ohne die Rekursionsformeln [239] bewerkstelligen z. B.: 


cos 7x 7cos5x 2100837 35 cosXxX 
[eos 2) dr -/[ = az GLEN er, 
e_ N 


64 
sin 7x 7sin5x 7sin3x 35sinx 
Baer en 
cos8xz -4-8cos6x 28 cos4x 56 cos?2x 35 
‚fieos 2709 -/ 4 ” = ze ee 
sins8x sin 6x 7sin4x 7sin?2x 35 
ET ge eng 
1 "—- sin7« + 7sin5xz — 21sin3x t 35sinx 
fein s)de= | —— Au) 61 1 - dt 
608 720 at 7c0os3X 35 cos& c 
Een: 320 64 64 ’ 
2 cCOo8 82 — 8cos6xr 28 cos 4x — 56 cos 2x 35 
fein xz’de -/ eh es IR 4% 
sin8x sin 6x 7sin4x 7sin?2x 35 
ER WEI ARE er we. a 
1024 96 1 Is BETT ar 


— sin 7 — sin5c+3sin32 + 3sin« ne 


a (cos x) (sinx)’dx = = 


cos 7x cos5x COS3X 3C0osEt 
— +0. 


ist a et 64 | 
291. Vollständige trigonometrische Integrale erstrecken 


sich über den ersten Quadranten. Sie entstehen daher aus den ent- 
sprechenden unbestimmten Integralen durch Einsetzen der Grenzen 0 


Ne) i 4 
und = für x, den arcus. Dabei vereinfachen sich manche der in 


[289] aufgestellten Rekursionsformeln so sehr, daß die Endwerte so- 
fort aufgeschrieben werden können. So ergibt sich aus (3a): 


Te rt 7T 
= = m 
|con-igsinz , n—1 
Jeos" de —- | a ee = foos-"ada. 
0 f) 0 


Es sei n positiv und größer als 1. Der Zähler des ersten Gliedes 


rechts verschwindet beim Einsetzen von 5 wegen des ersten Faktors, 


da cos - —=( ist. Er verschwindet aber auch beim Einsetzen von 0, 
da snO=60 ist. Also: 


w| N 


7t 


: | 
cos"zdxz = —— | cos" "’xdz, (1) 

" N” 

0 0 
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ebenso würde (4a) ergeben: 
7 z 


2 


2 
5 n—]1 429 
sin? zdx — — — | sin" "ade. (2) 


0 0 
Es sei n zunächst gerade =2p. Dann führt die wiederholte 
Anwendung von (1) oder (2) zuletzt auf 


feos ade fin dx fan; ee 
0 


ro|A 


Daher: 
ze 7T 
= = 
i Ba a Er 
2p ei ee lee, a FR 
fes xda sin ?rdx& EEE ee 


0 
oder nach Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren: 


U 
77 


10] 3 


9 x 1:3.5.-2p—3)-@p—D, 
2» N 3Dp m In 
‚feos dr = sm?’ede=z357. Er 3,2 (3) 


v 0 
Sodann sei n ungerade =2p» +1. Dann führt die wiederholte 


Anwendung von (1) oder (2) zuletzt auf: 


zt z 7t zt 
z = z 
Serzds- fünzar- sn: = —-cos17=+-H[l. 
0 0 
Daher: 
z nn 
2 2° 


ag 2 29 —2 a 
fesrttadz - EL Eee Pant ee a 
0 


oder nach Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren: 


TU TU 


De > ö 2.4-6...(2p — 2)-2p 
ap+l = [sin’+!gdxc=]1::; 4 
festtwar 33.7... @pi)-eprn ©) 


1} R 
Ganz in derselben Weise ergibt sich allgemeiner: 


$ ae, en BO —-D] 
9p 29 7 a 3 (2p 1 3 (2q ) | 
‚feos x sin dr = PRESRREESACHEIET) (5) 


0 


w| N 
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e% 
I 2.4-6-..2q 
2p 2a tim mr |: 
‚fes x< sin csdce=1 TERDERTEORELTESTEN (6) 
0 
Ei 2-4. 60:29 
29+1. 2p = . 
fer tasinrede 1. rar 
Q 
3 
R : 1 Ian 
2p+1 2g+1 Br “ 
hu engere: 
1 1.2.3... —1)g 


ne oe pre 


Man kann aber auch Fakultäten einführen, z.B. in (3): 


173.052 —S)EN2p = A) SETS DPI 
2:4:6:.:-(2p —2)-2p F 2.4::..29:2:4:.::29 
PR 1:.2-3-.--(29—1)-2p AN (2p)! 
 MPAL-2-3...9)-2P(1-2..p) 9Pyıp!’ 


also: 


zt 
2 Fa 
k 7 2»)! 
Jeos2da - [sintrode == nn 
; .p!p! 


0 


Beispiele: 

2 us 

F | 2 

in? Eee 2 EEE 
sin da cos xdx iz N 

ze 7t 

PERL 2 

Be MS 6 rn br 
fs oda — [cos dx eg 
0 1) - 

7 71 

EI 2 

en) 3 2 2 

sin’zdze= [eos’zdae=]1:- a 
0 N) 

zı ze 

2 2 

2 2.4.6 16 

7 = 7 Be . 

‚Jsin'zar - cos'xdx ae En 


0 0 
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7t 
= 
u. _m® 1-.3.5.1:.3 3% 
[esasintzde = 5 90468 .40407 819° 
0) 
E 
2 
z 2.4 8 
6 5 let == : 
[eos esin’ede - 1 7.9.11 69 


0 


Da es bekanntlich möglich ist, auf sehr einfache Weise die tri- 
gonometrischen Funktionen in beliebigen Quadranten auf solche im 
ersten Quadranten zurückzuführen, so sind mit den vollständigen 
Integralen auch sofort solche gegeben, deren Grenzen beliebige 


Vielfache von 5 sind, z. B.: 


7 
2 


TU 
Er 2 
‚fsin’edz - + /sn’zdı=+-, 


E 0 
2 
(da sin(x — 2) = + sinz ist.) 


2 
Jos 2da = — Jcos’zdı=—-, 


w|äPe 
o 


zT 


Fsin’edz - 2|- = ei 
0 Ö 
7t 7 zt 
[es war = [+ f=0. 
2 


0 0 


Allgemein ist: 


27 ar 
/ sin’?t!rdz — [ oostr+iada =. 
ö N 
Dagegen für gerade Exponenten (a und b ganze Zahlen): 
er ee 
1-3-5..-29 —1) 
in? = 2p SEE ce 
Jin? 242 - cos®zde=(b— a)-- WRLRT, 
7 — 
rs a P) 


292. Die Formel von Wallis für die Zahl =. Nicht selten 
trifft man bei mathematischen Untersuchungen, wenn man ein wenig 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 34 
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— 


um sich sieht, ganz unvermutet auf Beziehungen, die zunächst gar 
nicht zu dem Gegenstande gehörten. Daß es I. Integral- 
rechnung nicht anders ist, ließe sich an zahlreichen geschichtlichen j 
Beispielen nachweisen; N sei nur ein einziges aufgenommen, näm- 
lich die folgende Ableitung eines er ardigen Ausdruckes für die 
Zahl x durch ein unendliches Produkt, welches von der auffallenden j 
Tatsache ausgeht, daß die en Integrale in [291] rationale 
Brüche sird, wenn der Exponent ungerade ist, dagegen die Produkte 
solcher Brüche und der Zahl x, wenn er gerade ist. 
Man betrachte die drei Integrale: 
sin??-Ixdx; sin’’xde: sın??+!gdz. 
/ u 
Das erste hat einen größeren Wert als das zweite und die 
wieder einen größeren als das dritte, da sinz (im ersten Quadranten) 
ein positiver echter Bruch ist, also seine Potenz mit dem Eixpou HE 5 
abnimmt. Daher nach u 
2 @p—2) 
3-5 7---2p—1) 
also auch: | 
[2-4---2p— 2)]-[2-4---2p] > > [(2-4---(2p—2)-2p][2-4---2P]) 
[3-5---(2P—1)]-[1-3-- er] [3-5--@p—-N2pP +D1-3---@p HI 


Man setze den ersten Bruch = An dann ist der zweite E. 


BE; 


ap) _ | 2:4: -(@p—- 2 ap BE 
2.4...2p 155. D-ept 


7 
San 


Daher: 
nz 1 
A All sr 
und also, wenn p unbegrenzt wächst, oder im1:2p+1=0 wird: 
e; ; z A | f 
Ems ES — lim == 2 > 
Nun folgt nach Umstellung der Faktoren in Zähler und Nenner: 
Ap 9-4 4-6 6-8 2p — 2)-2p E 
2 8-8 SBS7 sn Wan 8 
also: 
zB AR (2p — 2)-2p HI 2 
Ki 0 05 Dn ara @Pr—D2p—1) Bat 


Dies ist das unendliche Produkt für die Zahl x, welches Be. 
Wallis gefunden hat. Da: Een 
2.4 IE Sa > 


1 
re ee 7 2 are 


a 
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ist, so kann man auch schreiben: 


2 -( ll in inf. 


Die Konvergenz ist freilich recht schlecht, aber es sollte ja hier 
auch nur eine Blume im Vorbeigehen gepflückt werden. 


Übungen zu 837. 


1. Az fi e”dz 5 
yatA’a—e) 
2. Te42197 
sın?z 
3. Quadratur und Rektifikation der Astroide [200]. 
4. Das Integral 
> Vsinz 
soll durch die Substitution sin (7 — 5) aa umgeformt werden. 


Darauf ıst das Integral durch Entwicklung des Integranden in 
eine unendliche Reihe zu lösen. 

5. Rektifikation der Bernoullischen Lemniskate auf Grund 
von (4). 


38. Integrale transzendenter Funktionen. Teil 2 


293. Es seien noch einige Fälle behandelt, in denen ein tran- 
szendenter oder ein gemischt algebraisch transzendenter Integrand sich 
elementar integrieren läßt. Zunächst sei vorgelegt: 

J= f: 2" cosxdz. 


Man rende die Formel für die teilweise Integration an und setze: 


u a*%,dv =cosrdr; du=nz" "dr, v-sinz 


[zreoszdz = z"’sınz — n| x"! sinzdz. (1) 
Entsprechend ist: 
E sinzdz = — 2" cosa-tn [a"-!coszdr. (2) 


Ist » eine positive ganze Zahl, so wende man abwechselnd (1) 
und (2) an; bis man zuletzt auf 


» a 
„Ja? eos zde=sinz; oder Ser sin zdz = — c0se 
34* 
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stößt. Beispiel: 

[a eos Kar =a’sına —5 fat sinxzdx 
— sin + 5% cos2 —20 | a’ cosedx 
— x’ sinx +5x% cos& — 20x? sin x + 60 x: sinzde 
— sine +5xtecos2— 20 x2°’sine— 60 2?c0sc+120 I xeosedx 
— 2’sınc + 5Dx* eosx& — 202° sin z — 602°? cosx + 120x sin x 

+120cos2+Ü | 

— sin 2(2° — 202° + 120) + cos x (2° — 602° + 120) +0. 


Für negative Exponenten kehre man um und setze —n an Stelle 
von n—1, also —(n—1) an Stelle von ». Es wird 


sinxzdx sin £ 1 "08 X 
il ze? ee er) en (1a) 
cosxdx cosXx 1 Ba x 
— — — de. 2a 


Ist n eine ganze Zahl, so wende man abwechselnd (la) und (2a) 


an, bis man auf 
d : 
je x a JE dx (3) 
% x 


stößt. Dann aber versagen die beiden Reduktionsformeln, weil für 
n—=1 die Nenner unendlich groß werden. In der Tat hat man auf 
keine Weise die beiden Integrale (3) elementar lösen können, also 
genau wie in [2866]. Beispiel: 


sinzdx hr Sue 1 cos xdx 
We N 3, 3 
4 sinz 1 cos& 1 sinzdx 
Fr 303 6 x° 6 a2 


"a sinx 1cosx ar 1siınz 1 cos xdx 
5 30° 6 x? 6 x 6 2 


und damit ıst die Reduktion zu Ende. 


294. Vorgelegt sei ferner: 
J= |x"(cosa)"de. 


Man integriere teilweise und setze hierzu 


nn J — fa” (cos @)" dx. 5353 


u=a"(cose)"-!, dv=cosade, v=sinz. 
du = na"! (cos x)" 1de— (m — 1)2" (cos 2)" -? sin ade. 
fa ”(cose)" de = 2" (cos nz)" -!sinz — nz ?72 (cosz)*!ein 2d& 
+ (m — 1) fa” (cos 2)" ?sinizdz. 
Nun wandele man das zweite Integral rechts um in: 
fa (cos 2)" ?2(1— cos? z)dx — far (cosz)"?dx — far (cos ac)" dr, 


bringe dann das letzte Integral auf die rechte Seite und dividiere 


‚durch m. Es folgt: 


n m—1_: ’ 
x (COSX SIN X N . 
a EE2  — r Dre je- > (eos@)% "and 


+ le (cos 2)” 7 ?dz. (1) 


Auf das erste Integral rechts wende man noch einmal die teil- 
weise Integration an und setze hierzu: 
(cos ©)" 
m 


: n—1 mM 
i x COS& n—1 
fe (cosz)""!sinzde = — a fe "(cosa)" de. 
[2 


m Mm 


u— at, dv=(cosa)""Isineda; du=(n—1)a”"?de, v=-— 


Daher endlich die gesuchte Reduktionsformel: 


m—1 gr il 
(cosx sin x NE cos X 
IE 2 (cos2)" dr — = + ur 


m m? 


nn —1) 
m? 


BR (cosaynda +" 0" (cosaj"’dx. (2) 


Sınd » und m beide positiv und ganz, so hilft diese Formel, denn in 
dem ersten Integral rechts ist n und im zweiten m um zwei Binheiten 
erniedrigt. Ist im besonderen n =1, so folgt: 


5 ml: And 
[aosara.- > en En Mo ! [2(eos 2)" da. (2a) 


m mM Mm 


Ist m = 1, so folgt (wie auch aus Verbindung von (1) und (2) in [293]) 
fa” cos dx = x"sine + na®"!cosz — n(n— 1) fa"? cos xdxz (2b) 


und so können m oder n auf 1 oder 0 gebracht werden, also daß nur 
die vier Fälle zuletzt übrigbleiben: 


4 
Sr sadz = zsinz — sine, ada=; 
feoszde = sine, Sdz = «. 
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Beispiel: 
x*(cösm)’sinz - Ax?(cosn)? 4 / 2 
| *osa)az - Sauer) +- Se 4 (alcosm)tda +} x* cos cd, 


h 3 9 


2? (cosx)’sin& 22cos?’x 2 
‚[r*tos x)>da Er An: 4 — 5 le cos® xdr - 2 fe cosxdx, 


fa cosxdx = x*"sinx + 4a?cose — 12 |x?cosxdz, 


Sa: eos xde —= ?sınc +2x2cos& — 2sinz, 
cos x)? sinx ZN 
[eos A — on + zsinz, 
€: 


also, wenn man einsetzt, zusammenzieht und Ü hinzusetzt 
cos’z sin 4 8 cos? x 3X 
[2te0s°0da — —— (-52°+5,) +. > (4a ’——) 
5 3 3 27 3 


ne (2% PEN 1) ame (8« ae = 2)+ 0. 


Ist n oder m negativ, so kehre man (2) um, indem man das erste 
oder das zweite Integral rechts entwickelt und dann »n— 2 oder m — 2 
durch —n oder —m ersetzt. Man erhält dann 


I "Ir m(cos«)”" "sin (cos x)" m? 
x” nr En Dee ER 


De m— 2 
m (m ) 5. (cos ee 2 Ra (3) 


(n — 1) (n — 2) x 
ee x" sin & na “ el at de 
(cos a)" (m- —1) (cos Da 1 (m —1)(m — 2) (cosa)” 2 (cos a)" 

el 1: ade i 
R (m — 1) (m—2)e/ (cos)”? (4) 


Doch versagen diese Reduktionsformeln (3) und (4) augenscheinlich 
fürn=2,n=1 oder firm=2, m=1, so daß durch sie folgende 


vier Formen: 
(cos Rn. (cosa)"d x ee "de "da 
(cos ©)?’ cos & 


nicht mehr vereinfacht werden können. Sie sind auch nicht elementar 
lösbar, mit einer einzigen Ausnahme in der dritten Form, nämlich: 


da | < 
DR ei 
cos? x j 


Wendet man auf sie die teilweise Integration an und setzt: 
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u—%, dv= 8, du=dx, v=tgr, so folgt 
SEE = atg2 - tgede = atgr +Incosc +Ü. 


Sind aber »n und m beide negativ in (1), so kann man zwar durch 
(1), (2), (8) oder (4) umformen, aber keine Erleichterung erzielen. 
Entsprechend zu (1) sind Integrale von der Form: 


J — fa” (sin«)" dx 


zu behandeln. Die zugehörigen Formeln werden genau ebenso ab- 
geleitet wie die Formeln (1), (2), (3) und (4). Doch ist auf sie verzichtet 
worden, weil diese Nummer überhaupt nur erläutern sollte, wie man 
unter Umständen auch in einem schwierigeren Falle reduzieren kann. 


295. Vorgelegt seien die beiden Integrale: 


a fes» cosbxdx, J; — fe** sin bxd«. 


Man wende auf beide die teilweise Integration an und setze hierzu 
im ersten Integral: 


b 
u=e*", dv=cosbxde, du=ae”ds, v—- — 
und im zweiten Integral: 
b 
ve", dvo=sinbaids, du=ae*’de, = — a 
so folgt: 
e"sinbe a ee 
— dh; J,=— + I also: 
RN ® a? 
De +: e"*cosbx — Er IR: 
oder nach Hinzufügung der Integrationskonstante: 
i e”(bsinbx +acos ba) 
J, = [| e" cosbadx = mer +0 
und ebenso: 
” (asinbxz — bcosbx) 
x 
= je sınbz dx = AL +6. 


Vorgelegt sei ferner: 


J = Je”(cosba)” dx. 
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Man setze: 


sin bx 
u= e**(cosba)""", dv= cosbade, = ——, 


du = ae”* (cosba)""!dz— (m — 1)be?*(cosbz)*"?sinbrdz, 


ax m—1 .: ” 
b : 
fertos ba)" de = UNE = (cosbx)""!sinbaxdz 


b 
+ (m —1) f e“*(cos ba)" -* (sin ba)? de. 
Weiter forme man das erste Integral rechts um und setze 


u= 0”, dv= (cosbr)""'sinbadz, 


cosbx)" 
du = ae”dx, a ? 
mb 
e"” (cosbi)" a 


fe (cos bx)""!sinbade — — +25 Je" (cosba)"de, 


mb 

in dem zweiten Integrale rechts setze man: 
(sindbz” =1-— (cosbx)*, 

so folgt: 


e®* (cos ba)" sinbzx 
; gar 


er a? 
+ 2273 (608 ba)" — Safe (cosbx)" dx 


U 


+ (m — 1) fe (cos bayn-2de— (m—1) fer“ (cosba)"dx 


j e”? (cosbx)" de = 


und hieraus: 


fe (cos ba)" da — mbe** (cosba)"""sinbx + ae” (cosbx)” 


a? 1 m*Db? 
m(m— 1)b?’ MR 
med (ee=(cosdayn Rn. 
Entsprechend: 
; — mbe"* (sin ba)" "1 cosbx + ae”” (sin ba)” 
fe: (sinba)" de — a° L mid? 
N G3 
— De (s(ein Ba He 


296. Um die fünf Integrale: 
[in zdr, [are (Sin=n)dr, [are (cos =x)dx, Jarc(tg — 1) 
[are (cotg = x)dx 


zu lösen, wendet man am besten gleichfalls die teilweise Integration 


an und setzt dabei stets 
duseldes ind, 
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also der Reihe nach: 


w—Inz, are(sin=%), arc(cos—zx), are(tg=x), arc(cotg = «), 


d ) 7 R 
ES 2 dx u dx dx dx 


EVER Vie 


und erhält: 
Snade= am [® -ama—a+0, 
‚fere in = de = ware (sin = 0) " 2 
Vie: 
—-zac(sin= + yV1— +0, 


fr (cos=a)de=xarc(cos=x)+ le 
el —2?+06, 


2 
"de 


Saretig = )de-a arc (tg = x) — er 
= are (tg -n)— I In(l +2)+0, 


-— 


Jare (eotg — — 2)da = xarc(eotg—x) + 
= Marelcülg Ri r B In1+a) +. 


Wird zu den Integranden der Faktor x” hinzugefügt, so setze man: 
arrtl 


n—+1 


dv ade, v — 


und verfahre sonst wie vorhin. Es wird: 


geri 1 S a" +"de ger arri 
£ l — 
‚as: do; 19 oe Er en 
ar+i n+1l 
: il x dx 
z Ze 2) Eu EIER, == 
are in —e)20r er arc (sin = X) — enlere$ 


n+1 1 ridx 


are (cos = x) dx — a: ; are (cos = =) aan Ale 


reg = 2) ards -$ zul 222 1+2?? 
wtrldz 


are (eotg = 2) arda = & 2 are (eotg — «) + an IE D 


Die rechtsstehenden Integrale werden nach $ 35 und $ 36 ge- 
löst, oder auch, indem man der Reihe nach setzt 


t=sinp, 6089, tgy, cotgp 
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und sie ın 


[siart: pdp, feo+ pdy, Stert'pag, [eotg"+! gap. 
verwandelt, worauf sie nach $ 37 behandelt werden können. 

Übrigens darf nicht n=—.1 sein, weil dann u nicht =«a”*!:n +1, 
sondern =Inx wäre. Die erste Formel muß umgewandelt werden in: 


mo: °= (Inzame- eG, 


die anderen ergeben keine Vereinfachung, keine Lösung. 


297. Noch sei eine Methode erwähnt, die zuweilen bei der Auf- 
lösung von Integralen mit Erfolg anwendbar ist. Man nennt sie die 
Differentiation unter dem Integralzeichen. Gesetzt in einer 
Integralformel sei außer der Veränderlichen x und der Integrations- 
konstanten O noch ein konstanter, aber sonst willkürlicher Parameter «a 
enthalten, was symbolisch durch die Gleichung: 


Sf, ade = F(a, a) +0 | (1) 
angedeutet sein mag. Die Umkehrung ergibt die identische Gleichung: 
OF «, a) 


Dawn, fie, a), (2) 


also, wenn man noch einmal, aber nach «a differenziert und darauf 
die Reihenfolge der Differentiationen links vertauscht [167]: 


„oF@a) „oeF@a) | A 
Vo re an) 
De EN Sn 
oder nach abermaliger Umkehrung: 
of(z, a) o(F(&,a)+0) 
iR a er 0° 8) 
oder auch: 25 ) 
a ® 


Diese Formel (3) oder (4) lehrt das „Differenzieren unter 
dem Integralzeichen“. Ist in dem Integranden irgendwie ein Para- 
' meter a enthalten, und differenziert man ihn d. h. den Integranden 
nach a, so wird auch das Integral selbst nach «a differenziert. 

Erstes Beispiel: 


„ri 


Hier istn ein willkürlicher Parameter. Es ist nach (2a) TafelII S 15: 


n+1 
> &% 
2. (a”) E EN CE 


“+2? 
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also: 


& tlinze ri 
wie auch schon in [296] auf ganz andere Weise bestimmt worden 
war. Wendet man (4) noch einmal an, so folgt: 


(n +1) 2”*' (Ina)? — a"*"Inz 


Kr Ine) ur= ET 
a+1a"t'inz— 2a”*! 
@+D nu 
ee (In x)? Latina ar 
Ben IS Tor ae) 


usw. Man könnte aber auch das Integral: 
f: x" (In x)? dx 
durch die Substitution: 
h"art=-n+NYhr=-y tr!=e®, n+1),rdı= edy 
zurückführen auf: 


1 0 
fr (In x)P dx = anne [wear 


und nun II) [286] anwenden. Es gibt oft mehrere Wege, ein Inte- 
gral elementar zu lösen, wenn es überhaupt lösbar ist. 
Zweites Beispiel: 


sin «& 
fe utde — +6, 


a 

0 cosax 4 0ax 3 

en = — sın ar — =—tsındadı, 

.sinax 
Pa ax 608 ax — sin ax 
da => a? . 

also: 

f sinaade = .— —_— ur 


Für «= 1 kommt man wieder auf [294] zurück. 
Drittes Beispiel: 


AN 
ar, ea 2a 
dar, aa 
0 3 arc (tg ) 
IE es 1 x 1. 1 & 
En - —- zarltg-2)+- a a)» 
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daher nach (3), wenn durch — 2a dividiert wird: 


FOR 1 & & | 
ei) + ua gay + © 


2983. Was in diesem achten Abschnitt über Integrationsmethoden 
gebracht worden ist, soll und kann durchaus nicht erschöpfend voll- 
ständig sein, da hierzu Bände gehören würden. Aber für viele An- 
wendungen in Geometrie, Mechanik, Technik und Naturwissenschaften 
reicht es doch aus. | 

Es liegt ja die Sache, wie schon wiederholt ausgeführt wurde, 
doch so, daß die Integration im elementaren Sinne oft überhaupt 
nicht möglich ist, selbst wenn der Integrand durchaus nur elementare 
Funktionen, Potenzen, Wurzeln, Exponentialfunktionen, Logarithmen 
usw. enthält. Man kann sogar als Regel annehmen, daß es so ist, 
wenn der Fall nicht zu den hier behandelten Fällen gehört oder 
nicht auf einfache Weise auf sie zurückführbar zu sein scheint. 
Dann treten eben die Ausführungen des $ 33 in Kraft. 

Auf alle Fälle ist mit dem Integranden die Integralfunktion 
implizite gegeben. Daß es nicht immer möglich ist, sie explizite 
so zu ermitteln, wie man gehofft und vielleicht stillschweigend an- 
genommen hatte, kann nicht weiter befremden, wenn man an die 
vielen anderen Beispiele in der Mathematik denkt, in denen auch eine 
„glatte“ Lösung sich als nicht vorhanden erwiesen hat, wie z. B. bei 
der Auflösung der allgemeinen Gleichungen von höherem als viertem 
Grade. Dann arbeitet man eben Annäherungsmethoden aus, welche 
gegebenenfalls den Ziffernwert auf eine beliebig vorgeschriebene An- 
zahl von Dezimalen liefern. 

Übrigens können hier Betrachtungen ganz anderer Art angeknüpft 
werden, wie so oft an fehlgeschlagene Hoffnungen. Wenn sich 
Grenzen zeigen, über welche hinaus die Methoden versagen, so ent- 
steht für den Mathematiker zu allererst eine ganz neue Aufgabe, 
nämlich die möglichst scharfe und vollständige Feststellung dieser . 
Grenzen. Für diesen Abschnitt würde es sich darum handeln, all- 
gemein gültige Kriterien zu ermitteln, wann die Integralfunktion zu 
den bekannten Funktionen gehört. Unter gewissen Einschränkungen 
hat man sie aufgestellt, doch würde eine solche Untersuchung weit 
über die Elemente der Integralralreehnung hinausführen. 

Sodann erscheint, was jenseits der Grenzen liegt, als unerforschtes 
und meist unermeßlich großes Gebiet, das zu Entdeckungen einladet, 
hier besonders zur Schaffung neuer Funktionsarten, wie schon wieder- 
holt kurz angedeutet worden ist, z. B. in [263]. 


299. Die Gammafunktionen. Daß Integralformeln zuweilen 
Anwendungen finden können, an die man zu Anfang gar nicht ge- 
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dacht hatte, ist in [292] an einem Beispiel gezeigt worden. Zum 
Schluß dieses Abschnittes noch ein zweites. Die teilweise Integration 
lehrt sofort die Richtigkeit der folgenden Formel: 


Se "de= — x®e”"® + n far-ter>da. 


Man integriere zwischen den Grenzen =0 und 2=-+ oo und 
setze dabei n als positiv voraus, so folgt: 
+® +9 
See en, En la lertde. 
Ö 0 0 


Bei Einsetzen der Grenzen in das erste Glied rechts: 
— ge? 
verschwindet dasselbe. Denn für £© —= 0 verschwindet der erste Faktor, 
während der zweite =1 wird. Für lim x = 0 wird der erste Faktor 
unendlich groß und der zweite Faktor unendlich klein. Doch ist 
auch dann nach [1911]: 
lim — #"e*= — lim = — 
z=+® z=+me 
Die vorige Gleichung wird daher sehr einfach: 
+ u) 
(are da — nfar-!e-2dn. (1) 
ö 6 
Ist n eine absolute ganze Zahl, so kann man une wiederholte An- 
wendung von (1) zurückführen auf: 
+% 


Tnbe-rda ne = |-e* —-=+1 
N) 0 0 
und erhält: 


+0 +0 +0 


<] 
(areas — n [arte ®dz —= nn — 1) far-2e-"da ar 
N 0 ö 


= nn —1)nm—2)...l 
oder: 
+% 


fare*dz nt (2) 
0 


Ist n zwar positiv, aber keine ganze Zahl, so hat die linke Seite 
von (2) trotzdem einen endlichen Wert, während die rechte Seite, 
wenn man die alte Definition: 


n!=1:2.3...n—1):n (3) 


zugrunde legt, völlig gegenstandslos wird. Aber gerade, weil es so 
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ist, bedeutet (3) für nicht ganze » gar nichts, und so stößt man auf 
keinen Widerspruch, wenn erklärt wird: 

Die Gleichung (2) soll die Definition der Fakultäten 
für beliebige positive Werte von n sein. 

So sind die Fakultäten erweitert worden, denn diese Erklärung 
hat sich durchgesetzt. 

Nach (1) gilt dann allgemein, wie in [13] für ganzzahlige n ge- 
zeigt: 


n„!=(n—1!n odr: n+1)!=n!n+1) (4) 
und umgekehrt: | 
2! 1)! 
R—DI-"; 1 (5) 


Läßt man diese Rekursionsformeln auch für negative n gelten [14], 
so entstehen aus den Werten der Fakultät für n=0 bis n=]1 die 
Werte fürn =—1bisn=0, dann fürn = — 2 bis n=— 1 usw. 
Man sieht also, daß die Definition (2) nur für n—= 0 bisn —1 benutzt 


zu werden braucht. So ist . B firrn= — => 


Dieses Integral wird durch die Substitution: 
Ve=2, x =2%, da= 2aede, 


da die neuen Grenzen ebenfalls O und oo sind, verwandelt in: 


[6 e) +o 


1 Kr Rn 
(-:=2Je sa [e "de, 
0 


also nach [2713]: = 
1 — 
(- 5)! Vr- | 
Noch ist zweierlei zu erwähnen. Erstens: Man ersetzt das Wort 
Fakultät alsdann durch das Wort Gammafunktion, weil Euler sie 
zuerst mit dem großen griechischen Buchstaben I’ bezeichnet hat. 


Und zweitens ersetzt man in dem Integral » durch » — 1, d.h. man 
definiert: 


I'(n) - [arte rde, 
0 


so daß für ganzzahlige » sein würde: 


In) (n—1)! 


Übungen zu $ 38. 543 


Übungen zu 8 38. 
1. Das Integral 


= esin werdz 
ist zu berechnen. 
2. Das Integral 
dx 
POL 
ist aus dem Integral 
dx 
Ka NOTE: 


durch „Differenzieren unter dem Integralzeichen“ abzuleiten. Setze: 
nachher «—=1 und vergleiche mit D) in [279]. 


3. IN B = : 
er p’ ee en 
4. Gegeben allgemein: 


sin pdp , 
In = Vi1— k2sin?p’ 
© 


zwischen rn J,,ı und J,,s soll durch teilweise Integration eine 
Beziehung Besccht werden. Zurückführung von J, auf J, und J,. 


Neunter Abschnitt. 
Differentialgleichungen. 


$ 39. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. 


300. Dieser von den Differentialgleichungen handelnde letzte 
Abschnitt beschränkt sich auf das Einfachste und Notwendigste und 
soll nur eine Einführung sein in ein unermeßlich weites Gebiet, auf. 
welchem die vorangegangenen Lehren der Differential- und Integral- 
rechnung erst zur vollsten Geltung kommen. | 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist irgend 
eine Gleichung zwischen einer ursprünglichen Veränderlichen x, einer 
zu bestimmenden Funktion derselben oder der abhängigen Veränder- 
lichen y und der Ableitung y’ von y nach x. Also eine Gleichung 


von der Form: 
F(&,y,y)=V0 (1) 


oder auch von der Form: 


F(e, Y, 2) =) (1a) 
oder auch, wenn y= =. explizite entwickelt ist, von der Form: 
Vv-1-y(, Y) (1b) 
oder auch, wenn mit dx multipliziert wird, von der Form: 
dy— pola,y)de=0 (le) 
oder endlich, völlig symmetrisch, von der Form: 
fia,y)daet+v(a,y)dy=V. (1d) 


Es darf x oder y fehlen, d.h. (1) darf übergehen in: 
Fa, y)=0) oda? Ayy)=V0. 


Dagegen darf y nicht fehlen, weil sonst die Gleichung eine End- 
gleichung zwischen x und y sein würde, aber keine Differential- 
gleichung. 
Eine Differentialgleichung (1) lösen oder integrieren, heißt y als 
Funktion von &: 
nen (2) 
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so bestimmen, daß nach Einsetzen von (2) und von 


e % d : 
| U ERo) ne (8) 
Gleichung (1) zu einer Identität wird: 
F&fo,f@)=®, (4) 


d.h. für jeden Wert von & richtig ist. 

Um zu prüfen, ob eine Funktion (2) der Gleichung (1) genügt, 
hat man also durch Differentiation (3) zu bilden und dann (2) und 
(3) in (1) einzusetzen. Diese Probe erfordert also nur Kenntnisse 
‚aus der Differentialrechnung, während die Auffindung von (2) 
selbst, wie sich zeigen wird, durch eine Integration geschieht. Im 
Zusammenhang hiermit unterscheidet man die allgemeine und irgend 
eine besondere oder partikuläre Lösung. Erstere enthält eine völlig 
willkürliche Konstante, über welche man beliebig verfügen kann und 
letztere entsteht aus ersterer, wenn man dieser Konstanten einen ge- 
gebenen Wert beilest, Außerdem kann es noch sogenannte singuläre 
Lösungen geben [302]. 


301. Unerschöpflich sind die Fragen aus der Analysis, der Geo- 
metrie, der Mechanik, den Naturwissenschaften, welche auf Differen- 
tialgleichungen führen und deren Integration verlangen. Einige Bei- 
spiele zur Erläuterung: 

I. Welche Funktion stimmt mit ihrer Ableitung überein? Es 
soll sein: 

yY=y oder: dy= yd«. (1) 


Die Integration geschieht hier durch Trennung der Veränder- 
lichen. Man dividiert durch y, schreibt also: 


macht vor beide Seiten das Intergralzeichen: 


fer= fir 


integriert und setzt eine beliebige Konstante auf die rechte oder linke 
Seite (oder auch auf beide Seiten, doch würde dann doch nur eine 
Konstante, nämlich die Differenz bleiben): 


Iny=x+6, 
und durch Auflösung nach y: 
y-ar! ze. ke, (2) 


wo k=e° nun nicht mehr eine additive Konstante, sondern einen 


Dziobek, Differential- u Integralrechnung. 35 
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konstanten Faktor bezeichnet. Daß (2) wirklich die Lösung von (1) 
ist, erprobt man durch Differenzieren: 


‚ de” ; 
y-k—ke, also: y=y. " 


II. Welche Funktion ist identisch mit dem reziproken Wert ihrer 
Ableitung? 


G = dy = m. ydy= da. | (8) 
ydyz ya ) 
Ivay — fdx, ER 10% 
y=YV2(&+ 0). (4) 
(4) ıst die Lösung von (3). In der Tat ergibt die Differentiation: 
KR, 1 1 1 


YSoyaro  vaero v 
Ill. Eine Kurve so zu finden, daß die Subtangente auf der 
x-Achse konstant =! ist (Fig. 140). Es soll sein: 


‚ d 
y-ltgı=ly, dıe= ee 
z+C=Ilny, 

x C 
Ve 


Dies ist die Gleichung der Exponentialkurve; 

vgl. [41] und [143]. 
IV. Eine Kurve so zu finden, daß die Subnor- 

male auf der x-Achse konstant = p ist (Fig. 141). 


Es soll sein: 
& ‚_y:dy 
p-ylgr-yy- 7; Ydy—pda, 
y? 
PIFR ne 
er Dies ist die Gleichung einer Parabel mit dem Halb- 


parameter p, deren Hauptachse auf der x-Achse 
liegt. Wegen der Konstante (U darf sie längs der &- Achse beliebig 
verschoben werden, vgl. [143]. | 
V. Eine Kurve so zu finden, daß die Normale bis zur x-Achse 
konstant = r ıst. Es soll sein: 


a wenle 
VYPtyterern YPıyyıar, y-l I 5% 


Y dx? 
In } dx 
I y’ 
+Yr—-y?=x-+ 0; oder: 
(+ + pn. (6) 
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Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Radius r, dessen Mittel- 
punkt auf der x-Achse irgendwo liest. In der Tat fällt hier die 
Normale bis zur x-Achse mit dem Radius zusammen, ist also = r. 
Übrigens ist eine singuläre Lösung vorhanden oder es sind vielmehr 
ihrer zwei da, nämlich: 

UTereNdu al), 


also zwei Parallelen zur x-Achse im Abstande + r; daß auch für sie 
die Normalen bis zur x-Achse konstant —r sind, ist klar wie der Tag. 
Ebenso klar ist, daß sie die Einhüllenden der Kreisschar (5) bilden, 
welche die allgemeine Lösung darstellt. 

VI. Eine Kurve so zu finden, daß das Dreieck mit der Tangente 
vom Berührungspunkt bis zur x-Achse als Seite und. O als Spitze 
konstant ist, — 4 (Fig. 142). Es soll sein: 


OOR TI: ( _ = 4 = 21% oder: 


Bi yN)y—Ay. 
Hier ist die Trennung der Veränderlichen un- 
möglich, wenn man x und y beibehält. Man Fig. 142. 
muß vielmehr schon mit Differentialgleichungen 
etwas vertraut sein, um den richtigen Weg zur Lösung zu finden. 
Zunächst schreibe man so: 


(zdy — yda)y= Ady 
und dividiere beide Seiten durch y°: 


zdy— ydz ,dy 
de 


Die linke Seite wird dann nämlich das totale Differentiale von — x: y. 


Also durch Integration: 


x A 
vmtrdı 


20y—-20yP —-—A=0. 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Mittelpunkt mit O und 
deren eine Asymptote mit der «-Achse zusammenfällt, während die 
andere Asymptote irgendeine durch O gehende Gerade ist. (Wer in 
der Theorie der Kegelschnitte bewandert ist, hätte die Lösung vorher- 
sagen können. Denn bekanntlich schneidet jede Tangente an eine 
Hyperbel von den Asymptoten erstens ein Dreieck OQR von kon- 
stantem Flächeninhalt ab und zweitens wird QR durch den Berüh- 
rungspunkt P, also auch das Dreieck durch seine Verbindungslinie 


mit O halbiert.) 
35" 
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VII. Gegeben eine Kreisschar, deren Kreise durch zwei feste 
Punkte A und D gehen. Gesucht eine Kurve Q PR, welche sie sämtlich 
m senkrecht schneidet (Fig.143). Man 


. nenne den Abstand der beiden 
Ä ZU R 


Punkte = 21, mache die Mitte zum 
Ursprung und den Abstand zur 
y-Achse. Dann ist die Gleichung 


eines beliebigen Kreises der Schar: 
(® 7 k)? Ex y 5: ne, 


NS = 

al 

Iasae® 
Et 
Die Differentiation ergibt für den 
Kreis, wenn man zur Unterschei- 
dung für ıhn dx, und dy, statt 
dx und dy schreibt: | 
2xdz, + 2ydy, — 2dz,k=Q(, 
— | ayı ee 


wa ler 
Fig. 143. also ist für die gesuchte Kurve: 
12 By: ‚Aayı _ Y 
ee Fo rain ana n (7) 


oder wenn man aus (6) und (7) %k eliminiert: 


‚ 20% 
ee en (8) 


(8) ist die Differentialgleichung, welche nun integriert werden soll. 
Zunächst forme man um in: 


(— yP+M)dy— 2ryde=0. 
Auch hier kann wie im sechsten Beispiel die Integration durchaus 


nicht „auf Anhieb“ erfolgen. Es liegt aber nahe: &?=2z, 2rda = dz 
zu setzen. Es wird dann: 


zdy — ydz = dy(y’ — PP) 
und nun dividiere man durch y?: 


zen aa ya), 


also, wenn man jetzt integriert (vgl. VI): 
2 1? 
N Da 
el x a 


oder nach Wiedereinführung von £ und Umformung: 


> 
— oder dr? —=1?-+ %? ist: 
+ypP—-V—2xk=0. (6) 
\r\ Hier ist % der Parameter der Schar. 
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| +pP+R+ly=0. 9) 
Auch (9) ist eine Kreisschar!), in der A und B Grenzpunkte vor- 
stellen. 

VIH. Eine Linse zu konstruieren, so daß alle parallel zu einer 
Richtung auffallenden Lichtstrahlen 
nach einem festen Punkte F hin ge- 
brochen werden (Fig. 144). Es sei PQ 
die Normale und n der Brechungsexpo- 
nent des Glases. Nach dem Brechungs- 
gesetz ist: 


sine=sin(p+P)=n sin ß, 
sinßcospg+cosßsnpg=nsinß, 


tg = ——— , Fig. 144. 


andererseits ist: 8 — u — 90°, also nach IIa [170], in Polarkoordinaten 


d 
ee 1 dr 


a ge 
folglich: 
— dr sinpdg 
r 0 m—cosp. 


Die Integration ergibt sofort: 
Inr = — In (n — cos p) + O, In (rn — cos p))= (, 
oder, wenn e€®—= nk gesetzt wird: 
k 


v— ——— 


cos p 


Dies ist die Gleichung einer Ellipse, welche f' zum Brennpunkt hat. 
Ihre numerische Exentrizität ist —1:n und ihr Halbparameter ist 
—k, also beliebig. Schneidet man von ihr, oder vielmehr von dem 
durch Drehung entstandenen Umdrehungsellipsoid mittelst einer Kugel 
(punktiert) eine Linse aus, so vereinigen sich die Lichtstrahlen in F\, 
da sie auf die Kugel senkrecht auffallen, also in AR nicht etwa zum 
zweiten Mal gebrochen werden. Leider hat sich dieses von Cartesius 
aufgestellte Ideal einer Linse nicht verwirklichen lassen. Erstens ist 
man nicht imstande, Glas genau elliptisch zu schleifen und zweitens 
haben die verschiedenen Farben, aus denen das weiße Licht zusammen- 
gesetzt ist, verschiedene Brechungsexponenten n. 

302. Die acht Beispiele zeigen wohl deutlich genug, wie man 
auf Differentialgleichungen erster Ordnung kommen kann 


1) In der stereographischen Projektion der Kugel sind (6) die Meridiane 
und (9) die Parallelkreise. 
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und auch wie man in einfacheren Fällen integriert. Stets enthielt 
die Lösung eine willkürliche Konstante, die aufzufindende allgemeine 
Funktion war von der Form: 


y=fl&,C), (1) 


oder implizite von der Form: 


pla,y,C)=0. (2) 
Geometrisch ausgedrückt stellt (2) eine Kurvenschar vor. Jede Kurve 
dieser Schar erfüllt die vorgelegte Differentialgleichung. 

Wenn umgekehrt irgendeine Kurvenschar (2) gegeben ist, so 
läßt sich wie folgt diejenige Differentialgleichung ermitteln, welcher 
jede Kurve genügt. Man differenziere (2) total und beachte, daß C 
konstant ist. Es folst: 

gLda + yydy = 0, (8) 


Pt pr y—d. (3a) 
Eliminiert man © aus (2) und (3a), so bleibt eine Endgleichung 
zwischen &, %, y', d. h. die gesuchte Differentialgleichung: 


Fa, y, y)=0. (4) 
Beispiel. Es ist die Differentialgleichung für eine Schar kon- 
fokaler Kegelschnitte zu ermitteln. Gleichung (2) lautet: 


oder: 


2 


& y? 
tere al, 8) 
wo e die gegebene, allen Kegelschnitten gemeinsame Exentrizität 
ist und a? die Stelle der Konstante C vertritt. Gleichung (2) wird: 


ln (6) 


2 ke 


Multipliziert man die erste Gleichung mit y, die zweite mit — y, so 


folgt durch Addition: 


Bay ng, EIN. 
Entsprechend ergibt sich: 
ed N)=—-ı, Re —yay-y), 


und also nach Elimination von a: 


ern » ya -y)=e, 
oder: 
yuyw Frey ed. (7) 


(7) ist die gesuchte Differentialgleichung. Ihr muß jede Ellipse und 
Hyperbel aus der Schar (5) genügen. 


302, 303. Die singuläre Lösung. ol 


Zum allgemeinen Fall sei noch nachgetragen: 

Erstens. Bestimmung der Integrationskonstanten. In (2) 
hat man wegen der Konstanten Ü sozusagen unendlich viele Lösungen. 
Wenn nun, wie bei bestimmten Aufgaben oft der Fall, nur eine ganz 
bestimmte Lösung in Betracht kommt, so ist sie aus der allge- 
meinen Schar herauszugreifen durch Bestimmung von (, die aber meist 
erst hinterher durch „Anfangsbedingungen“ erfolot und also mit der 
eigentlichen Lösung der Differentialgleichung an sich gar nichts zu 
tun hat. So kann etwa im vierten Beispiel [301] gefordert werden, daß 
die Kurve durch O geht, was C=0 ergeben würde, oder im achten 
. Beispiel, daß die Linse eine bestimmte Größe haben soll, was zur 
Bestimmung von % führt usw. 

Zweitens. Die sogenannte singuläre Lösung. Wenn (4) 
aus (2) und (3) oder (3a) durch Elimination von C entstanden ist, 
so kann umgekehrt (2) und (3) oder (3a) statt (4) nach Wiederein- 
führung einer Hilfsgröße C genommen werden. Ob aber dieses O- 
nun wirklich konstant ist, läßt sich wie folgt ausmachen. Man 
differenziere (2) total nach x, y und CO. Es ergibt sich: 


p, de + p,dy+9,d0.=0, 
9,d0=0, 


mithin entweder dÜ=0, d.h. © ist eine Konstante, wie anfänglich 
vorausgesetzt wurde, oder: 


also nach (3): 


9% — I. 
Diese Gleichung gibt in Verbindung mit (3) nach $ 24 die Einhül- 
lende der Kurvenschar, d. h. die sogenannte singuläre Lösung, welche 


in der allgemeinen Lösung nicht enthalten ist, also nicht aus ihr 
durch Einsetzen eines besonderen Wertes für © folgt. 

303. Der Übergang von einer gegebenen allgemeinen Gleichung 
(2) [302] zur zugehörigen Differentialgleichung (4) ist also streng 
vorgezeichnet und erfordert eine Differentiation und eine Elimination. 
Anders aber, wenn irgendeine Differentialgleichung;: 

K (x ‚Y; Yy) u 
als gegeben vorliegt und die vorläufig gänzlich unbekannte allgemeine 
Hauptgleichung 
Mn f(®, 0) oder p(®, Y; C) =(0 

gesucht wird. Man wird, wie die acht Beispiele gezeigt haben, inte- 
grieren müssen, das steht fest! Aber wie das 7. und 8. Beispiel 
weiter gezeigt haben, sind, ehe es soweit kommt, erst Umformungen 
zu machen. Welche aber, das herauszubringen, macht eben die be- 
sonderen Schwierigkeiten bei der Lösung einer gegebenen Differential- 
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gleichung aus. Während z. B. jeder, der differenzieren kann, in [302] 
von (5) zu (7) auf vorgeschriebenem Wege gelangt, muß man schon 
sehr gründlich mit der Lösung von Differentialgleichungen vertraut 
sein, um von (7), wenn diese Gleichung ohne jede Erläuterung, 
so wie sie ist, vorgelegt wird, auf ($) kommen zu können. Denn (7) 
kann niemand, und sei er der genialste Mathematiker der Welt, sofort 
ansehen, daß sie aus (5) und (6), die gar nicht gegeben sind, durch 
Elimination von a? entstehen würde. 

Es gibt auch keine für alle Differentialgleichungen gültige Vor- 
schrift betreffend eine Umformung, welche die Integration erst möglich 
machen solle. Man hat sich vielmehr auf besondere Vorschriften 
beschränken müssen, die aber nur in besonderen Fällen passen. Die 
einfachsten unter ihnen sind in den folgenden Nummern enthalten. 


304. Erster Fall. In der Differentialgleichung fehle y, d. h. 
sie sei von der Form: 


Fe, Yy) Te 0, 
oder, wenn y° explizit berechnet wird: 


y=f(a), dy—=fle)da, 
d.h. zu f(x) ist die Integralfunktion: 


Yy — /f(«) de +0 

zu ermitteln. Das Problem, eine gegebene Funktion f(x) zu integrieren, 
dem der größte Teil des siebenten und der ganze achte Abschnitt 
gewidmet war, erscheint hiernach trotz seiner großen Allgemeinheit 
erst als der einfachste Fall des Problems, Differentialglei- 
chungen zu lösen. Man betrachtet deshalb in der Regel eine ge- 
gebene Differentialgleichung bereits als gelöst, wenn sie auf Integrale 
oder auch, wie man sagt, auf Quadraturen zurückgeführt worden ist. 

Zweiter Fall. In der Differentialgleichung fehle x, d. h. sie sei 


von der Form: 
Fuy)=0, 
oder, wenn y explizit berechnet wird: 
, - ; d 
y=fl), dy=f(y)dz, = — de. 
Die Integration ergibt: 


Nach Ausführung der Integration wird « eine Funktion von y und 
durch Umkehrung y eine Funktion von x. Die Differentialgleichung 
ist gelöst. Beispiel: 


en 
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yY=YVa—y, dy— Ya: — y: de, , 


Pr EEE y? ? 
ef 


2 Aare ei -?) +0, 2 — sin (@— 0), 


y-asn( — (0). 
Dritter Fall. Die Differentialgleichung sei homogen in 


bezug auf x und y, d. h. alle ihre Glieder seien in bezug auf & und 


y von demselben Grade. Dann wird y nach expliziter Auflösung einer 
solchen Gleichung eine Funktion von y:z, 


Keen rede 
Man setze: 


N y=zı2, dy=xdz+ 2dx 


x 


und die Differentialgleichung erhält die Form: 
xd2 +2de=f(e)da; xde = da(fie) — 2), 
dx dz dz 
Dee No 
Nach Ausführung der Integration rechts und Wiederherstellung 
des Wertes für z entsteht die Endgleichung zwischen x und y. 
Erstes Beispiel: 
(«+ y)dc + (ce + Sy)dy=Vd. 
Die Substitution von 2 ergibt: 
(© + x2)d& + (2 + 382) (ed2 + 2da) = 0, 


oder nach Division durch & 


: d del +3 
(1 +22 +32)da + xda(l + 32) = 0, a 

de(1 +32) ar (al #2 8) 
I ot 1422-432: +6, 

n«=—!In(1+22+32)+0, 


oder 


In (0) + in (1+22+32)=20, In (a1 +224+329)-20, 
oder, wenn e?° —k gesetzt wird: 
(1 +22+32’)—=k, 


oder 
2 +22y+3ByYP—hk. 
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Zweites Beispiel: 
wt+y+3)de + +3y+d)dy=0. 
Diese Differentialgleichung ist zwar nicht homogen, kann aber homogen 
gemacht werden. Man setze: 


vn +0, y-yrPß, de=de, dy—dy, 
tet +B+Idn + +e+3Yy, +3ß + Ö5)ay, —0. 
« und ß können so bestimmt werden, daß: 
e+ß+3=0; ae +3ß+5—=0 
wird. Die Auflösung ergibt: 
= — 2, B=-— 
Die Differentialgleichung wird alsdann: 
(td + + sy )dayı =, 
also identisch mit derjenigen des ersten Beispiels, nur x, und y, statt 
x und y geschrieben. Ihre Lösung ist daher: 
a +20, +3y’—h, 
oder nach Wiedereinsetzung von: 
ee ae Aus Ar EEE ie ma 
(+2? +2@+Yy+D+3W+ D’—k 
© +22y+3yP +62 +10y+k=0; kk=11-—k. | 
Vierter Fall. Die Differentialgleichung ist linear, d.h. in 


bezug auf y und y’ vom ersten Grade, aber in bezug auf x beliebig 
geartet. Sie soll also die Form haben: 


fa)y+ play + va) =. (1) 
Man nennt die Funktion »(x) das Störungsglied. ‘Wenn es nicht 
vorhanden ist, also die Gleichung lautet 


fo)y + P(dy = 0, oder (a)y+ y(@)9?—0, (la) 


so lassen sich die Veränderlichen sofort trennen. Man erhält: 


a __f@ 38 Se 
3a) 0R also Iny= &) da + 


Die ee rechts kann selbstverständlich erst ausgeführt werden, 
wenn die Funktionen f(x) und p(x) gegeben sind. Sie möge die Funktion: 


es f(@) | 
SR af ) da (2) 
ergeben. So folst: 


y— e!W+0= 00. oe!) — ke!®, (3) 


wo zur Abkürzung k für e° gesetzt wird. 
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Ist aber das Störungsglied wirklich vorhanden, so hilft eine 
Methode, welche von Lagrange herrührt und die Variation der 
Konstanten heißt, wobei aber sogleich bemerkt sei, daß diese 
Methode viel, viel weiter trägt, als dieser allereinfachste Fall erwarten 
läßt. Sie beruht, wie ihre Benennung erraten läßt, darauf, daß eine 
Größe, die anfänglich konstant sein sollte, später als veränderlich ge- 
setzt wird. 

Im vorliegenden Falle nimmt man an, daß (3), d.h. die Lösung 
von (la), auch die Lösung von (1) sei, aber mit dem Unterschied, 
daß / jetzt nicht mehr konstant, sondern eine noch zu bestimmende 
- Funktion von x sein soll. Mit diesem Vorbehalt folgt aus (3) 


yY=ke® + ke!®.ı(x), 


andererseits ist (nach (2)): 


ee a 
u pa)’ 
daher: 
£ ER pAR = f(&) . 
y-ke he p(&) (3) 


Setzt man in (1) ein, so ergibt sich: 


fa) kei + glo)K ei — keröfla) + u) =0, 


es hebt sich das erste gegen das dritte Glied und man erhält: 
a N NO -/- BR) „28 . 
dk = Ba ders el (0) dz+k,, (4) 


wo A, jetzt eine Konstante bezeichnet. Nach Ausführung der Inte- 
gration und Einsetzung von (4) in (3) entsteht die Lösung von (1) 
Der Gang ist also kurz folgender: Wenn (1) zum Integrieren vor- 
gelegt wird, so lasse man zunächst das Störungsglied fort und inte- 
griere also (la). Dann setze man das Störungsglied wieder hin, 
nehme die Lösung von (la), betrachte aber % als eine zu bestimmende 
Funktion von x usw. | 


Beispiel: BE . 
EN ea ee (8) 
Das Störungsglied ist —5:x°. Man lasse es zunächst fort: - 
dı d 
y+2ay=0, yda+2ady=0, ee 
- Iinz+C ma 
ny-—-—hr+6, ME = ker 
oder 
ER 
77 


Nun setze man das Störungsglied wieder hin und differenziere y ın 
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dem angegebenen Sinne. Es folgt: 


FE DES 
in (5) eingesetzt: 
Kaae; 3 k 5 / 5 
er I Fler I: — —(: k m 
V« NE Vz ® ? 2y«' 
5dx 1 
== Br ee Zr / 
k IE“ 
area: 


Diese Gleichung, in der k, jetzt die willkürliche Konstante bezeichnet, 
ist die Lösung von (1). Zur Prüfung differenziere man: 


TE 2yr’ 
und setze in (5) ein. Es ergibt sich: 
1 k, 6 k, BEN UA BEN 


Fünfter Fall. Die Differentialgleichung ist exakt, d.h. 
von der Form: Ä 
a dz-+ u dy=ÖO oder pdz+gdy=VQ. (6) 
Nach (2) [164] ist dann die linke Seite das totale (oder exakte) 
Differential der Funktion F'(x,y). Es soll verschwinden, d. h. diese 
Funktion muß konstant sein, oder: 


Fia,y)=0 I 
ist die Lösung von (6). Aber nicht jede in die Form: 
f(@, y)dz + pa, y)dy — 0 (8) 
gebrachte Differentialgleichung ist exakt. Denn dann müßte sein: 
»=fl&,y), qa=ypla,Y). (9) 


Die beiden partiellen Differentialquotienten p und g sind aber nicht 

unabhängig voneinander, sondern [167] an die Bedingung geknüpft: 
ODT0d 

also: Eine Differentialgleichung (6) kann nur exakt sein, wenn iden- 

tisch ist: 


ofa,y) _ 09, Y) 
re N, o 
Aber diese Bedingung reicht auch uns. Es soll zunächst werden 
nach (8) und (6) 
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F 
ae (12) 

Daher durch „Integration nach = 
Fa, y) = / f(@, da + v(y) (13) 


(statt der Integrationskonstante ist eine willkürliche Funktion von % 
zu setzen, da y, also auch %(y) bei der Integration nach x als kon- 
stant angenommen wird). Differenziert man nun (13) nach y, so folet 
unter Bachahns auf [297]: 


a - (Dar + v»'(y), oder nach (11) 


oF\«, 0 
ee ER 


wer = p(z,Y) +Y (); 


ler: 
Oder FRI). (14) 


0Y 


Setzt man also zur Abkürzung: 
Fa) rw) -F,@y), 
so wird mit (12) 
of, oF,@, 
f(x, y) = en a p(z,y) = ” 
d. h. die en ist in der Tat exakt. 
Erstes Beispiel: 
(ce +y+3)de + (ea +3y+Ö5)dy= 0 
(schon einmal in Fall3 behandelt). Man erhält: 


ofl@,y) _O@-+Y+3) oyla,y) 0a +3y+5 _ 
SEITHER 0% m, 


Die Bedingung (1) ist erfüllt, also ist die Differentialgleichung 
exakt. Die Integration nach x gibt zunächst: 


Fa, y)- [a+y+B)de-% +ay+ 3240), 


daher nach y differenziert: 
oF&,y) _ 
IB. 


ty (y)=&+3y+D5. 
3y? 
v)=3y+5, vy)=- +59. 
Die Lösung lautet also: 


tay+ +35 +5y-C. 
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Zweites Beispiel: 


Y = en 
(In y ie 2) da + (Ina - „)av —0, 
Man erhält: 
fa) _ tt, 1. Way _ 1,1 
a ytz ey 


Die Differentialgleichung ist exakt. Die Integration nach x ergibt: 


F(&,y) - (mv + "da —- ilny+ylnx+ v(y), 
daher nach y differenziert: 


oerF(&,y) ‚ 
; nn 7% 5 +inz+v (Y) 2 plz, y) u Ber > 
also: 
v0, vyW)=Dd. 
Die Lösung ist daher: 
alny+ylne=(, 
oder auch: 


ny) +) 0, ny.2) 0, 
d.h. Ya ke: 


305. Es ist natürlich nicht ausgeschlossen, daß eine Differen- 
tialgleichung auf mehrere der fünf in [304] erwähnten Fälle paßt. 
Dann läßt sie sich eben auf mehrere Weisen lösen, wie das Beispiel 


(+ y+3)de + (2 +3y+5)dy—= 0 
gezeigt hat. 

Andererseits kann sie aber auch auf nicht einen einzigen der fünf 
Fälle passen. Dann muß man zunächst versuchen, wenn irgend Aus- 
sicht auf Erfolg zu sein scheint, sie durch geeignete Umformungen 
passend zu machen. Freilich liegen solche Umformungen manchmal 
gar nicht so nahe. Als erstes Beispiel diene die sogenannte Ber- 
noullische Differentialgleichung: 

fla)y + play + ya) y"—d. (1) 
Sie hat, wenn m beliebig gegeben ist, keine der fünf Formen, außer 
für m=0, da y’=1 ist; also die lineare Form mit Störungsglied 
eintritt. Man setze: 
Ph 


Van MEERE BE 


Die Differentialgleichung wird: 
f(a)2? + pla)Az?t2’ + v(a)zr’—= 0 
oder nach Division durch z*”!: 


f(@)z + Ap(a2)2’ + via) tı= 0, (2) 
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bestimmt man also A so, daß 
1 
ist, so wird (2) linear, also vierter Fall. Beispiel: 
y+2ay-Ay-0. (3) 
Hier ist 
1 2° 
a Sn 
ee y' SR 
Vz’ Yy 2y2’ = 2 
eingesetzt: 
Be RE EN; 
Ve VE Ve 
oder: 


2 2. —- -=0; 


zunächst wird das Störungsglied fortgelassen: 
2 —- 22 =0, zdae— adz=0, x — E Inz=hr +06, 
=; —h,.2=eke. 
Und nun, da k variabel werden soll: 
2@=k+.k’ 
eingesetzt, nachdem das Störungsglied — x? wieder zugesetzt wor- 
den ist: 
ke ke —- oh - 0 —=-0,,K=-T7 kim, 
z=khı=-—- +ke, 
also: 


VYha—as | 
Dies ist die Lösung von (3) mit %, als willkürlicher Konstante. Die- 
Differentiation ergibt: 


in (3) eingesetzt: 


oder 
kr—-"+2#°— kr —-Ü=0, 0=0 (stimmt). 


Als zweites Beispiel diene die Verwandlung einer nicht exak- 
ten Differentialgleichung: 


f(a,y)dz + p(z, y)dy = 0 (4): 
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mittelst des sogenannten integrierenden Faktors in eine exakte 
Differentialgleichung. Man multipliziere sie mit einer zunächst ganz 
willkürlichen Funktion Y(z, y): 


fa, y) va, y)- de + play) via, y)dy—0, (4a) 
suche aber ı sofort so zu bestimmen, daß nun eine exakte Differen- 
tialgleichung entstanden ist. Es muß dann sein 


of-%) _Olp-%) .0V (OB 
RR nette - y+tgpl! 
oder 
of 0 oY Br | 
Be) ae (8) 


Genügt % dieser Bedingung (5), so ist (4a) exakt geworden. 
Doch stellt (5) eine sogenannte partielle Differentialgleichung für % 
vor und da deren Theorie allgemein noch erheblich größere Schwierig- 
keiten bietet, kann diese Methode trotz ihrer völligen Allgemeinheit 
doch nur dann empfohlen werden, wenn von vornherein eine ein- 
fache Lösung von (5) erkennbar wird, was selten genug der Fall ist. 
Es sei etwa vorgelegt: 


By — 3 M)de +2EyP—3r)dy—0. 
Sie ist nicht exakt. Denn man erhält: 
u) 
ey 
— 8y? — 32° — 60° = Sy? — 98°. 
Die Gleichung (5) wird: 
v(ApP + 622) + y By? 3a) +2 8 + 3) -0. 


Es ist nur eine einzige Lösung a ohne willkürliche Kon- 
stantee Man versuche mit: 


= 3? — 32° + 9y = 12y?— 30? 


’ 0 2 0 
v=xp, v7, —ba Vu, = av 


und erhält nach Division durch »: 
4y? +60 + by — 38°) +a(— Sy-+ 34%) —( 
y(4 + 3b — 8a) + 2°(6— 3b +3a)—=O 
also, da a und b konstant sein sollen: 
4+53b—-Ia—=0 
6—- 5b +3a=0 


Der (oder vielmehr ein) integrierender Faktor nämlich 2°y* ist also 
durch eine „glückliche Eingebung“ gefunden. Man multipliziere mit 


| a=+2, b=+4. 
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ihm, so muß die neue Differentialeleichung: 
By — arty)de + (Sary — 3Ryt)dy = 0 
exakt sein. Daher: 


F(x, y) - [Buy — pda ey? — 2ry + Aly) 
a — Sady — Body + 4 (y) — geiyl — Badyt 
y)=0, Ay)=d. 
Die Lösung ist also: 
re —=l. 

Wenn man auf den Grund geht, sind in [304] der erste, zweite, 
dritte und vierte Fall eigentlich in dem fünften enthalten. Denn in 
jedem der vier ersten Fälle wird eine Trennung der Veränderlichen 
erzielt, d. h. eine Differentialgleichung von der Form: 


fa)da + ply)ay=d, 


welche offenbar exakt ist, da die linke Seite als ein totales Diffe- 
rentiale, nämlich als: 


al radz + | edv) 


geschrieben werden kann. Somit hat der integrierende Faktor, d.h. 
derjenige Faktor, welcher eine Differentialgleichung erst integrierbar 
macht, wirklich allgemeine Bedeutung. Leider ist er, wie gesagt, 
nicht immer leicht zu finden. | 


306. Falls die Lösung einer Differentialgleichung: 


Fa,y,y)=®, (1) 
oder in expliziter Form: 
er fe, Y) (A a) 


durch einen geschlossenen Ausdruck und sei es auch nur ausschließ- 
lich einer übrigbleibenden Quadratur [304] nicht möglich ist oder 
allzu umständlich sein würde, so bleibt immer noch der Versuch 
einer angenäherten Lösung übrig. 

Man kann ihn, geometrisch ausgedrückt, auf folgende unendlich 
oft zu wiederholende „infinitesimale“ Konstruktion gründen. Man 
nehme irgend einen Punkt P(x,y) als der Lösung angehörig an und 
ändere x um dx. Dann ändert sich y um: 


dy=yda= f(x, y)d® 
und man gelangt so zu einem Nachbarpunkte P, (x, , Yı), 


y=aHtda, y-ytdy=y+tfla,y)de. 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 36 
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Es stellt dann die unendlich kleine Strecke PP, ein unendlich kleines 
Stück der Lösung vor. 

Von P, geht man wieder zu einem Nachbarpunkt P,(x,, %) 

über: 
=rHtda, yayırdy=ytfla, y)da, 
usw. USW. 

Auf diese Weise kann man, mit einer beliebigen Abszisse x, an- 
fangend und bei einer beliebigen anderen Abszisse x, endigend, indem 
man das Intervall zwischen ihnen in unendlich viele 
Differentiale teilt und die zu &, zugehörige Anfangs- 
ordinate y, willkürlich annimmt, die Lösung in diesem 
Intervall „konstruieren“. Oder vielmehr man könnte 
es, wenn es wirklich möglich, d. h. wirklich rechne- 
risch oder geometrisch ausführbar wäre, etwas End- 
liches in unendlich viele Differentiale zu zerlegen. 

Aber in beliebige kleine, in „sehr“ kleine Teile 
4%, 1%, 1%,... kann man teilen und dann jedesmal 
statt des Differentials von y: 


dx day 


Fig. 145. 


dy=yda=f(a,y)d 
eine Differenz von y durch die angenäherte Formel [136 2] 
Ay=ydAc=f(a,y)Ax (2) 


bestimmen. So entsteht ein aus geradlinigen beliebig kleinen Strecken 
PP,P,P,... zusammengesetzter Streckenzug, welcher der wirklichen 
Kurve sich überall genau genug annähert, wenn die Ix, Ax,, A%,,... 
klein genug sind, da ja die infinitesimale und unendlich genaue Kon- 
struktion der „Grenzfall“ dieser Konstruktion ist (Fig. 145). 


Selbstverständlich ist bei numerischen Rechnungen nach dieser 
äußerst einfachen Methode in jedem Falle erst zu untersuchen, wie 
klein man die /& nehmen muß, damit der Fehler in den y nirgends 
die zulässige Fehlergrenze überschreitet. Man hat hierüber Kriterien 
aufgestellt, welche etwa den Restbetrachtungen für die Taylorsche 
Reihe entsprechen und die Funktion f(z,y) angehen, von der ja alles 
abhängt. 

Stellen sich die 4x, wenn die vorgeschriebene Genauigkeit er- 
reicht werden soll, als gar zu klein heraus, so daß die Rechnung 
allzuoft wiederholt werden müßte, so kann man (2) durch Mitnehmen 
von Gliedern höherer Ordnung verbessern und so die Grenze, inner- 
halb welcher die 1x bleiben müssen, erheblich erweitern. Man nehme 
etwa das Glied mit (7x)? mit und schreibe nach Taylor: 


Ay=yAc+3Y (1%), 


306, 307. | Angenäherte Lösungen. 563 


doch ist erst y” zu finden. Hierzu differenziere man (1a) total: 
dy=f,da+f,dy, 
also nach Division durch d«: 


d { [24 Ya 4 [2 .r ff 
EN LOHrV=-KHH- fa y) 
also 
u: or of c 
af Wan + ld + rg). (2a) 
Dies leitet zu einer anderen Methode über. Ebenso wie aus 


Y— f(x, y) 
durch Differenzieren berechnet worden ist: 
y FE e Ih 
also y” auch als eine Funktion von x und y, nämlich: 
fh (®, Y) =f,+tf- 6 
bestimmt, so berechne man aus: y’= f(x, y) durch abermaliges Diffe- 
renzieren 
y= as ES eg fr 62 Y), darauf weiter: 

| yY= fa,.(® y)+ f,,,f = f3(&, %) 

usw. usw. Alsdann gibt der Taylorsche Lehrsatz: 


Ay = fa, y)Aa+ ha WA) H+ ha NR) + say)(AR) 
+...1ın inf. 


Freilich wird die Berechnung der Funktionen f,(z,y), f2(%, Y), 
f,(&, y) mit fortschreitendem Index in der Regel immer umständ- 
licher. Auch sind ja meist der Konvergenz der Taylorschen Reihe 
Grenzen gesetzt, so daß x einen gewissen Spielraum nicht über- 
schreiten darf. Es kommt eben, wie schon vorhin gesagt, alles auf die 
Funktion f(z, y) an, auf ihre Eindeutigkeit, nötigenfalls im beschränkten 
Sinne, auf ihre Stetigkeit, auf ihre Differenzierbarkeit usw. z. B. [53]. 

Doch gehören die betreffenden Untersuchungen nicht hierher, 
sondern in ein ausführliches Handbuch über Differentialgleichungen. 


307. Die vielen vergeblichen Versuche, sogar an sich sehr ein- 
fache Differentialgleichungen auf elementare Weise zu integrieren, 
haben nach und nach den Standpunkt der Mathematiker diesen Ge- 
bilden gegenüber vollständig verschoben. Während zu Anfang die 
Losung war, eine vorgelegte Gleichung: 


Fa,y,y) = 0 (1) 
mittelst „bekannter“ Funktionen so oder so zu integrieren und mög- 


lichst viele Fälle zu „entdecken“, in denen es gelingen wollte, pflegt 
36* 
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man jetzt zunächst von der Unterscheidung bekannter und unbekannter 
Funktionen abzusehen und zu fragen: Welche Arten von Funktionen 
werden durch die und die Arten von Differentialgleichungen zunächst 
implizite bestimmt oder definiert? Wie ist es möglich, die wesent- 
lichen Eigenschaften der ersteren aus den letzteren herauszulesen ? 
Dieser höhere Gesichtspunkt, der schon bei der gewöhnlichen 
Integralrechnung in [263] kurz hervorgekehrt worden ist, hat sich 
vielfach als sehr erfolgreich erwiesen zur Einführung neuer Funk- 
tionen mit ausgezeichneten Eigenschaften. Aber auch die bekannten 
elementaren Funktionen lehrt er anders sehen, als früher, nämlich 
verknüpft mit sehr einfachen Differentialgleichungen und zwar mit 
nur algebraischen Differentialgleichungen, auch wenn sie selbst 
transzendent sind. 
So ıst die Potenz: 
y# | 
im weitesten Sinne, d. h. bei beliebigen algebraischen Wertes von » 
diejenige Funktion, welche der Differentialgleichung: 
vo nYy 
- 
genügt, mit der Anfangsbedingung, daß x=]1 stets y=1 zu ent- 
sprechen hat. Ferner: 
1 


ist diejenige Funktion, welche der Differentialgleichung: 


y—y 
genügt, mit der Anfangsbedingung, daß «= 0 entsprechen soll y=1. 
Drittens: 
y-=sin® 


ist diejenige Funktion, welche der Differentialgleichung: 
y-Vizy ee 

genügt, mit der Anfangsbedingung, daß x =0 entsprechen soll y=0 
(und y=-+1) usw. Diese Differentialgleichungen sind in der Tat, 
wie man sieht, algebraisch und äußerst einfach. Sie können gelten 
als die einfachsten und daher besten Definitionen der betreffenden 
Funktionen. Freilich sind diese Definitionen impliziter Art, aber das 
wäre kein Grund, ihnen aus dem Wege zu gehen. Ist es doch eine 


der Hauptaufgaben der Mathematik überhaupt, das implizite gegebene 
zu erforschen. 
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Übungen zu 8 39. 
1) Die Differentialgleichung für alle Kreise zu ermitteln, welche 
2 2 
die Ellipse u ne une zwei zur y Achse symmetrischen 
Punkten berühren. 
2) Die Differentialgleichung für alle Krümmungskreise der Parabel 
ist zu ermitteln. 
3) Die Differentialgleichung: 
5x + Ty—3)de +82 —5y+I)dy=O 
ist zu integrieren. 
4) y=y+ xy* ist zu integrieren. 
5) Eine Kurve zu finden, für welche die Länge der Tangente 


vom Berührungspunkt bis zum Schnitt mit der z-Achse konstant 
— I ist. 


s 40. Diiferentialgleichungen höherer Ordnung. 
308. Eine (gewöhnliche) Differentialgleichung »‘° Ordnung ist 


eine Gleichung zwischen einer ursprünglichen Veränderlichen x, einer 
Veränderlichen y, welche von ihr abhängig werden soll und der 


ersten, zweiten ..... bis n‘” Ableitung von y nach x; also eine Glei- 
chung von der Form: 
Fa, y, y,y",...9)-0') (1) 
oder, wenn die »‘® Ableitung explizite entwickelt wird: 
"play yy,...y"T). (1a) 


Es darf x, oder y, oder y, oder 4” bis y”-! in 1) fehlen, nicht 
aber y*, weil sonst die Differentialgleichung aufhören würde, von der 
n'® Ordnung zu sein. | 

Sie integrieren, heißt y als Funktion von x so bestimmen, daß 
nach Einsetzung derselben und ihrer Ableitungen: 


y=fl) y-fl@), Vf), y"—-f"(@) 
eine Identität entsteht: 
Ban on, ae). 

Die im vorigen Paragraphen betonten Schwierigkeiten der Inte- 
gration zeigen sich bei derzweiten, dritten... Ordnung selbstverständlich 
in verstärktem Maße. Falls es überhaupt gelingt, sie im gegebenen 
Falle zu bewältigen, so geschieht es meist so, daß man stufenweise 


1) n ist hier selbstverständlich nicht Potenzexponent, sondern steht für n 
Differentiationsstriche. 
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zu Werke geht, also aus (1) oder (la) durch einmalige Integration 
eine Differentialgleichung » — 1‘ Ordnung, dann aus dieser durch 
nochmalige Integration eine solche n — 2 Ordnung usw. erhält, bis 
nach » Integrationen die Endgleichung zwischen x und y entstanden 
ist. Da jede Integration eine neue willkürliche Konstante mit sich 
führt, muß das allgemeinste Integral » willkürliche Konstanten ent- 
halten. Sind weniger in einer Lösung vorhanden, so ist sie entweder 
eine partikuläre oder eine singuläre Lösung. 

Man betrachte z. B. den sehr einfachen Fall, daß nur x und y” 
vorhanden sei, also (1a) die Form habe: 


v"— y(R). 
Da y— dly’7):dz'ist, so-folgt: 


d(y-) = yrdz — p(a)da 
und durch Integration: 
vt=/[y"da (y(a)da +0. 


Darauf durch nochmalige Integration 


Unze - (yr-ida - (Sp Jdar)de+Cx+D, 


darauf abermals: 


un -(( fuo@dn) de) dx + a +Dx<+E 


usw., bis die letzte Integration y als Funktion von x mit » willkür- 
lichen Konstanten O0, D, E,... ergibt. 
Es sei umgekehrt eine beliebige Gleichung: 


ba, y,0,D, E.. a (2) 
zwischen z, y und n Konstanten 0, D, E,... gegeben, oder einfacher 
in expliziter Form: | 

Yale ED (2a) 


Man differenziere (24) nmal hintereinander nach « 


y=f(a GC...) yes Mila, 0: Dun. yı— [2a Co 


und eliminiere aus (2a) und (3) die » Konstanten 0, D, E,..., so 
entsteht eine Differentialgleichung n‘” Ordnung von der Form (1) 
oder (1a), vgl. [302]. Selbstverständlich wird vorausgesetzt, daß die 
n Konstanten nicht auf eine geringere Anzahl zurückführbar seien. 
Wenn z. B. O und D nur in der Verbindung © + D vorkommen, so 
sind sie beide nur einer unabhängigen Konstanten (C + D) gleich- 
wertig. 
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309. Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
F&, Y, Y, y') —U, oder : y" = p(®, Y, Yy), 
dy)—- pay yY)daaz=. 


Um eine erste Integration vornehmen zu können, mache man 
die Ditferentialgleichung exakt, falls sie noch nicht exakt sein sollte 
und multipliziere hierzu beide Seiten mit dem, oder vielmehr mit 
„einem“ integrierenden Faktor. Da dessen Auffindung aber meist 
sehr erhebliche Schwierigkeiten bietet, so seien nur einige einfachere 
Fälle betrachtet. 

Erster Fall. Es fehle y und y, d.h. die Gleichung sei von 
der Form: 


oder auch 


y’— ga) oder Ay) = pla)de. 
Man integriere einmal: 


v=/g(e)de +0. 


Man multipliziere abermals mit dx und integriere noch einmal: 


Y = ((Sg(a)da) de +0x+D. 

Zweiter Fall. Es fehle x und y', d. h. die Gleichung sei von 

der Form: | 
= pl) oder d(y) = yly)da. 

Hier kann nicht sofort integriert werden, da die Differential- 
gleichung noch nicht exakt ist. Aber es ist nicht schwer einen inte- 
grierenden Faktor zu finden, nämlich y. Denn nach Multiplikation 
mit y' wird die linke Seite sofort und die rechte Seite nach der fol- 
genden Umformung: 


r d 
ygp(y)da = 7: Ply)dz = yy)dy 


ein totales Differential. Die Integration ergibt ein „erstes Integral“: 


ed 
Man setze zur Abkürzung des Integral rechts = v(y) und be- 
rechne explizite: | 
y=V2@W-+0), 
diese Differentialgleichung erster Ordnung gehört zu [304], zweiter 
Fall. Man erhält also: 


dy 
= D 
Ir +0 se 


und nach Ausführung der Integration die Endgleichung zwischen x 
und y mit den beiden willkürlichen Konstanten ( und D. 
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Beispiel aus der Mechanik: Ein Punkt P, der auf einer Ge- 
raden beweglich ist, wird von einem festen Punkte O nach dem New- 
tonschen Gravitationsgesetz angezogen. Wie bewegt er sich? Man 
bezeichne mit x die Abzsisse von P und mit £ die Zeit, so soll sein: 


d’x ra k? 2 
oO p ae 
x 
Fig. 146. (k ist eine Konstante und das — Zeichen rechts 


kündet eine Anziehung an, wie ein + Zeichen 
eine Abstoßung ankündigen würde). Da diese Differentialgleichung 
offenbar zum zweiten Fall gehört, nur das t statt x und x statt % 
steht, so multipliziere man mit dx 


MORD .g 4% 
Die linke Seite ist: 
dx 
ar dt dx dx 1 /dx\2 
dR CC Ba In) en ke 
also ergibt die erste Integration: 
da\2 
©) leer, 
ER I 
dx I dx 


en Sen 
J ve&+9 


Die Behandlung des Integrals kann nach [282], dritte Methode erfolgen, 


Ver) 
usw. vgl. auch [318]. Man erhält, je nachdem © positiv, null oder 
negativ ist, nach Ausführung der Integrationen: 


ı Va HOT e k= 2 
a zog (Roi=14+2%)+D,(0>0) 


En 
Den (00) 


Er 


V2(k?x + 0x) . 2 22C 
Sr _ 3Cy30 are (cos —]1+ =) + D,(0<O). 


Durch Umkehrung entsteht x als Funktion von 1. 
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Dritter Fall. Es fehle x und y, d. h. die Gleichung sei von 
der Form: 7 ‚ ‚ ‚ 
y=-oWy); dy=yly)de. 


Der integrierende Faktor ist hier 1:p(y). Man erhält: 


ro +e, 
oder umgekehrt, wenn man y' explizit ausdrückt: 
WM 250), 
also eine Differentialgleichung erster Ordnung [304], erster Fall. Die 
‚nochmalige Integration ergibt die Endgleichung: 
— [A(&, O)dx+D. 


Erstes Beispiel. Es soll eine ebene Kurve gefunden werden, 
deren Krümmungsradius [1801]: 
_Vihy® 
konstant ist. Es folgt: z 
dy dx dy ra 
Versme ehVrumne. 


wo E die erste Integrationskonstante bezeichnet. Oder nach [284 6]: 
u 


er ee ie I Ü RE 


RER (© — a) da 
= ; = are 
Ye Ve? — («—a)? ie er 


wo 5b die zweite ee bezeichnet. Also nach Aus- 
führung der Integration: 


I @- a4 WB? = 0. 
Gleichung eines Kreises mit o als Radius und dem beliebigen Mittel- 
punkt M(a, b), wie vorauszusehen war: 

Zweites Beispiel, aus der Mechanik: Die Gleichung der Ketten- 
linie [64] ist abzuleiten (Fig. 147). Es sei y das 
Gewicht der Längeneinheit und ds—= PP!) ein un- 
endlich kleines Element der Kette. Auf dasselbe 
wirken drei äußere Kräfte, nämlich: 


1. Das Gewicht von ds. Es ist =y ds und 
seine Komponenten sind: 


O0 und —yds. 


Fig. 147. 


1) P und P’ in Fig. 147 durch die kleinen Querstriche angedeutet. 
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2. Die Spannung 7 in P. Ihre Komponenten sind: 
— Teost; — Tsınr. 
3. Die Spannung 7, = T+dT in P,. Ihre Komponenten sind: 
+T,eosr; +7 sing, 
Tcost+d(Teosr), Tsinr+d(Tsinr). 


Daher nach dem Satz vom Parallelogramm der Kräfte und dem Satz 
vom Gleichgewicht in der Statik: 


alT eösz)— 0, dlTeinT)= de 
Die erste Gleichung gibt auf der Stelle durch Integration: 


H 
Tcost= JH, —, 
COST 


oder: 


wo H eine Konstante, die Horizontalspannung bezeichnet. Also wird 


die zweite Gleichung: 
Halter) =yds, 


oder = 
hdy=dayi+y°, ="), 
T 
BE NE 

ER ER 
integriert: 

EU dy el ‚ 1230078 

er, le +y1+Y®), 
wo — . eine Integrationskonstante bezeichnet. Die Umkehrung ergibt: 


yY-+ vi +yj?=eHt; viren ug 


97 el 


1+f?=y?-2ye* +e hr) .3 


x —U 2 —Ga —U 


2e h 


und nach einer zweiten Integration, wenn b die zweite Konstante be- 
zeichnet: 


—4 x —ı0 
PS 2 = ie 
Be % EN ee i) 
2 2 


Durch eine Parallelverschiebung kann man a und b zum Ver- 
schwinden bringen. Die Gleichung der Kettenlinie wird dann in der 


einfachsten Form (vgl. [64]) Fig. 25: 


x 


vl 
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Vierter Fall. Es fehle nur y, d. h. die Gleichung habe die 
Form: 
I, Yy, Yy) = 
Man führe y’ als neue Veränderliche ein und setze, um dies zum 


PERS day Re ai 
WEM dx dx f, 


so entsteht 
as as Dh 


d. h. eine Differentialgleichung erster Ordnung. Nach Lösung der- 


selben, welche 


ergeben möge, ist nur noch eine Quadratur erforderlich. Denn wird 
für z sein Wert zurückgesetzt, so folgt: 


dy = b(®, C) dv, 
y-/v@,O)de+D. 


Beispiel: 
Re 
+2 —-2:'=0, 
dz 
Mn So 
Man setze 


c+2=u, 2=u—r, de=du— ds, 


so wird die Differentialgleichung: 


z=-hi+WW+C=-hi+&e+2d)+C, 
I1+2+2= 6 "'= ke”, 


Dies ist die Lösung mit den beiden Integratiönskonstanten %k und 1. 
Fünfter Fall. Es fehle nur x, d. h. die Gleichung sei von der 
Form: Pen 
Fy, Y,y ) — 


Auch sie läßt sich auf die erste Ordnung bringen, wenn man ab- 
hängige und unabhängige Veränderliche vertauscht. Es wird dann: 
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iR dy 1 Fr 
rer, WE 
1 1 
I NR 1 dry, de 
y de. Na Way da er Ey 
EB N 
te, ER 3 


Die Gleichung wird daher: 
1 % 
Rly,; -)=0, 
also wenn x’ als Veränderliche eingeführt und deswegen 


E wurd. dz 
= oo = 


gesetzt wird: 


- mithin in der Tat eine Gleichung erster RN zwischen y und 2. 
Ihre Integration möge ergeben: 


dx 
2-90: 0% 


worauf die zweite Integration, welche eine reine Quadratur darstellt, 
zur Endgleichung führt: | 


«= /py, O)dy+D. 


Beispiel: 
yy“ W », 


y:(- = ydz+zdy—=0, 
dye)=0, ye=Ü, 


dx C 
ey ng? 
z=Ciny+D, 
x—D 

y-e° 


oder nach Ersetzung der Konstanten Ü und D durch zwei andere @ 


und b. # 
y=a.e’”. 
Sechster Fall. Es fehle nur y. D.h. die Gleichung sei von 


der Form: 5 
F(a,y,y 0% 
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Eine in Betracht kommende Vereinfachung gegenüber dem all- 
gemeinen Fall scheint nicht möglich zu sein. So ist z. B. eine Reduk- 
tion auf eine Differentialgleichung erster Ordnung nebst nachfolgender 
Quadratur, wie im vierten und fünften Fall, ausgeschlossen. 


310. Die Überlegungen in [309] auf Differentialgleichungen 
dritter, vierter... Ordnung zu übertragen, ist leicht genug. Fälle, in 
denen eine Erniedrigung der Ordnung oder sonstwie eine wesentliche 
Erleichterung mühelos erreichbar sein würde, lassen sich immer an- 
geben. Doch sind und bleiben es besondere Fälle, welche die Schwierig- 
keiten des allgemeinen Falles nicht im Bern Un vermindern, eher 
noch grell beleuchten. 

Merkwilrdiger Weise kommt man hin und wieder einfacher zur 
Lösung, wenn man die Ordnung einer gegebenen Differentialgleichung 
nicht durch Integrieren oder anderswie erniedrigt, sondern durch 
Differenzieren zunächst erhöht, wenn nämlich die Erhöhung in anderer 
Weise eine Vereinfachung mit sich bringt. Gesetzt z. B. es sei fol- 
sende Differentialgleichung gegeben: 


Riu,vup=0, (i) 

wo u und v Abkürzungen sind für: 
| u=y-ıY, v—y, (2) 
Es Fu-ya,y)—0. (1a) 


Man differenziere (1) und (2) total: 
Fndu+F,dv=0, 
du=dy—- ady) yde=—ady = —ıay'de, (3) 
dv=dy =y de, 
so folgt durch Einsetzen, nach Division durch dx 


Ha ag eher), 
A) y—o, 


d. h. die allereinfachste Differentialgleichung zweiter Ordnung über- 
haupt. Ihre vollständige Lösung ist: 
y=ax+b. (4) 
Soll aber (4) auch eine Lösung von (1) werden, so setze man (4) zu- 
nächst in (2) ein. ls folgt: 
u=y—-iy=ar +b—-La=b: v=y=a, 
also nach (1): 


also entweder 


Fb,o=0, 
oder: 


Eu a)=0, (5) 
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d. h. (4) ist die allgemeine Lösung von (1), wenn zwischen b und a 
die Gleichung (5) angenommen wird. Sie entsteht also ohne jede 
Integration aus (la), indem y’ konstant — «a angenommen wird und 
- bedeutet in geometrischer Deutung eine Schar gerader Linien. 
Oder: 

B) — F-c+F,) =0: (6) 


uU 


Diese Differentialgleichung ist wie (la) von der ersten Ordnung. 
Sollen sie beide zusammen bestehen, so erübrigt sich eine Integration, 
da man aus (la) und (6) auch durch Elimination von y die End- 
gleichung zwischen x und y erhält. Aber da sie keine willkürliche 


Konstante hat, kann es sich nur um eine partikulare oder die singu- 


läre Lösung handeln. Hier ist es die singuläre Lösung, nämlich die 
Einhüllende der vorhin genannten Linienschar. 
Beispiel: EN 
y-ay —-rVI+y?-0. 

Die totale Differentiation ergibt: 

ry / 
—— dy = 0) 
yirwa 


dy — dy' — y’dz 


oder, da 
de yde, du 4008 


ist, nach Division durch dx 
% ry 
q SI Upsstier en = (0) 
ur) 


Aryl) Ze re 
y=az+ryl-+a?, 


Entweder: 


Oder: 


DE ee ee, 
eingesetzt in die ursprüngliche Gleichung 
RN RAN 
Yiry? yızy? Vihy: 
und nach Elimination von y': 
+y—r—=0. 
Dies ist die singuläre Lösung. Sie stellt einen Kreis vor mit dem 


Radius r. Die allgemeine Lösung A) besteht aus sämtlichen Tan- 
genten des Kreises. 


Be A 


Y— 


311. Die linearen Differentialgleichungen bilden eine be- 
sonders vielfach durchforschte und vielfach angewendete Klasse. Sie 
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sind, wenn von einem Störungsglied abgesehen wird (vgl. [304] vierten 
Fall), von der Form: 


Sy u eu el (1) 
(selbstverständlich sind hier n, n — 1, ... keine Potenzexponenten, 
sondern stehen für n,n — 1,... Differentiatiönsstriche; abe... kl sollen 


beliebige gegebene Funktionen von x sein). 
Erster Satz: Ist „= f(x) eine Lösung von (1), so ist auch: 


y=Cy,= (fe) (2) 
eine Lösung von (1). 
Beweis: Es soll sein nach Voraussetzung: 
a Hr oyrntey at ty Hy — 9 (3) 


Andererseits folgt aus (2) durch » maliges Differenzieren 
V"-Oyu,y one - 0 
daher nach Multiplikation von (3) mit C auch: 
ay" + by" ie? +. +Hhyty=0. 

Zweiter Satz. Sind y, = fi(@), % = fa(®) 9, = f,(&) sämtlich 
Lösungen von (1) so ist auch: 
le ah (4) 
eine Lösung von (1). 
Beweis. Es soll sein nach Voraussetzung: 


N a a ee a 
attitHhy+ i — 0 
ee ee 
attebitttte)tee tk tut) 
OR 
d.h. nach (4): 
ay" +by" it... +hy +ly=d. 
Erste Folgerung: Sind „=f(@), »=h&) =) 
sämtlich Lösungen von (1), so ist auch 
Yz C,Y, er Oz Ys Bi Fir O,Yy 
eine Lösung von (1). Denn zunächst darf nach dem ersten Satz jede 
der Funktionen f, (x), fs(&), ... mit einer beliebigen Konstanten multi- 
pliziert werden und darauf darf man nach dem zweiten Satz addieren. 
Zweite Folgerung. Sind y-fı@), mh) W=T,@) 
n voneinander linear unabhängige Lösungen von (1) so ist 


Y Zu Cyı Ze Oz Ya „3 Oz Ys za Are 2 Gy (5) 
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die allgemeinste Lösung von (1). Denn daß (5) überhaupt eine 
Lösung von (1) ist, geht aus der ersten Folgerung hervor; daß (5) 
aber die allgemeinste Lösung ist, geht aus dem Vorhandensein von 


‘n Konstanten hervor, welche man auf keine geringere Anzahl bringen _ 


kann, da ja nach Voraussetzung keine der n Lösungen %,, %5 ... Y, 
von den übrigen linear abhängt, d. h. keine Identität von der Form: 
rPßp tr Am — 0 
existiert, wo &, ß, %,-.. 4 konstant wären. Wäre es so, dann aller- 
dings könnte man eine oder mehrere der Lösungen Y,, Yg, --- Yu-ı; 


y, durch die anderen linear ausdrücken, worauf nach Einsetzen in (5) 


nur eine geringere Anzahl willkürlicher Konstanten übrig bliebe. 

Ein charakteristisches Merkmal linearer Differentialgleichungen 
ist also, daß durch » besondere und linear unabhängige 
Lösungen die allgemeinste Lösung bestimmt wird und noch 
dazu auf die allereinfachste Weise, nämlich nach (5) durch lineare 
Verbindung. Für lineare Differentialgleichungen kommt also die voll- 
ständige Integration auf die Auffindung von n solchen partikulären 
Lösungen heraus. Und durch diese Eigentümlichkeit unterscheiden 
sie sich von allen anderen Differentialgleichungen. 


312. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. Es sollten die Koeffizienten a, b, c,... k, I beliebig 
gegebene Funktionen von x sein dürfen. Dann aber ist die Auf- 
findung auch nur einer partikulären Lösung meist mit großen Schwie- 
rigkeiten verknüpft und auf elementare Weise überhaupt nicht mög- 


lich. Sind sie statt dessen aber sämtlich konstant, so lassen sich 


stets nicht nur eine, sondern gerade so viel, als gebraucht werden, 
also n partikuläre Lösungen folgendermaßen ermitteln. Die Differen- 
tialgleichung sei: 

By Dyah c > (1) 
a,b,c,...k,! seien konstante, aber beliebig gegebene Koeffizienten. 
Man versuche, ob etwa eine partikuläre Lösung von der Form 


| y-c* (2) 
existiere, in der A konstant ist. Man würde dann erhalten: 
y= ei, y' Pr Ae?, y" Re 12et? NE eke AK Kunze, y" u, Ar et® 
also nach Einsetzen in (1) und Fortlassung des Faktors e**: 
a + bar ich... +kA+I=(. (3) 
Die Frage nach der obigen partikulären Lösung ist also auf die 


Lösung der Gleichung n'" Grades (3) zurückgeführt worden. Hat sie 
n verschiedene (reelle) Wurzeln: 


RAR NN 5 


n? 


Zn 


Do 
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DIT 


so entstehen auf diese Weise n» unabhängige Lösungen und damit 
die allgemeine Lösung: 


y= Oeh? + (zer ++ Quer? (4) 
Beispiel: | 
y—6y"+11ly —6y=0. (5) 
Gleichung (3) wird im vorliegenden Falle: 
2 —62? +13 —-6=0, 
sie hat die drei Wurzeln 
erh ef2:n er 
'Folglieh ist die allgemeinste Lösung: 
y=0Qe+ (e* + Oge*. (6) 
Zur Probe berechne man: 
y=(e + 20,6” +30,e? 
y" = (,@ + 40,e* + 90,e?? 
= 4% RN Q,e® £ 80,e?? = 87 UN 
und setze in (5) ein. Es ergibt sich die Identität 0 = 0. 
Man muß aber mit drei Möglichkeiten rechnen: erstens, daß 
Gleichung (3) mehrfache (reelle) Wurzeln hat; zweitens, daß sie 


komplexe Wurzeln hat; drittens, daß sie mehrfache komplexe Wur- 
zeln hat. Also: 

Erstens. Eine Wurzel, etwa 4, sei eine mehrfache Wurzel, 
etwa eine doppelte (reelle) Wurzel. Es sei A, die ihr gleiche Wurzel, 
also A, =/},. Dann sind die beiden partikulären Lösungen 


Yes Ber Y%— ei>® 
identisch und ihre lineare Verbindung: 
Oyı + ya = Oer® + Oger* = ehr(O, + C,) 


würde statt zweier Konstanten nur eine, nämlich ©, + (, ergeben. 
Es fehlt also noch eine partikuläre Lösung, welche man durch 
folgende Limesrechnung erhält. Man setze nicht unmittelbar A, = A,, 
sondern zunächst | | 

h=hrte 


mit der Absicht & immer kleiner werden zu lassen. Es wird 


er er ER Pe Oel L (seht 9% 


—.eHr 0, 
Nach 8 12 ist: 


&? En, 
Bee as  Dahrteer 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 37 
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also: 


0,3 + Gear = Aar((Q, + 0) + Ger + GR +...) 
oder wenn man zur Abkürzung setzt: 


Greene 


Der (A + Bx+ z + Ba +- ): 


Nun nehme man an, A und B seien beliebig, aber & werde un- 
endlich klein, so wird: 
lim O,e&ı? + O,e%” = eh*(A + Be) 
also, wenn nachher statt A und BD wieder ©, und (, geschrieben 
werden und auch sofort von einer Doppelwurzel auf eine pfache 
Wurzel verallgemeinert wird: 
Ist A, eine pfache Wurzel der Gleichung (5) so entsprechen ihr 


die p Lösungen 
Baer weh®, Re nr xP— Lohr 


durch deren Zusammensetzung die Lösung: 
HOF GCHGA HOT) 


entsteht. 
Beispiel. 

er Be 
Die kubische Gleichung wird: 

P—M—ı+1=0. 
Sie hat die drei Wurzeln: 

DR el 
mithin ist die allgemeinste Lösung: 
y-(G +G)e+ Ge“ 


Zur Probe berechne man auch: 


= (0, +9 + Ga)e — (,e”” 
y”"=(0, +20, +6G2)&® + Q,e*? 
vv 360% 00 


und setze ein. Es ergibt sich identisch 0 — 0. 

Zweitens. Die Gleichung (3) habe komplexe Wurzeln. Es sei 
A, =p+ gi eine solche Daa,b,...k,I! reell sein sollen, hat sie 
auch die konjugierte komplexe Wurzel. Sie sei: ,=p—gi. Man 
setze entsprechend: 


WS ASIBE OS ARD 
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so wird: 
Q,e4® + O,e”—= (A+ Bi)er+9® + (A -—- Bi)ee- 1): 
= erlAert + Ger 7) en Biiea® re e) 
also nach den Formeln von Euler [2273] 
O, eh? + O,e»? = 2 AeP® cos ga — 2 Bee* singe, 
d.h. wenn man statt 24 und —2B zuletzt wieder CO, und (, 
schreibt: Sind: ; 
„=pt+tqg, ,=-p—-q 
zwei konjugierte komplexe Wurzeln von (3), so hat (1) die beiden 
‘ partikulären Lösungen: 
i eP* cosgqx und e* sin gqz, 
die sich zu der Lösung: 
ÖL eP® cos g&c + (ze? singx 
vereinigen lassen. Statt dieser zwei kann man auch ein Glied, nämlich - 
Ade* cosq(£ +) 
schreiben mit den willkürlichen Konstanten A und a, da: 
cosg(2 + a) = C0sgX cosga — singxsinga 
ist, also: 
O0, = Acosqga, (, = — Asinga 
zu setzen wäre. Selbstverständlich kann man auch: 
Ae"sing(2 + q,) 
schreiben. Man sieht, aus den reinen Exponentialfunktionen werden 
für den Fall komplexer Wurzeln Verbindungen von Exponential- 
funktionen und trigonometrischen Funktionen. Ja, wenn die Wurzeln 
rein imaginär sind, also 9 — 0 ist, so werden die betreffenden Glieder 
rein trigonometrisch, nämlich: 
C, cosqx + O,singx oder Acosq(x +.) oder Asing(x + a,). 
Erstes Beispiel. Ein auf einer Geraden beweglicher Punkt P 
wird von einem festen Punkt so angezogen, daß die Anziehung dem 
Abstand proportional ist. Wie bewegt er sich? Vgl. [309], Fig. 146. 
Es soll sein: x 


re 
Die Differentialgleichung ist linear mit konstanten Koeffizienten; man 
setze also: | dr PR 
N ET Te SER 
ve, he ; ge 


und erhält nach Division durch e*' für A die quadratische Gleichung: 


re bel 
37* 
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Die allgemeine Lösung ist daher: 


x=(,coskt + Q, sinkt, 


de x = Acos(k(t +). (8) 
Die Bewegung ist also periodisch. Die Periode, nämlich: 
27 
en 


ist von den Konstanten A und a gänzlich unabhängig. Die äußersten 
Ausschläge sind = + 4, also nach beiden Seiten von O gleich groß, 
aber sonst, da A eine Integrationskonstante ist, ganz beliebig. Auch 
irgend einer der Zeitpunkte, in denen sie erreicht werden, nämlich 
z. Bt=-— a ist ganz beliebig. 

Man nennt Bewegungen, wie sie durch Gleichungen von der 
Form (8) bestimmt werden, harmonische Schwingungen. Sie sind die 
Grundbewegungen vollkommen elastischer schwingender Körper und 
spielen besonders in der Akustik und Optik eine hervorragende Rolle. 
Um A und a zu ermitteln, müssen Anfangsbedingungen gegeben sein, 
etwa so, daß P zur Zeit t=0 eine bestimmte Abszisse x,= A coska 
und auch eine bestimmte Geschwindigkeit: v, = — Aksinka habe. 
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich A und a. 

Zweites Beispiel. 
y°—y!: 

Die kubische Gleichung lautet: A#’= 1. Sie hat die drei Wurzeln 


I RE, I. un 8 
,=+1l, »=-—-5;+,V3, »=—-z—-5V3, 
also ist die allgemeinste Lösung: 
y=(Ge+ Ge ?cos (> v3) + (Ge? sin (5 v3) 
Nach dreimaligem Differenzieren wird man in der Tat wieder y selbst 
erhalten. 

Drittens. Die Gleichung (3) habe mehrfache komplexe Wur- 
zeln. Sie habe etwa die Wurzel: , =p-+gi, also auch die konju- 
gierte Wurzel ,=p — gi als mfache Wurzeln. 

Dann entsprechen diesen 2m Wurzeln die Glieder: 


(9, +0,04 0,0" Der®cosga+(C, 140,484: 0,0” )e?singz 


(Beweis. durch einen entsprechenden Grenzprozeß wie unter Erstens.) 
Beispiel: 
yr2yU+y—0. 
Die Gleichung vierten Grades ist 


wor 
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sie hat die Wurzeln: 
Ä=h=H+tt, h=-h=-it, 
also ist die allgemeinste Lösung: | 
y=(, 608% + 0,0 008% + (,sinz + (X sinz. 


313. Wenn eine lineare Differentialgleichung beliebiger Ordnung 
ein Störungsglied hat, so lasse man es, wie in [304], vierter Fall 
zunächst fort, integriere ohne Störungsglied, setze es dann wieder hin 
und varliere die Konstanten. Wie, soll das folgende Beispiel lehren: 


yry=e. (3) 
Die Lösung ohne das Störungsglied, nämlich ohne x, ist: 
Y= (2082 2.0, sin. (2) 


Man nehme sie auch als Lösung von (1), betrachte aber C, und (, 
als noch zu ermittelnde Funktionen von & und differenziere zunächst 
einmal: 


y=- (sine +0,02 + (cos 20; + sing 72): (3) 


Nun denke man sich (, au C, so bestimmt, daß die eingeklammerte 
Größe verschwindet: 


COS + sin Den (4) 
und differenziere unter dieser Annahme u einmal. Es folgt 
y-=-—(, cosc — (0, sin — sine“, —— ni cos a (5) 
und nach Einsetzen von (2) und (5) in (1): 
— sine“, Arosa a8 (6) 
aus (4) und (6) folet: 
en —= — sing; nn —= + 2° cos& 


und durch Integration nach [293]: 
O= (a — 2) cosz —2xsine +4 
G,=(&#—2)sine+2xcosce+DB. 
Man setze in (2) ein. Es ergibt sich verhältnismäßig einfach: 
y=2?—2+4Acos2e+ Bsinz (7) 


mit den Integrationskonstanten A und 5. 

So kann man jede lineare Differentialgleichung n'” Ordnung 
mit Störungsglied bewältigen, wenn man sie zunächst ohne Störungs- 
glied bewältigt hat. Es erübrigen sich dann noch » Quadraturen. 
Aber auch ‘diese sind unter Umständen entbehrlich, wenn man sich 
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nämlich auf andere Weise auch nur eine partikuläre Lösung der 
Differentialgleichung mit Störungsglied verschafft hat. So ist z. B. 
leicht erkennbar, daß (1) eine partikuläre Lösung von der Form 


y=a+ßx+ya? 
haben wird. Dies gibt in (1) eingesetzt: 
2y+o+ße+ty®=al, 
also durch Koeffizientengleichung: 
2770. 0720 U, De ee 2, 


also 


- y=#—2 


und daher entsteht die allgemeine Lösung, indem man in (2) rechts 
x°”— 2 addiert, dann aber C, und (, konstant läßt, wie ja auch (7) 
ergibt, wo nur A und B für C, und (, geschrieben ist. 


Oder es sei gegeben: 
yty=e, 


so versuche man mit y=ae”, y"= ae”. Man erhält: 
2a—=1l, a=}. 
Also ist die allgemeinste Lösung: 
y=(, 008% +(,sinz +3e. 


Oder es sei gegeben: 


y’+y= sind. 
Man versuche mit y=asindx, y’= — 9asindx. Es folgt: 
a=—}. 


Also ist die allgemeinste Lösung: 
y=(, cosx + (0, sinz — 3 sind. 


Oder es sei gegeben: 
y’+y= sine. 


Hier führt der Ansatz: y=asinz zua—=+%. Er versagt also. 
Aber man versuche mit: 


Yy=42Cc08s%, Y=—ALSmC+acosz, Y = — ax 008% — 2asinz 
und erhält: 
En 2 1 
Also ist die allgemeinste Lösung: 
j x 08 & 
y= (, c0o82 + (0, sin# — —, 


usw. Wenn man also durch einen „glücklichen Treffer“ eine parti- 


Übungen zu $ 40. 583 


8313, 314. 


kuläre Lösung ausgeklügelt hat, so braucht man die Methode der 
Variation der Konstanten nieht. Doch nützt aller Scharfsinn hier 
nur ın besonderen Fällen. 


Übungen zu $40. 


1) Es ist die Differentialgleichung a) für alle Geraden, b) für 
alle Kreise in der Ebene aufzustellen. 
2) Versuch, ob die Differentialgleichung: 
Ay+ Bay + Cy”" + Dae?y” +. + Ley = 0 
- eine partikuläre Lösung von der Form y = «* hat. 
5) 6y—Aay ty =. 
4) Ay—3xy' + xy" = a”. 


5) Gegeben die Differentialgleichung: 


y—fla) + pay + ray. 
Man soll aus ihr eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ableiten ohne Störungsglied. Setze y = A(x)z2’: 2. 


$41. Simultane Differentialgleichungen. 


314. Wenn mehrere Differentialgleichungen zusammen gegeben 
sind, in denen aber eine einzige ursprüngliche Veränderliche x und 
beliebig viele zu ermittelnde Funktionen %, 2, u,... von x nebst deren 
Ableitungen nach x bis zu irgendeiner Ordnung vorkommen, so nennt 
man sie simultan. Ein System simultaner Differentialglei- 
chungen heißt vollständig, wenn ihre Anzahl mit der Anzahl der zu 
bestimmenden Funktionen übereinstimmt; wobei vorausgesetzt wird, 
daß keine der Gleichungen von den übrigen irgendwie abhängt. 

Am einfachsten würde der Sachverhalt sein, wenn das System 
gänzlich zerfällt, d.h. wenn es besteht erstens in einer Differen- 
tialgleichung, welche außer x nur y nebst deren Ableitungen y',y",... 
bis zu einer beliebigen Ordnung enthält, dagegen von z2,u,... und 
deren Ableitungen gänzlich frei ist, zweitens in einer Differentialglei- 
chung, welche außer «& nur z nebst deren Ableitungen z2’,2”,... bis 
zu einer beliebigen Ordnung enthält, dagegen von y,u,... und deren 
Ableitungen gänzlich frei ist usw. Dann kann jede unabhängig von 
den anderen gelöst werden; sie mögen dann wohl in anderer Hinsicht 
zusammengehören, aber im eigentlichen Sinne sind sie nicht mehr 


simultan. 
. Das Wort simultan soll vielmehr bedeuten, daß jede Differential- 
gleichung erstens © und zweitens alle Funktionen y, 2, w,... nebst 


deren Ableituneen y’,y"....: 2,2 ...:%,uU ,... lede bis zu einer 
ji > ) ? ? ’ > 7 A 
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beliebigen Ordnung enthalten könne, also gar keine Möglichkeit vor- 
liege, sie getrennt und unabhängig voneinander zu behandeln. Die 
Frage ist, was man mit einem solchen System anzufangen habe, wenn 
es integriert werden soll, d. h. wenn y,2,u,... als Funktionen von & 


y=f(a), 2=P@), u=vul)... 
so bestimmt werden sollen, daß nach Einsetzung derselben, nebst 
deren Ableitungen 


=), pl), Wr)... 
usw. die Differentialgleichungen identisch, d.h. für jeden Wert von & 
erfüllt werdeu. 

Am nächsten liegt der Versuch durch fortschreitende Elimination 
alle Funktionen nebst deren Ableitungen außer einer einzigen zu 
entfernen, so dab für diese eine einzige Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung übrig bliebe Also etwa so, wie man aus n Glei- 
chungen mit n Unbekannten diese sämtlich bis auf eine eliminiert, so 
daß eine Endgleichung mit nur einer Unbekannten übrigbleibt. 

Um mit dem leichtesten Falle zu beginnen, nehme man an, es 
seien zwei Differentialgleichungen, jede von der ersten Ordnung: 

F(a,y,y,2,2)=0 (1) 

Vz, Y; Y, 2, 2’) x 0 i (2) 
gegeben. Solange F und W ganz beliebige Funktionen von ®, y, 
y',2,2’ bleiben, ist die Möglichkeit aus ihnen entweder y und y’ oder 
z und 2’ zu eliminieren, völlig ausgeschlossen; es wäre eine Aus- 
nahme, wenn es ginge Wenn man sich also auf (1) und (2) be- 
schränkt, kann man nur sagen, es geht im allgemeinen nicht. 

Aber man braucht sich ja nicht auf (1) und (2) zu beschränken, 
sondern kann aus jeder von ihnen durch Differenzieren und Wieder- 
holung dieser Operation soviel neue Differentialgleichungen bilden, 
wie man will. Sie sind mit (1) und (2) implizite gegeben, aber von 
höherer Ordnung. Entwickelt man sie, soweit es nötig ist, und fügt 
sie zu (1) und (2) hinzu, so liegt die Sache freilich ganz anders. 

Man differenziere also (1) und (2) total: 

F,de+ Fdy+ F,dy +F/de+ FR, de = 0 
VB dac-+ Vidy+ Dr dy + BP dz+W/de’— 0 
und setze darauf: 
dy=Y dez: dy=y:de,. da= zidx, . de = 2-dr, 
so folgt nach Division durch da: 
RE Yu y’ IE 4. y RB, a g’ Fa I Hr De 0 (3) 
ty B+y” w+z' re , IR 0. (4) 
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(3) und (4) sind Gleichungen zwischen x, y, y’, y', 2, 2,2”. 
Nimmt man sie zu (1) und (2) hinzu, so ist es sehr wohl möglich 
2, 2 und 2” zu eliminieren, da man nun vier Gleichungen und nur 
drei fortzuschaffende Größen hat. Was übrig bleibt, ist eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 


ayy,y)—!. (5) 
zwischen & und y, deren Integration nunmehr zu leisten wäre. 
Weitere Integrationen sind dann nicht mehr nötig. Denn schon 
die Gleichungen (1) und (2) reichen aus, um nach Auffindung von y, 
also auch von y’ die einstweilen eliminierte Funktion z zu ermitteln. 
 Selbstverständlich hätte man auch umgekehrt erst y eliminieren können 
und wäre dann zu einer Enddifferentialgleichung von der Form: 


fi, 2, 2, 2)—0 (6) 
gelangt, nach deren Lösung y ebenfalls ohne weitere Integration sich 
ergeben hätte. 

Beispiel: 
ee M) 
Hier ist die Elimination von 2 äußerst einfach. Man differenziere 
die erste Gleichung noch einmal: 


„ [4 


y'—2 


und setze in die zweite Gleichung ein. Es folgt: 


Die Lösung ist: 
y= (0, 008% + Q, sine. 
Alsdann folgt: 
ren = 0,53 05.0038. 


Die Lösung des simultanen Systems (7) ist also: 
y=(,cosx+(,snz, 2=—-(,sn« + (, c0os% 
mit den willkürlichen Konstanten CO, und (,, oder auch: 
y=4Acos(c«+a, 2=—-Asin(z +0) 


mit den willkürlichen Konstanten A und a. 


315. Die soeben in dem einfachen Falle zweier Differentialglei- 
chungen erster Ordnung auseinandergesetzte Methode, aus einem 
simultanem System durch Differentiation und Elimination eine einzige 
gewöhnliche Differentialgleichung zwischen nur zwei Veränderlichen 
x und y abzuleiten, hat man mit peinlichster Sorgfalt auf ihre allge- 
meine Anwendbarkeit geprüft. Das Ergebnis ist durchaus günstig 
gewesen, denn es gibt keine Ausnahme, in welcher die Überführung 
in eine solche Schlußdifferentialgleichung, nach deren Integration 
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weitere Integrationen nicht mehr nötig sind, ausgeschlossen wäre. 
Die Ordnung n dieser Schlußgleichung kann man durch ein einfaches, 
auf alle Fälle passendes Verfahren ermitteln. 

Aber auch umgekehrt. Jede Differentialgleichung n‘® Ordnung 


Fix, Y) Yy, yıy?)=0 (1) 
läßt sich, und sogar auf unendlich viele Weisen, verwandeln in ein 
vollständiges System simultaner Differentialgleichungen, deren jede 
von geringerer Ordnung ist. Man hat hierzu geeignete Verbindungen 
von 2£,%,% --- als selbständige Veränderliche einzuführen unter Bei- 
legung neuer Buchstaben. Ja, wenn man y',y'--- bis y*-! als diese 
neuen Veränderlichen betrachtet, so wird jede dieser Differential- 
gleichungen von der ersten Ordnung. Denn setzt man z.B.» =3 und 


een ) 
oder 

Ya, Zu, (3) 
so geht (1) über, da y”= u ist, in: 

Fix,y,2,U,uU)=0. | (4) 

(3) und (4) bilden zusammen ein simultanes System mit der 
ursprünglichen Veränderlichen x und den drei zu bestimmenden 
Funktionen y, 2, w. Und jede der drei Differentialgleichungen dieses 
Systems ist von der ersten Ordnung. Nimmt man sie umge- 
kehrt als ursprünglich gegeben an, so führt die Elimination von 2 
und « wieder mühelos auf (1) zurück. 

Faßt man zusammen, so folgt: 

A) Jedes simultane vollständige System von Differentialgleichungen 
läßt sich durch Differentiationen und Eliminationen überführen in eine 
einzige Differentialgleichung von höherer Ordnung n, als jede der 
ursprünglichen, in der Weise, daß nach Lösung der letzteren weitere 
Integrationen nieht mehr erforderlich sind. Die Zahl n heißt die 
Ordnung des Systems. 

B) Jedes simultane vollständige System von Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnungen und von der Gesamtordnung n läßt sich unter 
Einführung einer hinreichenden Anzahl von Verbindungen der alten 
Veränderlichen und ihrer Ableitungen überführen in ein simultanes 
System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Daß auch B) richtig ist, folgt aus A), wenn man die Schluß- 
differentialgleichung n!” Ordnung, wie oben erläutert, in n Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung auseinanderzieht. Doch ist auch 
die Überführung B) oft ee und sogar auf sehr einfache 
Weise möglich, so daß es einen sehr großen Umweg bedeuten würde, 
erst die Überführung A) vorzunehmen, 
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Beispiel. Gegeben sei das simultane System: 


d’x k’x EUER k’y (5) 


ah ya yer. (au eye 


mit der ursprünglichen Veränderlichen £ und den zwei zu ermittelnden 
Funktionen x und y. Man führe außer x und y als selbständige 
Veränderliche ein: 


Ba 
ed dt 
Da dann RB du. dry dv 


GT dt 


ist, so läßt sich (5) auseinanderziehen in die vier Gleichungen: 


ED a. Verty?’ d yet 
Was soll man vorziehen, System (5) oder System (6)? Ersteres hat 
nur zwei Gleichungen, letzteres vier. Dies spricht für (5). Ersteres 
besteht aus Differentialgleichungen zweiter, letzteres aus solchen 
erster Ordnung. Dies spricht für (6). Im vorliegenden Falle sind 
beide Systeme so einfach ineinander überführbar, daß es kaum einen 
Unterschied macht, ob man das eine oder das andere nimmt. Im 
allgemeinen aber wird man ein System von n Differentialgleichungen 
erster Ordnung einem äquivalenten System einer geringeren Anzahl 
Differentialgleichungen höherer Ordnung doch vorziehen. 

316. Aus A) folgt ferner unter Berücksichtigung von [308]: 

Die allgemeinste Lösung eines Systems von Differentialgleichungen 
von der Gesamtordnung n enthält n voneinander unabhängige, willkürliche 
und nicht zu einer kleineren Anzahl zusammenziehbare Konstanten. Jede 
Lösung mit weniger Konstanten ist entweder partikulär oder singulär. 

Die infinitesimale Konstruktion der allgemeinen Lösung kann 
folgendermaßen erfolgen, vgl. |306]. Man verwandle, wie soeben er- 
läutert, das System in » Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
der ursprünglichen Veränderlichen x und den zu bestimmenden Funk- 


GBA ERTEAUTN. 2x dv Rey (6) 


tionen Y, 2, w--- und löse sie nach: 
ed ll BIS MSN, 
da’ re? ode 
auf. So erhält man das System in expliziter Form: 
’ dy 
Y-.,,-h@ey,au-.) 
‚ dz 
Sue u ha, y,3,W:-.) 


(1) 


du 
UN dx — f(x, Y,2,U:: :) 
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und nehme an, daß einem bestimmten Wert von &, etwa x —=ı,, be- 
liebig gegebene Werte von Yy,2,%: ++, etwa Yy,29, 4% entsprechen. 
Man setze in (1) ein, ändere x, um ein Differential dx, und be- 
‘rechne entsprechend: 


dyg — Fıl&or Yor 20, Wo * )URg°° ° 
usw. und gehe so zu einem benachbarten Wertesystem: 

nt dl, Yzyrtdy 
über. Ebenso von &,, Y,, 2°": Zu &, Yg, 2, usf. in inf, ganz wie 
in [306]. Werden, auch wie in [306], statt der Differentiale hinrei- 
chend kleine Differenzen gesetzt, so lassen sich hinreichend genaue 
Lösungen wirklich bestimmen, so lange die Funktionen fi, f -- 
endlich und stetig bleiben. 

Doch wird man diesen Weg, der immer, selbst bei zweckmäßigster 
Anlage der Rechnung, ermüdend und langwierig zu beschreiten ist, 
nur wählen, wenn die Integration in geschlossener Form durch bekannte 
Funktionen nicht oder nur bis zu einem gewissen Punkte möglich 
oder allzu umständlich erscheint. Diese „eigentliche“ Art der Inte- 
gration beruht auf der Auffindung integrierender Faktoren, durch 
welche man exakte Differentialausdrücke erhält, genau wie in $ 39 
und $ 40. Doch sei im folgenden nur ein einziges Beispiel gegeben. 

317. Ein für alle Zeit klassisches Beispiel der Lösung eines 
Systems von Differentialgleichungen ist die Ableitung der drei 
Keplerschen Gesetze für die Bahnen der Planeten um die 
Sonne aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz, welches 
—_P durch die Formel: | 

Ro 
ausgedrückt wird, wo M und m die Massen der bei- 
den sich anziehenden Körper OÖ und P, r ihren 
Abstand, % die sogenannte Gravitationskonstante 
und X die Stärke der Anziehung bedeuten. Setzt 
man OÖ als „fest“ voraus (die Sonne), nimmt als 
selbstverständlich an, daß die Bahn von P (Planet) in einer Ebene 
liegt, welche durch O geht, lest durch O0 in dieser Ebene die «- 
und y-Achse, so ist zunächst, wenn P die Koordinaten & und y hat: 


r=Vao+y. 
Ferner sind die Komponenten der Kraft nach den Achsen (das — Zeichen 
bedeutet Anziehung; M = 1 gesetzt): 


Kx k?mx 
X=-Kospg- N? 
en Wen 


ie Y o 


Fig. 148. 
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Nach dem dynamischen Grundgesetz: 
Kraft = Masse x Beschleunigung 
angewendet auf beide Projektionen der Bewegung ist ferner: 
d?x d’y 
man X: Map 
also, wenn man die Werte für X und Y einsetzt und beide Seiten 
durch m dividiert: 
d’x k?x d?’y k? ro N 
A en 3 ee ar (r=Va?+ 9%) (1) 


Dieses System ist schon in [3155] kurz betrachtet werden. Es ist von 
der vierten Ordnung, erfordert also zu seiner Auflösung vier Inte- 
grationen. 

Ein erstes Paar integrierender Faktoren sind — ydt und 
xdt. Man erhält 


Da ay d?x% * 


Die linke Seite läßt sich umformen in: 
zdy — yda’ = (zdy + ydx) — (yda’ + a’dy) — (Ydx — x dy). 
Das dritte Glied rechts verschwindet, wenn 


’ dy ’ dx 
Sorge und & er 


eingesetzt wird. Daher: 
zdy - ydae=d(ay — y&) 
und nach Integration 
| ay—ya—=0, (2) 
wo Ü eine erste Integrationskonstante bezeichnet. 


Ein zweites Paar inbegrierender Faktoren sind dx und Ay. 
Man erhält: 


on = td Ye - (oda + ydy). 
Die linke Seite läßt sich eh in: 
da” +dy ee 7 a -dy — ade +ydy =td(a@?’+y?). 


Die rechte Seite läßt ren in: 


k? k’dr k? 
RU ee a(—); 


r 


da aus 7? = x + y? folgt: rdr=xdx + ydy. Also nach Integration 
1720% ; k? 
null) D (8) 
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Ein drittes und viertes Paar integrierender Faktoren 
von (1) zu ermitteln, würde nicht ganz leicht sein. Man braucht es 
aber auch gar nicht, wenn man (1) verläßt und (2) und (3) als ge- 
geben betrachtet. Denn (2) und (3) bilden auch zusammen ein 
vollständiges System von Differentialgleichungen zwischen x, y und £, 
welches zwar nicht so symmetrisch und einfach aussieht, wie (1), aber 
dafür den großen Vorzug einer niederen, nämlich der zweiten, Ord- 
nung hat. Daher werde jetzt (1) verlassen Ind (2) und (3) genommen. 

Wie der Erfolg alsbald zeigen wird, empfiehlt sich alsdann die 
Einführung von Polarkordinaten. Man setze also: 


C=7C08p0, Y-rsinyp 
und nach totaler Differentiation, immer nach ? als der unabhängigen 
Veränderlichen: 
X =rcosp—rsing:p, Y=rsinpg-+rcosp-g- 
) 
(2) und (3) werden dann nach möglichster Vereinfachung: 


rw = oder r” ze 6, | (2a) 


4rg?—2! = +2D 


oder: 


(dr)? +r’(ap)? Rene: | 
an? — t2D. (3a) 


Die Veränderlichen und t kommen in (2a) und (3a) nur als 
Differentiale dp und dt vor. Ihre Berechnung ergibt: 


Odr rdr 
de Be. 
g r v2Dr? + 2%?r —.C2 f V2Dr?’+2ktr220: ( ) 


und schließlich durch Integration: 


Odr Be: 
77 FI = ee fr F 
4 E VoDrrahn oT en, ER (5) 


wo B und F' als dritte und vierte Integrationskonstante zu den beiden 
vorigen (0 und D hinzutreten. Damit ist die Integration von (1) in 
der Hauptsache erledigt. 

Es sind aber noch die beiden Quadraturen in (5) auszuführen. 
Außerdem fehlt noch die Deutung der abgeleiteten Gleichungen. 


318. Die beiden Quadraturen in [3175] sind nach $ 36 vorzu- 
nehmen. Wegen der ersten setze man nach [284] erstes Beispiel: 


1 d 
r——, dr= — 2; 
& T 
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es wird: 
Cd 
are Tee ae ——+B 
V2D-+2%k?o — 0?o? 
und nach Einführung der quadratischen Ergänzung und Substitution 
von 
k2 > 
ur de = dz 
d 
= - at 


Und wenn weiter gesetzt wird: 


(z=Uu V:» . = 


so folgt nach Integraltafel [251 10a]: 
9=— u +B=arc(cos=u)+ B 
vi-u? 


und nach Wiedereinsetzen von r: 
1 BANN 


er Kar: r 
1 Ko 
\+2. 0 


c 


Um die zweite vor- 


Die erste Quadratur in [3175] ist erledigt. 
zubereiten setze man sofort (am besten): 
—k?+ yYVk?+20?D+2Do? 


V2Dr? +2Ker— QO@=v; r SD 
vdv rdr k?’dv dv 
/ Bau, Er ID: 
® 2Dyk*+20?D-+2Dv? 


dr = —— = — & 

Vk*+20?D+2Dv?’ 

rdr RT a dv Te 

- 1 —+f=-— aan d F. 
rar 2D Ierannpatn] = 

Das letzte Integral rechts ist v selbst. Im ersten Integral setze man, 


je nachdem D negativ oder positiv ist 
w en RE N a RE 
——— VRF2GD, 


Vv- 

oder: 
W er er BIRSE REN, 
Ve vaD VEr2OD, 
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also nach den zugehörigen Integralformeln: 


are(in—w 1 (si vy —8®D ) 
=: === Aa16 | BIN m 
een V-?2D yean Vk‘-+20°D 


D<0) 
_Ulein-u) _ Ir (Sin BR vy2D )- 
Den V2D ED an 
(DD 0) 


Ist aber D=0, so wird die Lösung rein algebraisch: 


a we pr 2 0? 2 
ver, r- dr" 


jr m do+ F= x: (Oo +" S)+F 


Also zusammengefaßt (vgl. auch [309] zweiter Fall): 
RE (sin - 22 TH, (D<0) (2a) 


2DSDV-2D Ve,-120:D 
i= lv +? SEE, (D=0) (2b) 
De) | BER vV2D ) 
a (Sin en 
und in allen drei Fällen ist: 
v— V2Dr? + 2kr — 0%. (3) 


319. Für die Planeten ist D negativ, wie sich zeigen wird. Die 
Zusammenstellung aus [317] und [318] ergibt daher folgende vier 
Integralgleichungen in Polarkoordinaten: 


dp 
L x dE —(. 
(dr)? +r’(dp)? _ 2%" 
IE an? =D: 
/ 1 NEN ae 
be 
IE: 9 = arte 17608 — = +2. 
V:>+o | 
_V2Dr+2kır —O® 8 ( "nr u 
IV.t= ED ed arc | sin— Ve 20D + 
D<0 


Diese Integrale sind nun noch zu deuten. 
Deutung von I. Nach Illa in [170] ist rd das Doppelte des 
Sektors dS, den r beschreibt. Aus I wird daher 
2dS ds © 
ae 


d.h. die Flächengeschwindigkeit ist konstant. Oder auch: 
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Zweites Keplersches Gesetz. Die von dem Radiusvektor 
nach der Sonne in gleichen Zeiten beschriebenen Flächen sind ein- 
ander gleich. 

Dasselbe Gesetz gilt übrigens für alle sog. Zentralbewegungen 
d. h. für alle Bewegungen, welche unter dem Einfluß einer nach einem 
festen Punkte hin oder von einem festen Punkte fortgerichteten Kraft 
(Anziehung oder Abstoßung von einem festen Punkte) erfolgen. 
Ferner sei erwähnt, daß .das zweite Keplersche Gesetz der erste und 
einfachste Fall gewesen ist für das allgemeine sog. Prinzip der 
Flächen, welches in der Mechanik eine sehr große Bedeutung er- 
- langt hat. 

Deutung von Il. Nach [170] ist: (dr)’ + r? (dp)? = (ds)’. Aus 
Il wird les 


(2) = 2 +2D oder v? _. +2D, 


wo v die Bahngeschwindigkeit bezeichnet. Daher nach Multiplikation 
mit 5 und Berücksichtigung, daß M—=1 gesetzt wurde: 


vo”. k?Mm 
m au 


oz + Dm. 


Die linke Seite ist die sog. es Kraft oder vis viva oder 
Bewegungsenergie "des Planeten in seiner Bewegung um die Sonne. 
Rechts steht die sog. potentielle Arbeit der Kraft, einschließlich einer 
Konstanten Dm. Also bedeutet II die en: zwischen Arbeit 
und Bewegungsenergie im vorliegenden Falle. Bekanntlich besteht 
diese Äquivalenz ganz allgemein ie nach abermaliger Erweiterung 
wird sie zu dem Satz von der Erhaltung der Kae welcher veben 
dem Satz von der Erhaltung der Masse als ale der heutigen 
Naturwissenschaften gilt. 

Deutung von Ill. Da r und @ Polarkoordinaten sind, so han- 
delt es sich um die Polargleichung der Bahn des Planeten in einer 
allerdings sehr unbequemen Form, die daher noch der Umgestaltung 


bedarf. Zunächst gibt die Umkehrung: 


1 k®? 
: £ c) = cos(p — 5b) 
V 2D+ a 
und hieraus folgt nach Berechnung von r: 
ei 
nn SAN | (11a) 


2DO: 
1 + Yı+ 222° cos @—B) 
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Diese Form läßt sofort die Bahn erkennen, wenn man weiß, daß: 


8 Er 
a +8 cosy (Ib) 
die Polargleichung eines Kegelschnittes ist, bezogen auf einen Brenn- 
punkt als Pol, wobei die Anfangsrichtung mit der zugehörigen Haupt- 
achse zusammenfällt. (IlIla) wird mit (IlIb) identisch, wenn gesetzt 


wird: 
20: 
pP aa (2) 


Es entspricht (1) einer Drehung um den konstanten Winkel B. 
Da aber auch einerseits D, C und A? in (llla), andererseits p und & 
konstant sind, so folgt, daß die Bahn ein solcher Kegelschnitt ist. 
Er ist, wie die analytische Geometrie zeigt, eine Ellipse, wenn &<1, 
also D negativ, eine Parabel, wenn e=1, also D=0(, und eine Hy- 
perbel, wenn &>1, also D positiv ist. Für einen Planeten kann 
selbstverständlich nur das erste von den dreien eintreten. Daher: 

Erstes Keplersches Gesetz. Die Bahn des Planeten ist eine 
Ellipse und die Sonne steht in einem Brennpunkte. 

Es sei a die große, b die kleine Halbachse der Bahn. So ist 


bekanntlich: 
EN Bear 
DT ARENN 
und umgekehrt: 
RE ae a Ar 
DEE DURRE 0.7 vi: (3) 
und nach (2): 
a, Da C A 
aD: TR nn) (4) 
(D ist hier negativ). Oder auch: 
k? =® kb 
ET en ne (5) 


womit die Bedeutung der Integrationskonstanten C und D für die 
Bahn aufgezeigt ist. 
Deutung von 1V. Man erhält zunächst für die auftretende 


Wurzel nach (5): 


v2Dr 238720 Zu 24 Ip — h an AR er Ve (a). 
[4 
Nach (ILIb) ist: | 


DI Re b’—a’—eacoy m cosyp—eE 
atecsy ° qatecovy Be 14+.cosp ’ 


LO = 
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daher: 


SDR LOB copy te _keyi—s? Vi cos®, v 
V2Dr +2 — = ze (ren > Va 1+.2cosp 


nach (IlIb) das Vorzeichen von % nicht bestimmt werden kann, so 
ist das + Zeichen genommen worden): 


V2Dr +2 — = 


keb Bar 
aya +ecosw 
Dies ist in (IV) einzusetzen. Außerdem ist noch 


ae 
[44 


und 


VR+2OD-Vr_*. _pyel_n: 
einzusetzen. Man erhält nach ne der Zwischenrechnungen: 
_ aYa ey1— e?siny =% „9 siny 
ne % ( 1 = = EnE % — art (sin = 1—e 1 22 a) + F' (IVa) 
Um diese Gleichung, welche nunmehr die Zeit # nicht mehr durch 
r, sondern durch % ausdrückt, so viel als möglich zu vereinfachen, 
setze man den arcus = E, also: 


! sinyp V1 — s? 
EB =.are (sin = ee! ) (6) 


oder umgekehrt: 
Ser sin Ab nt sin Mn 

sinE-y1l-. 14.0089 a 1+scosp (7) 
Diese Beziehung zwischen E und % läßt sich manniofach abändern, 


so z. B. berechne man: | n | 
cos E=YV1-— sin” E— Vi+scosp?—(1— 9) sin’y 


1+8.cosy 
VA 8c08 9? — (1— 83) (1— cos?y) 
2; Er 1-+ecosy NE 
oder, da der Radikand in (e + cos)? umgeformt werden kann: 
et+cosyp j — + 608E 
cosh = Due oder: cosYy = ernm (Ta) 
Noch einfacher ist folgende Form: Man berechne: 
Alpe 
sin — nn. en 
} R Bere Bias VI zen ey lesen 
Sache u E ıtessE (+eoosy)+(e+eosy) (1+2)(1+ cosy) 
2 
oder: 5 re ) re = 
Euer: ( {3 E r 
rer it.tg? ut - VYırkı 185° (7b) 
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Ferner führe man in (IVa) die Abkürzungen ein: 


e) a ß) nd@—F)=M. (8) 
Dann geht (IVa) (F auf die linke Seite gebracht, mit » multipliziert 
und rechts beide Glieder vertauscht) über in: 
M=E-—esinE. (IVb) 
Diese sog. Keplersche Gleichung tritt an die Stelle von (IV). 
Um nun zu irgendeiner Zeit die Lage des Planeten, d.h. v und r 
zu bestimmen, berechne man sofort aus i nach (8ß) die Hilfsgröße M. 
Dann ergibt (IVb) durch Auflösung E, und aus E folgt nach (Ta) 
oder (7b) & und endlich nach (Illa) den Radiusvektor r. Übrigens ist 
F die Epoche des Perihels, d. h. der Augenblick (oder vielmehr ein 
Augenblick) in dem der Planet durch das Perihel geht. Denn 
setzt man t= F, so ergibt (8) M =, also nach (IVb) E=0 und 
nach (Tb) v—=0. 
Vermehrt man E um 2x (= arc360°), so vermehrt man auch 
M um 2x und nach (Tb), da E und % gleichzeitig wachsen, auch 


v um 2x. Dagegen wird t nach (8) um = vermehrt. Nun ent- 


spricht der Vermehrung von d) um 2x offenbar ein voller Umlauf 
des Planeten in seiner Bahn. Also ist die Umlaufszeit oder das 
Jahr 7’ des Planeten: 
27 2 na Va | - 
er (9) 
Aus (9) folgt, da k für alle Planeten denselben Wert hat, wenn 
irgend zwei von ihnen herausgegriffen und ihnen die Indizes 1 und 2 
beigelegt werden, die Proportion: 


T,:T,—=a,Ya,:a,Va, oder: T?:T2=a°:0a, (10) 


dssh: 

Drittes Keplersches Gesetz. Die Quadrate der Umlaufszeiten 
verhalten sich wie die Kuben der mittleren Entfernungen von der 
Sonne 


320. Noch drei Nachträge A), B) und OÖ) zu [319]. 
A) Die Integration (IV) in [319] hätte man durch eine geo- 


metrische Ableitung ersetzen können wie folgt: Es ist nach (I) und 
[3195]: 


In der Zeit # wird also der Sektor S= u pesche Setzt 
a 


man hier für Z die Umlaufszeit 7, so wird S zum Flächeninhalt der 
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Ellipse =zab. Also: 
2 ra Ya 


za 7 m RR 

d.h. (9) und damit das dritte Keplersche Gesetz sind wieder ge- 
funden. 

Man bezeichne ferner mit @ die Epoche 
des Perihels. (Also nicht mit F wie in [318] 
und [319], weil jetzt dieser Buchstabe für 
den Brennpunkt beschlagnahmt wird.) Dann 
. folgt für einen er Zeitpunkt: 


Sektor SF P=— — y G). 


Nun ist ferner die Ellipse u hie des Scheitel- 
kreises (in der Figur noch F'P, zu ziehen), also: 


Sektor SFP— Sektor SFP, = -- Sektor SOP,— " AOFP, 


Fig. 149. 


DR DEE ab 
a Er Tr (E—esinE) 
Eingesetzt, durch “. dividiert und wie vorhin die Abkürzungen (8) 


eingeführt, folgt en (IVb), d. h. die Keplersche Gleichung ist 
wieder nk Überdies aber ist jetzt die geometrische Bedeutung 
von E en Endlich ist (vgl. IIIb): 


yrsad = Se Doors dsnd 


und Y= =. Eingesetzt, und p = = geschrieben, folgt sofort wieder 


(7), d. h. die Beziehung zwischen E und % ist wieder gefunden. 

Es sei noch angemerkt, daß M, E und v als Anomalien be- 
zeichnet werden und zwar M als „mittlere“, E als „exzentrische“ 
(d.h. aus dem Zentrum der Ellipse genommene) und ı als „wahre“ 
Anomalie (M fehlt in Fig. 149). Sie fallen alle drei im Perihel und 
Aphel zusammen. Ist aber die Ellipse ein Kreis oder &=0), so fallen 
die drei Anomalien überhaupt zusammen. 

B) Selbstverständlich hätte man auch anders integrieren können, 
als in [318] geschehen. Viel einfacher z. B. wäre der folgende, freilich 
recht versteckte Weg gewesen. 

Man leite zunächst das Flächenintegral ab 


re ) 


wie in [3182]. Dann schreibe man die Grundgleichungen [3181] in 
der Form: 
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ea, ai) Er 


und führe rechts dt = I: aus (1) ein. Es folst: 
a) = k“ athdy — ya) al) Ye en 
ECT 3 EIDERE C r® 


Die beiden Brüche mit dem Nenner r? sind, wie man sich, wenn 
für r sein Wert Yx?+ y? BER wird, überzeuge, exakte Differentiale, 


nämlich von + - und — —: (Hierin liegt die vorhin genannte Ver 


stecktheit, denn wer sieht das diesen Brüchen sofort an?). Die Inte- 
gration ergibt daher: 


dx 


Kr k?y Y = 
le 


-+45 +6 (2) 
wenn OÖ, und Ü, zwei neue a! sind. 

Durch Einsetzen von (2) in (1) entsteht die Gleichung der 
Bahn, welche sich, wie man sehr leicht erkennt, nach Einführung 
von Polarkoordinaten ohne große Mühe in die Form IIIb bringen 
läßt. Alsdann kann die vierte Integration wieder wie früher vor- 
genommen oder auch durch die vorige geometrische Ableitung ersetzt 
werden. 

Man hat aber noch manche andere sehr beachtenswerte Lösungs- 
arten gefunden. Es gilt eben die in [305] gemachte Bemerkung, 
daß oft eine Differentialgleichung oder ein System von Differential- 
gleichungen auf recht verschiedene Weisen gelöst werden kann. 


C) Die Annahme, daß der eine Körper (die Sonne) fest sei, ist 
in Wirklichkeit nicht erfüllt. Auch zieht nicht nur die Sonne den 
Planeten, sondern (nach der Actio und Reaktio) auch der Planet die 
Sonne an mit gleicher Kraft. Trotzdem bleibt die gegebene Theorie 
anwendbar, wenn man sich auf die Relativbewegung des Planeten 
zur Sonne beschränkt. Da die Massen aller Planeten sehr klein gegen 
die Sonnenmasse sind, gelten die Keplerschen Gesetze sehr angenähert, 
so daß Kepler sie aus "br astronomischen Beobachtungen durch deren 
gründlichste Untersuchung entdeckt hat. Wenn aber beliebig viel 
Körper mit beliebigen Massen unter dem Einfluß der Gravitation ihre 
Bewegungen gegeneinander ausführen, so entsteht ein Problem, das 
sogenannte Vielkörperproblem, welches trotz der unerhörtesten An- 
strengungen der hervorragendsten Mathematiker noch nicht gelöst 
worden ist in dem Sinne, daß sich geschlossene Ausdrücke für die Be- 
wegungen ergeben hätten, wie es bei nur zwei Körpern’ durch die 
Keplerschen Gesetze der Fall ist. Dennoch sind ihre Bemühungen 
in anderer Hinsicht von größtem Erfolge gewesen, insofern nämlich 
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durch sie die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen überhaupt 
auf erheblich größere Höhe gehoben worden ist. Das würde jedoch 
weit über die Elemente hinausgehen. 


Übungen zu $ 41. 


1) Wenn der Mond in seinem jetzigen Abstand von der Erde 
mit seiner jetzigen Geschwindigkeit um diese in rund 28 Tagen einen 
Kreis beschreibt, in welcher Zeit würde er, wenn er durch einen Im- 
puls zum Stillstand gebracht werden könnte, durch die Anziehungs- 
kraft der als fester Punkt betrachteten Erde auf sie herunter ge- 
kommen sein? 

2) Das simultane System: 


4; dz S d. 
H__ 3y4 Ts 30, E-—6y+12s— du, MH 124422: — 9% 


ist zu integrieren. 


$ 42. Partielle Differentialgleichungen. 


321. Eine (gewöhnliche) partielle Differentialgleichung erster 


Ordnung: Een 
Flo, y 2: 1? dx? oy? 7) (1) 


ist eine Gleichung, in welcher enthalten sind 1) beliebige viele unab- 
hängige Veränderliche &, y, 2,...2), eine einzige abhängige Ver- 
änderliche V, 5) die partiellen Differentialquotienten von V nach den 
unabhängigen Veränderlichen &, y, 2,... Die zu 1) und 2) genannten 
Größen dürfen zum Teil oder auch ganz in (1) fehlen; von den zu 
3) genannten Größen dürfen aber nicht alle in (1) fehlen, weil (1) 
dann aufhören würde eine Differentialgleichung zu sein. 

Eine solehe Differentialgleichung integrieren heißt V als Funktion 
von 4,42... 


v=fia, Y, 9...) (2) 
so zu bestimmen, daß nach Einsetzen die Differentialgleichung zu 
einer Identität wird, die also für alle Werte von &, y, 2,... richtig 


bleibt. Wie bei totalen Differentialgleichungen unterscheidet man 
auch hier zwischen besonderen Lösungen und der allgemeinsten 
Lösung. Erstere sind sämtlich in der letzteren als besondere Fälle 
enthalten. | 

Wie man auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
kommen, und wie man sie integrieren kann, wenn sie sehr einfach 
aussieht, sei an folgenden Beispielen erläutert. 
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Erstes Beispiele Es soll die Bedingung aufgestellt werden, 
daß eine Veränderliche Y, die im allgemeinen von &,y, 2... ab- 
hängen darf, von einer der letzteren, etwa von x gänzlich unabhängig 
ist. Die Gleichung (2) soll lauten: 


V=f(y, Kr (3) 


wo f eine beliebige Funktion von Y, 2,... ist, in welcher x über- 
haupt nicht vorkommt. Es ergibt sich durch partielle Differentiation 
nach x sofort: 


0 (4) 


also eine partielle Differentialgleichung von der Form (1), allerdings 
so einfach, wie sie überhaupt nur sein kann. Ja, sie wird erst eine 
solche, wenn man weiß, daß VY noch von anderen Veränderlichen 
%, 2,... abhängen darf. 

Ist umgekehrt (4) in diesem Sinne gegeben, so wird offenbar 
weder mehr noch weniger verlangt, als daß V nicht von x, sondern 


nur von Y, 2,.2. An d.h. (3) ist die allgemeinste Mn. oder 
das Ag Integral von (4), wenn f eine beliebige Funktion 
von %,2,... bedeutet. Man achte also darauf, daß Al in diesem 


A iahlttnn Falle schon ein wesentlicher Unterschied zwischen 
partiellen und totalen Differentialgleichungen zu Tage tritt. Während 
bei letzteren das allgemeinste Integral nur eine oder mehrere will- 
kürliche Konstanten enthält, tritt hier eine willkürliche Funk- 
tion auf, die aber nicht soviel unabhängige Veränderliche enthält, 
als ursprünglich vorhanden waren, sondern eine weniger. Es wird 
sich ein Gleiches bei allen partiellen Differentialgleichungen zeigen. 

Überhaupt ist (4) trotz seiner äußersten Einfachheit in mancher 
Hinsicht vorbildlich für Gleichungen von der allgemeinen Form (1). 
Wenn es z.B. gelingt, in irgend einem Falle durch irgend welche 
Transformationen (1) in (4) umzuwandeln, so ist damit auch (1) so- 
fort gelöst. Es gelingt aber leider nicht immer. 

Zweites Beispiel. Es soll eine Funktion V von z,y,2 
nur von den Differenzen dieser Veränderlichen abhängen. 

Lösung: Die Differenzen bleiben unverändert, wenn man alle Ver- 
änderliche um ein und dieselbe Zahl h vermehrt. Setzt man daher: 


ker yayınn dee he (5) 
so soll sein identisch: 
Ve ya, (6) 


d.h. V soll von h gar nicht abhängen, also n —() sein. Nun ist 
N ya „ BVay’ |, 27 de’ 
eh dx: oh 0y oh “= 02’ ch DB 
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Hier folgt aus (5) sofort = = = = = =...—]. Also ergibt 


sich, wenn zuletzt wieder h = (0 gesetzt wird, die partielle Differential- 
gleichung: 


OREGON. 
Venen (7) 


0% 
d. h. eine Gleichung von der Form (1), die zwar nicht ganz so ein- 
fach ist wie (4), aber doch einfach genug. 


Ist umgekehrt (7) zur Integration vorgelegt, so transformiere 


man etwa wie folgt: Statt x,y,2,... werden ebensoviel andere Ver- 
änderliche &,,Y, 2, --. durch die Gleichungen: 
| eye ern. (8 


eingeführt; folglich auf Grund dieser Transformationen 


0%, 0%, Zur 0%, ze En 
u iR a 0, er 0) 

oyı | ey | 0% le 
0% 1% oY 1, 2 
02, 02, O2, se ne 
0% 1, oY 0; DIE 3% i 


also nach [172]: 
| BR Deo. non“ 
a7_ vr 2V_oV 


Dal OU. 00 2 ek 
Die Gleichung (7) wird daher transformiert in 


An 2 
d. h. in die Form (4). Das allgemeinste Integral ist daher 
Mi fi; Are: )» 


V=fy-2%,2—1%,...) 
d.h. V hängt wirklich nur von den Differenzen der Veränderlichen 
ER | 
Drittes Beispiel. Der Satz von den homogenen Funk- 
tionen. Man nennt V eine homogene Funktion n'” Ordnung von 
x%,Y,2,..., wenn nach der Transformation: 


d. h. nach (8) 


ehe hl Ze NEN (9) 
die Identität folgt: | 

Vee,y,e.. JE V(e,y,2:-:.). (10) 
Man differenziere partiell nach A, siehe [172]. Es wird: 


BE OB SOF OU EDGE ne 
ET NEE TER 
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0x oy' 02: 
Es ist hier: ru = use Daher wenn zuletzt 
i=1 gesetzt wird: 
| DRS Ve EV BE 
ya UFER Se N (11) 


also eine partielle Differentialgleichung von der Form (1) (wenn nV 
nach links gebracht wird). Ist umgekehrt (1) zur Integration vorge- 
legt, so transformiere man etwa wie folgt: Statt z,y,2..V werden 
ebenso viel andere Veränderliche &,, %,,2,. . . V, durch die Gleichungen: 


2 N vo 
a N, ER Are Haus, (12) 


eingeführt. Es folgt hiernach: 


Ku a ER LE AL 
de“ ae oYy 0, 02 0, 
ONE EEY ONE NT 
Öx ER ZEN! nn 2 
02 RE O  RE 
Be Pro STELLEN. 


also nach [172]: 
nr NT ’ ea Pe ® 
0 RS ger (= Y, ev, Ee eV DR ) L V, war! 


0x 0x, x 0, 02, 
NEN. er 
| 0Y Oyrre 0 
Damit wird (11) transformiert in: 
ey öV, 
ve a a N _ı N 
ee 0; h. a 0 


d. h. in (4). Das allgemeinste Integral ist daher: 


= fr.) 
und daher umgekehrt: 
Be) 


d.h. V ist ın der Tat eine homogene Funktion x‘ Ordnung von 


%,%,2,... Denn nach Ausführung von (9) ist die Identität (10) er- 
füllt, weil y:x, z:x,.... sich nicht ändern und x,*= (}x)” = 4”2” wird. 


Man nennt die Gleichung (11) den Satz von den homogenen 
Funktionen. Ist im besonderen n=0, d.h. soll V nur von den Ver- 
hältnissen @:y:z... abhängen, so ergibt sich: 


aya vor or 


Viertes Beispiel. Es ist die Bedingung aufzustellen, daß eine 
Gleichung von der Form z2—= f(x, y) eine Fläche vorstellt, die dureh 
Umdrehung irgend einer Kurve um die z-Achse entstehen würde. 
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321, 322. 


Lösung: (Fig. 150). Jeder Punkt der Kurve beschreibt einen 
Kreis, dessen Ebene zur 2-Achse senkrecht steht und dessen Mittel- 
punkt auf ihr liegt. Sein Radius o = Yx?+ y? 
hängt daher nur von 2 ab, folglich ist umge- 
kehrt z eine Funktion von go oder von oe? 


2= pe’) = part yP), 
also: 
02 02 


02 02 RE 
: du Key 9 


Eee EL 


daher nach Elimination von ji: 


yeai-0, (13) 


d.h. eine partielle Differentialgleichung von 
der Form (1), nur 2 statt V geschrieben (in 
welcher 2= V selbst nicht vorhanden ist). Liegt umgekehrt (13) 
zur Integration vor, so transformiere man etwa wie folgt: 


Fig. 150. 


u=2+y, v=a, (oder z=v, y=-VYu:— vw). 
Es ergibt sıch: 
ER AR SE re a 


DESE 


also nach [172] 


Damit wird (15) umgeformt in: 
02 02 
Ve oder el 
d. h. z hängt nur von «, aber nicht von v ab, d. h. die Lösung ist: 


= pu)= ya ty). 
Die Fläche ist also wirklich eine Umdrehungsfläche um die 
2-Achse. 


322. Das zweite, dritte und vierte Beispiel in [321] sind auf 
das erste, d. h. auf die einfachste aller partiellen Differentialgleichungen 
zurückgeführt, aber es ist auch hervorgehoben worden, daß dies nur 
ausnahmsweise möglich ist. Die beiden folgenden Beispiele gehören 
nicht zu diesen Ausnahmen. 

Fünftes Beispiel. Die Gleichung einer Fläche sei 2= fx, y). 
Es ist die Bedingung zu erfüllen, daß die Länge der Normalen bis 
zur £y-Ebene konstant =r sei. 


604 8 42. Partielle Differentialgleichungen. 322. 


Lösung. Man bezeichne wie gewöhnlich p = % nf 


lauten die Gleichungen der Normalen |165], E 
X—2:Y—- y:Z—z=p:g9:—1 
oder 
X—-ı=ıip, Y-y=ıg, Z-2=—4. 

Für den Schnittpunkt mit der xy-Ebene ist Z=0, also A =2. 

Es soll sein: (X — 2”? + (Y—- y”’ + (Z— 2)’=r?, daher: 
ee (1) 

also eine partielle Differentialgleichung, in der x und y die ursprüng- 
lichen Veränderlichen, 2 eine gesuchte Funktion von ihnen, sowie p 
und g deren beide partielle Differentialguotienten nach & und nach y 
sind. (Es fehlen aber x und y selbst.) Um (1) zu integrieren, be- 
achte man, daß offenbar eine Kugel mit dem Radius r, deren Mittel- 
punkt auf der &y-Ebene liegt und in ihr die beliebigen Koordinaten 
a und b hat, also eine Kugel mit der Gleichung: 


eo) «-a”+y-bVY +? r=0 (2) 


9) z=-Vr-@- ge) 
eine besondere Lösung von (1) ergeben muß. In der Tat folst: 


cder 


02 ze — a c—qa 
eh = Na 3 
I u Vr-@-ay—d) Zr “ 
a ya PINS en 
1 oY VE @- 0. Wh Bl 
daher: 
a)’ + y— by? + 2? Bir 7% 


2 2 _ 8 
Pudel 22 2 


d. h. (1) ist erfüllt. Aber (2) bleibt auch dann eine Lösung, wenn 
man a und 5 nicht als konstant, sondern so als veränderlich ansieht, 
daß b eine beliebig gegebene Funktion: 


b=yla) | (4) 
ist und dafür die weitere Bedingung: 
@-a)+Wy-b): p(a)—=0 (5) 


hinzufügt. Denn (2) gibt durch totale Differentiation nach allen Ver- 
änderlichen a, b, x, y, 2 

(«— a)de+y—b)dy+zdz— (ve — a)daa— y—b)db=0. 
Die Summe des vierten und fünften Gliedes verschwindet nach (5), 
da nach (4) db— y’(a)da ist. Also: 


%— 4 


da ea un 
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Andererseits ist immer: de=pdx-+ gdy. Daher, da d& und dy 
zwar unendlich klein, sonst aber gänzlich unabhängig sind: 


ze —a Ze 
ee ee 


2 2 

d. h. genau wie in (3). Daraus ergibt sich ebenso, daß (1) erfüllt 
ist. Wollte man z explizite durch & und y selbst ausgedrückt haben, 
so müßte aus (2), (4) und (5) noch a und b eliminiert werden, was 
aber erst möglich wird, wenn die willkürliche Funktion p(a) in (4) 
gewählt worden ist. Setzt man z. B. 


b=YVo?—.a? (o konstant) also 9 (a) — Nee Era 
Vo a b 
so folgt: 
ee 
ee ee 
(0 j Y Vx’-+y? Verl: 
also 
ar Buch? 
A en ENT a a 
vr v» ni) ( en) 
oder: 


Ra 

Diese Fläche ist schon einmal in [185] Fig. 73 betrachtet worden. 
Allgemein wird die aufgefundene Lösung geometrisch gedeutet wie folgt: 
Man lasse eine Kugel mit dem gegebenen Radius r sich so bewegen, 
daß ihr Mittelpunkt M(a,b,0) auf der xy-Ebene bleibt, und dort 
eine beliebige Kurve (mit der Gleichung (4)) beschreibt. Dann er- 
füllt die Einhüllende dieser Kugelschar ($ 24) die partielle Differential- 
gleichung (1). 

Es gehört nicht viel Induktionskraft dazu, diese Art Lösung auf 
alle Fälle zu verallgemeinern, in denen. von einer gegebenen partiellen 
Differentialgleichung Ka ein besonderes Integral bekannt ist, 
welches eine hinreichend große Anzahl von willkürlichen Konstanten 
(hier zwei, nämlich a und b) enthält. 

Sechstes Beispiel. Es ist die Bedingung für eine Fläche 
z2=f(z,y) aufzustellen, daß für jeden ihrer Punkte P die Tangente 
des Neigungswinkels zwischen der Berührungsebene und der xy-Ebene 
zu der Quadratwurzel aus 2 proportional ist. 

Lösung: Der betreffende Neigungswinkel stimmt mit dem Winkel 
überein, den die Normale zu der Fläche in P mit der 2-Achse bildet 
und der nach |165] durch die Formel 


csy=-+ : also tgey— Yp?+ q? 


yıtp+g’ 
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bestimmt wird. Die Aufgabe verlangt 
tgy — Ihe (l konstant), 


dt. (6) 
d. h. eine partielle Differentialgleichung, die mit der vorigen das 
Fehlen von & und y selbst gemeinsam hat. 
Die allgemeinste Lösung kann in seiner Wesenheit beschrieben 
werden wie folgt. Man führe eine Hilfsgröße A, sowie eine ganz be- 
liebige Funktion p(A) von A ein und setze: 


@) a=2 Yalcosı + [sinig(A)d2; B)y=2 yelsina — [60s29(2)d2. (7) 


Wird A eliminiert, so entsteht eine Endgleichung zwischen z, y, 2 
als Gleichung einer Fläche, welche die verlangte Eigenschaft hat. 

Die Lösung selbst soll ebenso wenig wie im vorigen Beispiel 
hergeleitet, wohl aber jetzt hinterher als richtig erprobt werden. 

Hierzu differenziere man (7,) und (7,) total (2 ist konstant): 


di= da ! cos +sina(—2Yzl+ p(A))dA, 


daher 


dy— dzy : sin A — cos A (— 2 Vel-+ p(A)dA. 
Die Elimination von dA ergibt: 


dx cosA+ dysini = az; dz = dx cos V; + dysin Abe: 


Daher entsprechend dem vorigen Beispiel: 


p = c0o8 iv: ,‚g= sin. 5 (8) 


und durch Elimination von A aus diesen Werten entsteht wirklich (6). 

Diese Elimination von A aus (8) war sehr einfach, weil dort die 
willkürliche Funktion p(A) nicht mehr (explizite) enthalten ist. Dagegen 
kann die vorhin geforderte Elimination von A aus (7) erst erfolgen, 
wenn man über (A) verfügt hat. Man setze z. B. am einfachsten 
p(A)=0 und die Integrale in (7) auch =0, so wird: 


2—2YelcosA, y=2YalsinA, 
daher: 
Bun 
ER, 
Die Fläche ist ein Umdrehungsparaboloid. Aber selbstverständ- 
lich ist dies nur eine ganz partikuläre Lösung, da p(A) in (7), wie 
gezeigt, ganz willkürlich ist. 
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323. Zu [322] sei noch nachgetragen: 


A) Zwar die Lösung selbst ist angegeben aber nicht der Weg 
zu ihr, da er sich gar zu weit von den Elementen entfernt. Es sei 
nur angedeutet, daß er zu einer Verknüpfung führt, welche bei allen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung möglich ist, nämlich 
zu einer Verknüpfung mit einem simultanen System nicht partieller, 
sondern totaler Differentialgleichungen. Aber mit welchem System 
und welcher Art‘ die Verknüpfung ist, das gehört in ein Lehrbuch 
über partielle Differentialgleichungen. 

B) Steigt man von partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung auf zu solchen höherer Ordnung oder gar zu simultanen Systemen 
partieller Differentialgleichungen, so werden die Schwierigkeiten für 
eine durchgreifende mathematische Behandlung selbstverständlich noch 
sehr gesteigert. Zwar existiert eine große, große Fülle von vorzüg- 
lichen Einzelforschungen auf diesem schwer zugänglichen Gebiet, dem 
höchsten, welches die Differential- und Integralrechnung kennt, aber- 
zu einer befriedigenden ganz allgemeinen Theorie haben sie nicht (oder 
vielleicht noch nicht) geführt. Sie haben aber durch die außer- 
ordentlich große Mannigfaltigkeit der Integrationsmethoden, welche 
bald hier, bald dort anwendbar sind, grelle Schlaglichter auf das. 
Problem geworfen, auf seinen inneren Reichtum und seine umfassende- 
Bedeutung. 

C) Das wirklich sehr, sehr Wenige, was dieser letzte Paragraph 
über die partiellen Differentialgleichungen gebracht hat, läßt nicht 
entfernt erkennen, was alles die reine Analysis, die Geometrie, die- 
Mechanik und die Naturwissenschaften von diesen mathematischen 
Gebilden haben. Man muß schon große Gesichtspunkte wählen und 
tiefere Studien treiben, um hierüber ein klares Urteil zu erhalten. 
Dann wird man z. B. erkennen, wie die Variationsrechnung oder wie 
weit ausschauende Aufgaben der Geometrie oder wie hydrodynamische 
Probleme mit Notwendigkeit zu partiellen Differentialgleichungen 
führen müssen, als der kürzesten und sachlichsten Form, in welcher- 
der Mathematiker solche Untersuchungen führen kann. 


Übungen zu $ 42. 
1) Die partielle Differentialgleichung: 
a LE Rh 
soll durch die Substitution: 
= eat) u 


umgeformt, die Konstante k darauf zweckmäßig bestimmt und alsdann. 
die Lösung ermittelt werden. 
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2) Entsprechend ist mit der partiellen Differentialgleichung 


2+a,,+55,—0 
zu verfahren. 

3) Es ist die partielle Differentialgleichung erster Ordnung für 
die Gleichungen aller Kugeln zu ermitteln, welche die z2-Achse in den 
Abständen 1 vom Anfangspunkt schneiden, wobei vorausgesetzt 
wird, daß 2 explizite durch x und y ausgedrückt ist. 

4) Nachweis, daß der in (3) genannten partiellen Differential- 
gleichung unter anderen auch die Fläche mit der Gleichung: 


z=V1 22 yP + Var y 


genügt. 


ANHANG 
LÖSUNGEN DER ÜBUNGSAUFGABEN 


Tr u xbs 
Ar Ya 

a A 
"#005 A 


gi? 


u 


1. Man setze rechts für a,, d,, Ca, d, ihre Ausdrücke ein und wende 


[204] an, So heben sich die von 2 Dab herrührenden Glieder auf. Die 
anderen entstehen aber auch durch Multiplikation auf der linken Seite. 


2. (In der Aufgabe lies m=1 statt p=1.) Es sei also zunächst, wenn 
» — 1 statt p gesetzt wird: 


/(m+n (m n m n m n m n 

Be der le ee 
Beide Seiten mit = [m +n — (p — 1)]:p multipliziert. Links entsteht 
%) nach 4y in [17]. Rechts zerlege man diesen Faktor x der Reihe 


nach in: 


re a en  UAUNEE te Dee AR er dee (rue 
p Fa le p ie De p % p 


und man erhält dann nach derselben Formel 4, in [17]: 
VE ra N] 
le, al) 


usw. Die Addition ergibt also: 


NEIN 


die Ausdrücke in allen eckigen Klammern = 1. 

3. Von irgendwelchen p aufeinander folgenden Zahlen sind entweder 
ebensoviel oder eine a durch eine beliebige ganze Zu k teilbar, als die 
p Zahlen 1, 2, 

4. Schluß x vonn—1aufn. Es sei also: 


a ta, ta, _ Aelrer: = 
ra 


n—]1l 


x a Wunder ey 


n—1)x-+a, NT RZ 
mn Eye 
Ferner sei eingeführt: tea, 


(also > z) und a, = y’u” gesetzt, so: 
, ‚n—1-+ u" 
EN u Eee 
‚rfn—ı+w ‚ww! Hu"? a bein) 
e-y=y| a zes —ul=y =: 
n N 
397 
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Ist «> 1, so sind beide Faktoren im Zähler ‘positiv. Ist w«<{1, so 
sind beide negativ. Also 2>y und erstrecht &>y. (Nur wenn die «a 
sämtlich gleich sind, ist = y = a.) 


’ s = 
1. S= I(2n +1) = 8 In +12 In +6 In +1 dm. 
Die Grenzen für n sind O und 49, daher nach [27]: 
S = 12005000 + 485100 + 7350 + 50 = 12497500. 


Andere Re Es ist: 
100 100 


= Im - Dem > 2 > — (5050)? — 8 (1275)? 


— 25502500 — 13005000 = 12497500. 


(n — 3) n — 2)(n — Inn +1) 


(Am schnellsten bewiesen durch Schluß von n» auf n + 1.) 


A > 1 2 3 
3. Erste Differenzreihe: (% 2 ") 0: a) R en) er 


4 


: s x i 2 3 
Zweite Differenzreihe: SE R) or Bu " 28: 
usw. [17 11]. 
EYES 2 
4. Een x + y" — ıy. 


(Soll auch gelten für = y= 0.) Nach doppelter Summation: 


> De= > Dear - Dr De = a + ı)- Prager 
PPIEDDPILEDI DIENTE en 
D Day = De D>y=- a ar 


Be KU, [m(2m +1) +2n(2n +1) — 3mn]. 


S 3. 
ıK A=ay +%p0 For + 5 
B=2[0, +8 +8 4 8% + 28, + %8ı]; 
C=-6n ty tm tu) D=24 B=0,, RO, 
2. Man leite die Formel ab: 
B,,2,3(23 zw %,) iR Bo,1,2(%a B- %o) 


B= 
(ü — 2) 4 (& — %,) 
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%s — %&,) und (x, — x,) haben nach Voraussetzung gleiche Vorzeichen. Also 
( 3 ı) 2 N) 88 
ist nach [11 4] der Satz bewiesen. 


® 
3. A SE werte 5 B = DEE = 9,+9 = Z Ber . 
AERADUNRAN ar VER 
2 2 2 
— 3gin #0 a = ER 
dm PERLE EH ni BIENEN BER 
2 008 20 7 = ER » CO8 An Pr. cos Re - C08 ne a: cos 7? = = 
1! r 1 
4. ers a ie =): 
LUX \%o 5 x) % Er u ei 
3! 1 
ar & ne x, a %, a 2 


|Induktion liegt auf der Hand]. 
N | 2! FEAR 
5. az 2 Yerdy SL ty) Yı + Y)Yy + Yo)’ 


sy try rt %) 
+ IAICH +) tan +y)yı + y)Y + Yo) 


s 4, 
1 a Le a eo LER N 


; : (Lg — El — %) __ Ws = Yo) Ya — Yı) 
( 1357 “ ee a (Lg — Co) — %) .% (Ya — Yo)(Ys — Yı) 
also invarlante 5 


3. bD-.c=-0o, rco=- —- beb=—.c 


s 5. 
1. 4,769004; 2. 2149 22’ 34,0”. 


3. Setze zur Abkürzung: cosp = x, sing = y, so: 


sin2p = 2xy, 0s29 =? — 

sindp = 31’y — y’, ‚cos 3p — a? — Iuy?, 

sind4p = 4a’y — 4x, -  les4ig = — by? +y, 

sin5p = Baty — 10a°’y? +, cos5gp = a’ — 10xy? + Bayf, 

sin 69 = ba°y — 202°’y? + bay. cos (= a — 15 +15 yY°. 


Augenscheinlich Binomialkoeffizienten! Vgl. (5) und (6) in [233]. 


E 
Setze ferner zur Abkürzung tgp = 2, oteg = u — zZ, 50: 
22 | u"—1 
g29 = 1.5: RT EEE 
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52 — 4° u°- — 3u 
WIDE cotg3p = 2 
42 — 42° UN BU 
u ns 168220 a 4u’— Au 
52 — 102°?+2° u? — 10u’+5u 
IK rar p eier een 
62 — 202° + 62° Be ee! 
I 0 Te ern 
4. + 0,36043;5 — 1,27934; + 2,36689; + 0,68080. 
Ss 6. 
Beenkk: 
1. Ya 
2. Entweder: ı =—3ı7+3 Ende y-=—}xc+2. 
3. x = a c0S A %2z, y=asinzYecos 22. 
t t 
4. ltd, ya gt 2d ge 
Si. 
1. Sin (u + v) = Einu Kofo + Kofu Sinv 


([65 3]). Setze: 


Snu=s, Smw=y Bfu=Vır+1, 
umgekehrt: 


Kofr=Yy+1; 
vw= U (En=er),; v-U(Sin=y), 
a ea. gen) 
Ur (Sin = 2) + Ar (Sin = y) = u (Sin=-ayYy? +1 +yVa+1) 
Oder auf die zweite Art (Umformungen beachten!): | 
Ar (Sin= a) + U(Ein=y)=lna+YeR+1)+nly+YP +1) 
— In(ay+aYP 1 +yVY®+ı+Ve+ıyy% +1) 
-InlaVr Hits VarHı + V@@+1)@ +1) taty?+22yViteyıree] 
-mleyp +1 + Var+1 + Veyr +i+aVe ++) 
— U (Ein=zyy? +1+yVe +1). 


Entsprechend für die anderen. 


Das Formelsystem lautet: 


Ar (Sin = x) + U (Sin = y) 
Ar (Rof = X) + Ar (of = y) 


- (Sina Vi + it Vetn) 
- U (of ya Var yRnı) 


Lösungen der Übungsaufgaben. 


AUr(Tg = x) + Ar (Tg < y) = Ur (Xa u ee), 
Ar (Kotg = x) + Ar (Rotg = y) = Ur (Rotg — Er), 


Vgl. mit [54 3]. 


au 
Sin2x = 
Sind = 
Sin4x = 
Sindr = 
Sin6x = 
Tg2r = 
0 30. — 
gie = 
Sgde = 


Tgbr — 


etze Koi =u, Sne=v Tge=w, Wolgz= 4, so: 
2uv, 'Rof2z = u? + v 
3uv + v, Koi 3x = u? + 3uv?, 
4u?v + Luv?, 'Kof4ax = ut + 6u?v? + vi, 
Butv + 10u?v? + v°, 'Rofdx = u’ + 10u?v? + 5uvf, 
Budo + 20ur? + 6ur?, |Roj6r =u+ 15utv? + 15urvt + 0, 
2w ?? 1 
I1fw Re 
3w + w? | "+ 3t 
1-+3w?’ Rot 3 
4w + 4w? ws +6’ —+1 
IL 6wi Laie Kolg dr = eg 
Bw + 10w? + w? it? 4 101° 50 
2 2 Zu #3 Kotg =; + => 49 
1+10w+5w 5t?+10° +1 
bw +20w-6w ee ee a a a 
1 15w £ 15w Lu‘ II 20 Lt 


(Absoluten Werte der Koeffizienten wie in Übung 3, $ 5; doch hier alle Vor- 
zeichen positiv, dort abwechselnd positiv und negativ.) 


3. 
4. 


Die 


2. 


3. 


= 293939. + 0,57431. 
+ 5,3480; + 5,4407; + 0,98295; + 1,01735. 


SS. 

y=—- 5a -2)@-3)a -T)+zae+V)@-3)@— 7) 

-3@+YdR-)Ra-D+zae+V)@-2)@-3); 
y=-543,@+1)- 3a +V)@-2)-5 ee +)@-2)@ 3), 
yart+iı ti? — I. 
verlangten Zwischewerte: 

Ei FR es 5 vi 

4 cos’ — 3 cosx = cos3x; 
— 4.08% + 3.0080 — cos (m — 3x) = sin (30 — 5), 
y-32— I + 2hn; oder y-n— 304 2kao. 


1=4,, +@b ta; 9=baa, + bed, + b;cı 


Anhang. 


usw. Neun Formeln. Vier völlig getrennte Lösungssysteme, nämlich: 


eo) X=1, Y=y, Z=2. 
PP XZ=est+thu Y=y+ku, = 2 + ku. 
y)) X=—-aı- kw I=-y— ku Z=—8— ku. 
6) Lem, Y=—y, Z=—2. 
Abkürzung: u= A,@ + Agy + As2, 
Bedingung: k,A, + k,A, + kA, = — 2. 


4. Vorausgesetzt wird, daß f(x) nach steigenden oder fallenden Po- 
tenzen von x geordnet sei. Schluß von n auf a» —+ 1. Multipliziere mit 
x + |a|, so im Produkt mindestens eine Zeichenfolge mehr. Multipliziere 
mit © — a , so im Produkt mindestens ein Zeichenwechsel mehr. 


5. Folgt aus den beiden zu 4. angegebenen Hilfssätzen. 


89. 
s? 


er Var Ne 

ah ae=1—-Vi-: Te 

Im zweiten Bruch ist der Nenner endlich, der Zähler vom zweiten Grade 
unendlich klein. [Dem entspricht, daß die exzentrische Stellung des Zentral- 
körpers schon vor über 2000 Jahren von Hipparch, dagegen die Abplattung 
der Planetenbahnen erst vor noch nicht 300 Jahren von Kepler nachgewiesen 
worden ist.) 


2. Aus IX in [51] folgt |e— sine|<x-|1 — cos&z|. Der erste 
Faktor ist von der ersten, der zweite von der zweiten Ordnung unendlich 
klein. 


a nl N, 
3. == Bene Br ee X 
-Va-1- rn Vo), 
daher: 


ver 
a a 


1| | In—1| 
|; oder: ke ZI <SRee ae 


je nachdem a Z 1, also auch 2 Z 1. Man setze nämlich im Nenner statt 
jedes der n Summanden einmal 1, das andere Mal 2” = a. 


u RE 2 2 2 
PR Re van. 2 ale 
re BSD Vor Be 
* 
2p(p + Yp’—2°)” 
In dem letzten Bruch ist der Nenner endlich, der Zähler von der vierten 
Ordnung unendlich klein. Vgl. erstes Beispiel in [159]. 
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$ 10. 


z=n 
vgl. [27]. Der gesuchte limes ist also =1:(p-+1). 
2. Es sei a, >b,. Man erhält leicht: 
a VS Da a DB Br lie 


Obgleich also die a ab-, die b zunehmen, ist doch (für jedes ») a, > b,- 
Da sie positiv sind, so folgt zunächst, daß lima, und lim, wirklich exi- 
stieren. Ferner wird: 


—, - VaV Va-VWaıv), <uh, 
ebenso: 
a —b en) 
a b<-T—, <A, 
och, 
lima, = lim b,. 
(n=») (n=») 
3. It a=2, soaucha,=%,=4q::'—2, also lima, = 2. Ist a 
beliebig (aber positiv), so wird: 
Fre a— 2 a— 2 
a4 —2=Va 2 —3—= - 2 it 
1 V + 2 re ya a 2 TE < 2 ’ 
ebenso: 
a—2 
25 Ua rigg ; 
also auch lima, = 2. 
: 1 sin -—- 
sın 2x Ai sın 5 3 
Eee re er GR ee 
sın& 2 70 4 
2 sın — 2 — 


Der Ausdruck kann daher umgeformt werden in: 


© 
I Er ER 
N NE ET 
sın e sın (+) 
Sein limes ist daher = a ‚vgl. [8853]. 
s 11. 


1. Die Glieder von s, und s, haben keinen limes, als ist die Gleichung 
lim «, = 0 umso weniger richtig. Nur wenn & ein Vielfaches von ist, 
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erhält man cos ne —= + 1, sin ne = 0 für jedes n. Also für s, auch Diver- 
genz, für s, Konvergenz; s, = 0. | 

2. Multipliziere mit 2 sin — und wende rechts auf jedes Glied die 
Formel an: 
2 cosasinß=— sin(e—Pß)+sin(e +P); 

es wird: = 

25, in ——sin- + sin > (1 -5)+ingelg -5)+ 


Nach Entfernung des ersten Gliedes wird die Reihe 


A-9d+G-9+4-9 


eine Majorante. Da diese konvergiert, so auch die erstere, also auch s, selbst 


Auszunehmen wäre der Fall, daß sin Z — (0 ist, also = + 2kn; cos & 
— 008 27 = 008 37.» 


-—= 1. Entsprechend für s,. 

3. 1+3+3+--- 
ist eine Minorante, wenn k <’ 1; sie divergiert, also auch s. Ist k > 1, so 
betrachte man die Majorante: 


1 1 1 1 1 
ee a a ea Saar ar 
oder nach Zusammenfassung von 1, 2, 4, 8... Gliedern 


, } 1 a 1:3 
S -1+ tt lee). 


Sie ist eine konvergente geometrische Reihe, also konvergiert s erst recht. 
& 1 x 2 x 3 

a 
folglich ist 


ee ne. 


Sie divergiert [92,], also auch s. [Für > 1 kon- 
vergiert die Reihe und zwar gegen — 1 für jeden Wert von x; für —=1 


eine Minorante von Ss, 


konvergiert sie gegen 0). 


g 12. 
1. Setze 


n— 1\r +1 nm \M 
4, = ( —) ’ also Ar A (- ) ’ 
so wird: 


An _ et Re! 


1\r 1 
"6-27 6+4) 
Au netri.y® ( N? Sp 
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Der zweite Faktor ist < (1 + =)» wie der binome Lehrsatz zeigt. Also 


An 1\r 
A = (1 — = ‚ also erst recht: Fer ZUR AR TATEN 
Ferner lim A, = lim (1 + )" - Jim (1 +) en re. 
in pt pt 
2. K=lim 0: (1 +) — Clim (1 + .) 0 - Cet00, 
N=X 1100 = 

3. Der Ausdruck kann umgeformt werden in: 

A K \en+ß i a b k \en+ß 
Itsta +) litten +) 


B K 
A+—+ + 

Der limes des Zählers ist a % n® -) — ei® für n=oo. Ent- 

sprechend der limes des Nenners. Also der gesuchte Grenzwert = e*4-9, 


4. Die Vergleichung ist nicht leicht. Man forme etwa um wie folgt: 
An Er ENG 2 
An-ı An+ı zu an) ea) 
anti 2 
> tan) 
oder, nochmals umgeformt: 


RES 1 & 
A ae et en: d.h. vuhe a A 


$ 13. 
I 7Rumy— 2 ist 
= (Jar tan + (Far lan)’ +, 


also von der ersten Ordnung in bezug auf d«. 
Für y= sinx und y = cos & ist 


„AXx 
sindx Ä en 
ee — cos (1 — )- 2 sin® —y. 
und 
„dx 
sin 
= sin® (1- = iu Zi 0080 2 Fe: 
< dx dx 


Das erste Glied ist von der zweiten, das zweite von der ersten Ordnung in 


bezug auf dx. 
Für y — ist 


-e(gtart) 


also von der ersten Ordnung. 
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2. 

3% rem getmM—tgx „ sSin(@-+h cosw— cos (@ + h)sinz 
Ve en h zu h-cosx cos (& + h) 

en: sin h te { | 

ee) osx cos(@ Ih) cos®m 
ein eotg (+ h)— cotg m a 208 (2 +h) Sin 2 sin (©-h) cos& 

(h=0) h hsinzsnc-+h 
en i me 


ne ner 
h „-osinzsin(@ + h) sin? 


h 
In@+M) —Inx BEER . er) 


y=In«k; y = lim lım 
Y ıY =) N j 
5 2 2 
— = lim a —E Se für 2=In (1 + =) 
@=0) x lim =: 
6% 4 % 1 
2 2 & 
zlim (143745; ) 
en MUS 
AN , x h— : ; SE 
BE, ae VER ee: a n 
(h=0) h En 


y=arc(in=%; y=lim N 
| oo 


Setze hier arc 


(füra=Yr+h, b=Vo)- —. — 


N: ven 


h 
(in—-2)=y, ar(sin=s+hl=yIk sem, 


x-+-h=sin(y-+ k), so wird: 


y = lim 


y+k-y 1 Be. 
aoyth—siny „,, uwth—esiny coy yız 
(k=0) k 
Ss 14. 


la. «) 


x + 22y +3 — 102 — 4y—11=0 


p=20 72y—1l10, gqg=22. 7464-4, v2, se2, 5 


8) ee Ra Y TI ITE TIER 
q 202 +6y— 4 = +3y— 2 
„ rg? — 2sqp +tp? 
ee 
220 +6y—4)?— 420 +6y—4)(2%-+2y—10)+6(20 + 2y—10)° 
22 +6y— 4)’ 
_ 20° +40y+ 6y? — 202 — 8y+ 59 81 


ray ey 
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1b. «) v-,(2-2+Y37. + 260 — 222) 


ee ES BE ) 


V37 + 262 — 22? 


SER, .(— 2) — (13 — 28): ee 
» ne Be ER V37 + 262 — 2: 
3 VEIT LE — 20 
id — 81 
 V3T 6308 
lc. y=— 3 -+1(& — 2). Setzt man in die gegebene Gleichung ein, 


so stellt sich links der Faktor x — 2 heraus, der (als im allgemeinen nicht 
verschwindend) fortgelassen werden kann. Es folgt dann: 
32% — 2) +21 —- 11) + (2 —- 14)=0; 
hieraus: 
0) 62? 4222 +14 94262 — 3 


VERS u ENT 


und durch Differentiation nach A 


a ee Ay 36% +12 
ea ram a1 Gear 
| RE ER 6.R 12 
P) a Eye 
RE dy, _ 1882 42241) 
ga ar. OP LIE) 
EN Y ER SL en): 
y) ee a en year 


[Die allgemeine Probe kann so erfolgen. Man setze in 1b) für die Wurzel 
zurück & + 34 — 2, so ergibt sich für y’ und y” die Identität mit den Werten 
in 1a). Setzt man aber in letztere statt x und y die Parameterausdrücke 
a) aus lc) ein, so ergibt sich ß) undy) mie). Fra = +2, y=—3 
ist zunächst die gegebene Gleichung erfüllt. Ferner wird «) in 1b) erfüllt, 
wenn die Wurzel negativ, also = — 9 genommen wird. Um das zugehörige 
4 zu ermitteln, darf die ursprüngliche Formel A=(y-+ 3): (x — 2) nicht 
benutzt werden, da sie 0:0 ergibt. Setzt man aber = + 23, y=—3in 
a) aus lc) ein, so ergeben sich zwei quadratische Gleichungen für A, welche 
nur die eine gemeinsame Wurzel A = — # haben (außerdem = x, ?1—0). 
Hiernach folgt dann aus ) und y) sowohl in 1a) als auch in 1b) als auch 
in 1c) völlig übereinstimmend: 


= En, 3, ji — ur 3. 
g 15. 
29 3+122 43%? 
1-6. (3 — 4x)?’ (6 er 7% aan Zul + 1 — Tel 7 2°, 


Zijal3 Ima 
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6 
7-11. cotg2, —tgr, @(coss+ sine), (se —sina), Auge” 
x° 1 202 1 
nee 
2 2 1 
16-20. + 1 sen — 13 


er ee 
21-24. AY4a? + 122 -+ 97, 4V97 + 122 — AR}, 
a3 IE 176 SL NE ER 23232 Re 
V4x?+122 +97 Van +1204 97° 
25—28. ıtcos®’x, «(1 + ine), cos(@)e"(1 + ine), | 


BES sin & 
Kr (cos in + m ") . 


ab 1 e+pr REN > a 
29 733. a dene van Ve—ı va—i 
1 4 Ä 
34—39. een (« + arc (tg =) , — sing, 
: 6 3 3 
7 @2+3)(42 + 3)’ = 54122 +9a° 
203 er a 
a+bx+ce’ 1+a)y3+4x-+5x? 
1— ka? I ER: 12 
1+ka? ya—-zdı— ha)” Vi—a: 
4 2 1+1tg?(In«) 
44—50. — 1 l, a : 
? 23 “ V4x? + 12x + 27 sin 2x’ % 
1 1 


ve+i' 6 —10cosw 
Es ließen sich noch manche lehrreiche Betrachtungen anknüpfen, z. B. 


wie es a priori zu erklären sei, daß in Nr. 30 dieselbe Ableitung heraus- 


kommt, als wenn man arc (tg = x) unmittelbar differentiiert hätte? Man 
blicke auf |54,] usw. 


S 16. 
l.a)y=—-50+41xr, b) y= — 255 + 45lx — 205°. 
2. Bis auf 8 Stellen hinter dem Komma. 
3. Ra re 


1) In Nr. 33 lies a? +1 statt a? — 1. 
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817, 


1: y—-(25 —2Y3) + (4V3 — 28)x + 728. 
2. Von der dritten Ordnung. 

(da) 
rs 12 
Umlaufssinn von P(x, y) auf der Sehne zu P, (x + dx, y + dy) und dann auf 


RAR R R de 
dem Bogen von P, zu P zurück. Man berechne die Ordinate zu x-+ nr 


Fläche = — 


„ 
Y. 


darauf das Dreieck und dann das Segment nach Archimedes [91]. 

3. Länge der Sehne = s, Länge des Bogens = /, so: 
RR 
aa y) mr: 

o ist der Krümmungsradius. ($ 21). Zur Ableitung am besten Integral- 
formeln. Doch kann man sie umgehen, wenn der Bogen durch einen Polygon- 
zug ersetzt wird, etwa durch Teilung von dx in n gleiche Teile. Dann wäre 
limn = © zu setzen unter Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung. 
Nach richtiger (aber nicht müheloser) Ausführung dieser Limesrechnung er- 
gibt sich die Formel, welche übrigens auch sehr einfach ableitbar ist, wenn 
der Bogen als Kreisbogen mit Radius go betrachtet wird. Der Zenriwinkel 


L—s 


sei p, sos—=2osin = = 09, daher 


: 9 
2) Er 
Drshe 1 7 rs 


53 Fer p 3 
(sin $) 


Nun ist: 
p — 2sin 2 i er r 
lim — =, [188], also lim —- = .—- 
(9=0) (sin r) 3 s 240° 


2 


4.2 =rcosp=uacospVcos2gp, y=-rsinpg=asing-Yeos 2p. 
Man betrachte p als Parameter. Es folgt [125] nach Ausführung: 


yY=tgr=—cotg39; = 90° +39 
und hieraus die einfache Konstruktion in |182], fünftes Beispiel. 
5. ee asın De? 
; | 
Bat 
‚ cosp-+ ksing k y 
Ba EN N ee Rx 3 =p+ar(tg-z)- 


1 


Der Winkel v=r— op ist konstant [170]. Die Tangente bildet mit r 
einen konstanten Winkel. 
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$ 18. 
1. y= — 1280 + 3526x — 32802? + 1025x° 
y= — 6405 + 240262 — 34030x + 215252? — 5125 x%. 


2. Die Aufgabe führt zwar zu vier Gieichungen für a, b, c, d, welche 
aber nur die gänzlich unbrauchbare Lösung «= 0,db=0,c=0,d=0 
haben. Man darf also keine Berührung dritter Ordnung verlangen, sondern 
muß sich mit der zweiten Ordnung bescheiden. Für eine solche ergibt sich: 


1722 — 900 
25x — 171 


3. 1 (a + A)nar! + Bun ar? +-- ) 
I. sin («+») G — (d) nn - Nar-? 
+) -Da-2) a Nat...) 
Luft 3) (in 
= B)n(n — 1) a: 
II. cos («+ 2) G — ($) nn — Mar? 
+ (ea -Da-2)a-Bart—-.) 
2, (a u SIG |nar-i Eh WEG 1)n- 2) +.. 3% 
Tr. eat): 
Ta. sin (@ + pP 5) (rl) - HIAOE UN LARGE SE ) 
cos (© +9 eoRle, )-()r@) + ). 
la. cos(« Ben f(@) — HIRCESNLKOESZES 
+ tr Wr): 


Anwendung von |154.]. 
4. Drei Lösungssysteme A), B), C) 


a:b:ce:d=172:-—- 900:25:— 171; y= 


1 %, 


A) RN ar v9 P7y5, 
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11 & 26 + V280 
B) Ber: ee else et 
19 &  24-+y63 
U u a EREETTgT 
s 19. 


1. d’z — [pd?x + gd?y) + 3[rdad’x + s(dad’y + dyd?x) +tdyd?y] 
+ [x(da)®+ 3B(da)?dy + 3ydr(dy)? + 8(ay)?] 
d’z = [pd!x + gd*y] 
+ [r(Adad?’x + 3(d?o)?) + s(Aldad’y + dya’z) + 6d’xd?y) 
+ t(4dyd’y + 3(d’y)?)] 
+ 6le(da)’a’z + Bl(dm’d?y + 2dadyd’x) | 
+ y((dy)’d’x + 2dydad’y) + d(dy)’a?y] 
+ [A(da)* + A B(de)’dy + 6C (da)? (dy)? 
| + 4Ddx(dy)’ + E(dy)t]. 
m 1 . nn r ’ 2 
2.4" = - [36 ti dy” +a + By" + 3yy°? + 309°] 
a ee 1 BD Fi iy)y ge 3uy) me 6(Pß + 2yY + en . 
ee LAHAByY + 6Cy?+ADy> + Bye 
3. Sehr umfangreiche Differentiationen. Man erhält zunächst nach 
[172]: 
U 0,0 OU 00 RU DR 
Bo a Tom Same tr Pan tr oo: 
OU U 0.2 
U ErYT er rrauaerrr 
oU oU oU 
Ban rt Ce 
Hier sind A, B,C,... Abkürzungen für die Ausdrücke: 
_(Br\:, (üm® (On? | _dwde ,2w2o , 2wd 
ee NEE: BO ER OT 
ö°’r 0?r o°?r 
Ta top: Fon: 
usw. Für r, o, d sind hier bei der Bildung der Ableitungen die Formeln 
b) zu nehmen. Man erhält (umsichtig rechnen!): 


1 1 
A=T, Deasrzı ee A=B=-(4,=0, 
2 tg d 
A, Zu B,=0, 9 Fee 


und daher zuletzt: 
U U 20 U Best al 300 tesdl 


Gast yet 0 tree noir dr 708 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 40 
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$ 20. 
1. Länge der Seite =a+b. Wird im Berührungspunkt so geteilt, 
daß Strecke bis zur kleinen Achse = a, bis zur großen Achse =b. 
2. Beide Aufgaben geben denselben Kegel mit der Höhe h—= #r. 


3. a)h=4Ar; b)A=r(2 +V2). 
4. Bedingung: 
ae +by+cz2=2J = 2 Dreieck. 
Es folgt: 
EIER RR Di 
a) re 


b) a=by= a= = (Schwerpunkt). 


ec) Erstens Schwerpunkt. Maximum. Zweitens Ecken selbst. Minimum. 


El 
en 
5. Höhe = Durchmesser. 


d ey=2= AT, (Mittelpunkt des Inkreises). 


Re : N 40 Kilometer 
6. Günstigste Windstärke = ge ' 


7. Schlau müßte setzen 10000 V 30 — 2000 = 52772 Mk. Der größte 
au 10000 Y30 


Reingewinn — 250000 + 3 = 232066. 
s 21. 
1 a)g=32R—aoay, g=e3yP —ar, r=br, sa, tz 
Fe: 2 DIR »\2 
= JE V(3% ay) + (8Y A&) [18104 


— 62.189? — aa)? + 2a(dy?”— ax) 32° —ay) + 6y(32°— ay)? 
‚_..@c08psingp } 
u cos’p-+sin’p’ 
cos®p + 2 cos? p sin? pP — 2 cos? gYsin®p — sin’ 
el 3 BI TERN: 5 
(cos®p + sin?) 

wa 5 cos p sin g — 12 cos? p sin?p — 9 cos’ psin’p — 2 cos’psin'gp 

3 (cos®p + sin?’ p)? 
Diese Werte wären in [181,,| einzusetzen. 


Für den Scheitel st = y= -. ‚cesp=sing= VD; Dies gibt 


in a) 


vor@" _. 


a a? a 


: 
| 
h 
{ 
j 
} 
i 
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Und in b) 
a r „ j: 
y3 y? r U Fr 
a ech 


2. Fig. 25 in [64] 


x , ’ X: 
y-htbji-, y— Sin, N a ee 
y? 
ne 


Das Lot OR auf die Tangente ist also konstant = h. Konstruktion der 
Tangente und Normale hiermit angezeigt. Ferner 


1+y?-14+ Em - Ro — ter=y=-6Einl 


Andererseits ist PU = = —-, also e—= PU. Man verlängere die Nor- 
cosT h 


male UP über P um sich selbst, so ist M der Krümmungsmittelpunkt. 


3. nn 2 3 % +4 TE x 
4. Zwei reelle Wendepunkte P(0, +1), P . — A Die Rechnung 
ergibt noch sechs imaginäre Wendepunkte (ai —=—— 4,9%? —=—3). Außer- 


dem ist noch einer unendlichfern, also im ganzen neun. 


$ 22. 
0,86034 = are 49017,61’ 
Ar Be — arc 196016,41° 
2. Man forme um in: 


1-2 m1)]+[;— In3—1m2)]+ 


2 


en ee 1)|- 


Nach [134,] ist Ink -—n(k— 1) = Er ea (0<s<1), daher die Reihe 


1 1 1 T 1 1 1 
Veen n en) 
Von ihr ist die Reihe 1 —-3)+(—3)+(3— 4%): eine Majo- 
rante. Da sie konvergiert, so der Ausdruck in 


2.92 Ina—1 
EEE 4, N 5. a(na—1). 


"aß — Bi Inc —Ine 


40* 


628 en 


1. —-y+1=0, x —- 2y+3=0. 


2. Man transformiere auf den Doppelpunkt, also 8= 2 —2,n=y-+3. 
Dann muß die Gleichung von der Form werden [196] 


Btam+iım—0. 


Für 7 = 0 ergibt [195,,: 7 = — er - — - Andererseits ist nach 
[180,|n""= + x: Es muß das + Zeichen genommen werden (Krümmung 
um + n Achse), also A= — 12. Für den anderen Zweig ist [19510] un- 
brauchbar (©© : ©). Man betrachte daher & als Funktion von n. Dann folgt 
ee, = — — ee andererseits &’—= + = —=+ = Diesmal das 
— Zeichen. Daher A 

2a 1 h 
ee 
also: 
83-27 — 12£n=0, 
oder 
(&— 2°: 2(4,+3)° 12 2) 3) 0 
d. h.: 


3 — 2 — 68° — 12xy — 18? — 242 — 30y+10 =0. 


3. Doppelpunkt zum Anfangspunkt gemacht, so müssen die Konstante 
und die Glieder ersten Grades fehlen. Daher a +bıy te =. 
Die linke Seite zerfällt in zwei Faktoren ersten Grades. 


4. Augenscheinlich nur zwei Parallele zur x-Achse. Ihr Abstand von 
der x-Achse ist 


y-+ZV2. 
B. 9 =3, ge Ssyahıı ebene 
also nach 3a) in [127]: 
6:3? +1) +6y9ıt—=0 
und unter Berücksichtigung der gegebenen Gleichung entweder «= 0 (und 
y=0) oder: 
18? +6=0, 9-+V3; 
also drei reelle Wendepunkte 


V 1 
l.2:=0,y=0, an. 732 


v3’ 
vW Zu 


Sie liegen auf einer Geraden. (Wie ganz allgemein bei jeder Kurve dritter 


Ordnung die Verbindungslinie zweier Wendepunkte die Kurve noch in einem 
dritten Wendepunkt trifft.) 
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Ss 24. 


1. Krümmungskreis: 
TED 
also [182] zweites Beispiel 


+) +(7-»-5)-#(i+)- 


Hier steht & für A in [199]. Verfährt man wie dort vorgeschrieben, so er- 
gibt sich (nach recht langen Rechnungen), 


(r-5)=0 


d. h. die Parabel selbst, aber doppelt! (Weshalb doppelt?) 
2. Schenkel seien x und y-Achse. Die gegebene Summe = s 


a ee a rg »+q4=s 
und Endgleichung 
a —2ayt —2rs— 2y+=0 
(Parabel, welche die Achsen berührt). 
3. Umfang = 2s; er a 1-0; 


p+a+VP®? +9 -—2pqcoso=2s, 
d.h. 


ga +py—pgq=0, pal-+coso)—2ps—2gas+2°=0. 
Das Ergebnis ist die Endgleichung: 
+ y? + 2aycosw—2xs -2y+?=0. 
(Kreis in schiefwinkligen Koordinaten. Er berührt die x-Achse und y-Achse.) 
4. Gegebener Kreis: Radius = r, seine Ebene xy-Ebene, sein Mittel- 
punkt Ursprung 0, fester Punkt auf x-Achse im Abstand a von 0. Det COS @, 
r sing) ein beliebiger Punkt des Kreises. So Kugelschar: 
ty? +2? FE N N en ee 
Einhüllende: 
—- +? +) Ara - a? +y)=0. 
5. Gegebener Radius = r, Mittelpunkt sei Ursprung, fester Punkt 
(a, 0,0). P(x, y, 2) beliebiger Punkt auf der gegebenen Kugel. So 
Kugelschar: 
X? + Piz — 2X — a) —-2yY— 2:Z=0 
nebst der Bedingung: 


+ypP+.:—r=0. 
Einhüllende: 


Z+r?+2- 0% -41(X- +7? +Z)=0 


$ 25. 
1. Es ist In eos 0 = 0, In (cos — x)= + In cosx, also Ansatz: 
In (eoos&) = an? + Ba + ya + - >; 
differenziert 
—tga=2an +4ßa? +6yR® +; 
andererseits [209 3] 
3 92 5 
ge= +5 +, +AM HB +; 


daher: 
BE a RE, 1 1 A Ai B 
le Bee 10 
1 ( _ x? x“ 68 Ax® ee 
a NRITTIRTEL N ER ORIETE 8 10 ; 
ebenso 
2? * x Ax® Bx!! 
nie) - 3 5 tr 8 ID 


Da die Reihen für tg x und Tg x nur für |x < > konvergieren, so diese 
Reihen auch. 


2. Setze zunächst allgemeiner: f(E) statt sin E, also: E— ef(E)— M 
—= (0. Betrachte E implizite als Funktion von e, (also e statt x, E statt y). 
Man erhält, wenn nach dem Differenzieren e= 0, also E= M gesetzt wird 
(Bezeichnungen: erste Übung $ 19): 


= —-fM,ea=1; r=0,s=--fM,t-0; 
e—-p-I-0,y=-tiM 
AB 07 E00 aD am 


folglich ($ 19, zweite Übung): 
E’=f(M); E'= 2f (M)-f(M), ET = 6f (Mm)? -f{M) + 37° (M)(fam)? 
E”’ = 24 f(M) : (f(M))’ + 36 (fm)? - f(M) - fm) + A(fam)?- f"(M) 
usw. Oder wenn f(M)=z, f(M) =z'... gesetzt wird: 
E=:; E=27.2, E’= 68° + 32”28, 

De DAT Beet der 

Diese Formen lassen sich überraschend vereinfachen in: 
KzoH (A 


(Doch wäre die Induktion noch zu beweisen.) Also nach Maelaurin: 


GE RR an un, 
11% u) a en . 


Im vorliegenden Falle ist 2= f(M) = sin M. Daher, wenn man die 
Potenzen von sin M nach [234] entwickelt und dann differenziert: 
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E=-M+-sinM+% sin2M + 0 (4 


sın 3M — 2 sin m) 


5 5 27 

ie SR: p) wur 
+ e* (3 sın AM „sin 21) +e de sin5M — Er sin5M 
sin a) + (5 sin 6M—,; „sin AM, 2) + 


3. Verschiedene Methoden sind möglich, z. B.: 
V1+32 +2 =-V1-+x:-Vi+ 2x 
BE 1 DAR Es 1 
Vi+sz=(1+e)”=1+ (a) a) are: 
1 2 3 
L 


Vit22=(1+ 2%) See ara 
1 2 3 


und nach Multiplikation in diagonaler Anordnung [100]: 


Vi+3x0 +22 ee at Ende 
1 2 ii 


en 


Das Gesetz für die Bildung der Koeffizienten ist klar. Nach Einsetzen der 


1 
Werte für (r) (?) .. 
1 2 


Vi+3e+2#°=1+3%x set i6® et 256 1054 


Die Reihe für Y1 + x konvergiert nur für |x| <1; die für Vi +2x 
nur für & <$. Also ist die Konvergenz der aufgestellten Reihe nur sicher 
für x, < 5. Daß sie für |x| > $ divergiert, muß allerdings erst bewiesen 
werden, was aber tiefere Untersuchungen erfordern würde. 


$ 26. 
2 + 
Winkel | sinus |  cosinus | tangens 2 | cotangens i 

0° 0,0000000 1,0000000 0,0000000 oo 

| 1° 0,0174524 0,9998477 0,0174551 57,239962 
90 0,0348995 0,9393908 0,0349208 28,636253 

| 3° 0,0523360 0,9936295 0,0524078 19,081137 
4° 0,0697565 0,9975641 0,0699268 14,500666 
5° 0,0871557 0,9961947 0,0874887 11,430052 


632 | Anhang. 
2. In 1 = 0,0000000000 In 6 = 1,7917594692 
In 2 = 0,6931471806 In 7 = 1,9459101491 
In 3 = 1,0986122887 In 8 = 2,0794415417 
In 4 = 1,3862943611 In 9 = 2,1972245773 
In 5 = 1,6094379124 In 10 = 2,3025850930. 
827. 
yiri-yalıtı v3 —1 
oder 
3 397 1 D 
Yıri=-Yi(-;+35); 
oder 
ViI+i= ya(- pe en a 
0 Veen 
Var ville „Veen, 
oder 


yıri = +yal = Var „De VayeB 


2. (@ +0) (2 +) =[(a+ di) (a— bi)] [e + di) (e— ai] 
= [(a +) e+ a] [ee - ai 
— [(ac — bd) +i(be + ad)] [(ac — dd) 
—i(be + ad)] 
— (ac — bd)’ + (be-+ ad); 
oder auch: 
(a? +5?) (+ 4°) = (ac+ ba)’ + (be — ad)?. 


3 a+bi e(cosp+ising) _ e'P 
"a—bi g(cosp—isinyg) .-ip 


4. — etie — e0sa + isin eo. 
2 


V1-22ose+?=yYV1-zed Vi — ze 
- It 1m. (3 ) „im De (3 IE ine 
DU 1m+n (°) (*) ‚ut giim-n)a 


— EP = cos 2p +isin 2. 


a Zu a. ı 
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Vertauscht man m und rn und nimmt das Mittel, so folgt: 


V1—2zcos« +22 - > (— 1)" +?” (?) (?) tr cos (m —n)a 


m N 


oder, anders geschrieben [m tn=p,n=p— m]: 


Vi-2zcs«@-+ 2° 


Be DIET ı Yo mel Be, 


| nn m—=0,1,2,3...p 


“ Setzt man die Werte von (: 


m 
ein und berücksichtigt, daß cos (— p) = 


m 
cos p ist, so folgt: 
Vi -22cse+2=1-zcose— 2?(4 cos 2« — #) 
— 2?(4 cos 3a — 2 cos a) — 2t(, cos da — k cos 2a — 4): 


Die Reihen für Vi — ze”’“ und Y1 — zer'* konvergieren nur, wenn 
der Modul von 2 kleiner als 1 ist. Also konvergiert auch die gefundene 
Reihe nur in diesem Falle. 


828. 
1. Nach zweimaligem Differenzieren, wenn stets sin’g durch 1 — cos? 
ersetzt wird, ergibt sich die Rekursionsformel: 


Akkn -k)A,_,; = —- n—2k+2)(n —2k + 1)A,_2a-n 


und hieraus, da (wie leicht zu zeigen) A, — 2"! ist 


PERL RL, 2 
cos np = 2"! cos" p — 2” Sr cos"? 


ER an — 4 —5 
un Du ) cos" t p— In—T nn r (m: 5) cost 6 p 
— 9n—9 ee 6) NZ N) cos" 3 {09} + oe % 
(n darf gerade und ungerade sein). 


Die Reihe ist so lange fortzusetzen, als die Exponenten von cosg nicht 
negativ werden, also bis A, cos oder bis A,. 


2. Man erhält wie in 1.: 


Akln kB, 4. = - n—-2k+2)n—2k+H1)B, ga-y- 
Diesmal ist B, = + 2”! oder B, = — 2”, je nachdem 5 gerade oder 


ungerade ist. Also 


634 | ER ie 


N 
= ; We nm —3) . 
an m DFB ar tt + a 


rn o+-: | (n darf nur gerade sein). 


3! 
3. Man erhält: 
Akln —- MO, u. = — n—2k +1) m 2h)0, sr 
Es ist (,_, = + 2°7! oder CO, ., = — 2°7', je nachdem ne gerade 


oder ungerade ist; daher: 
n—!i 2 
er ; Nn—2 . 
csnpg=(— 1)? cos p | 2"-1 sin tn — 97-3 S sin"=° 


as a sin®-5 


RN 
mn I et us ) en 5) (n 6} Sina 7 oO — OT; | 
(n darf nur ungerade sein). 


x : Nn— 2 
4. sinnp = sin ar cos®=Ip — 2773 —— co"? 


1! 
1 gm RZ 2: Ta eoun= 8 
_ gn-ı m = ne co” Tp-t.. | 


(n darf gerade und ungerade sein). 


N 
i 5+i i —?2. 
sinnp=(—1)? cosp | 2°? sinn 9 — 9° 3" sin? 


ee er 


_ gn-1 (n — 4) (n — 5) (n — 6) sin? 7 r | 


3! 
(n darf nur gerade sein). 
a1 


sinnp = (—1) ? Marsa sin”p — ne sin? Arc 


en) 
an = = sin? 2.0 


gu nn — Ninn-ag AR | 


(n darf nur ungerade sein). 
5. a) — 4,2486 + 3,0661i; b) 2,25069 — 0,3944 + 2kri; 


c) + 2,6339i + 2kr; d) + 2768655 + — + km; 
e) 0,1438. +(k+ Un; ff) — 0,125651 + kr. 
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$S 29. 
I: ZerRr LY-e= er nee y + iesiny, 

X=ecosy, Y=esiny. 

Den Xetenn)e 
Den Parallelen in der xy Ebene zur y Achse (x = constans) entsprechen in 
der XY Ebene konzentrische Kreise um den Ursprung, Radius = e”. Den 
Parallelen zur x Achse entsprechen die Radien dieser Kreise, Richtungswinkel 
— +9. Die Abbildung der xy Ebene auf die XY Ebene ist eindeutig, aber 
. die umgekehrte Abbildung ist unendlich vieldeutig, da eine Änderung von 
y um + 2kn keine Anderung von Z=X-+1iJY zur wolee hat. Jeder Streifen 


der <£y Ebene zwischen zwei Parallelen zur & Achse im Abstande 2” wird 
einmal auf der X Y Ebene vollständig abgebildet. 


r 


A ee EB 
ey, Teeny, 7, iny, 7, — easy. 
Also sind 3. und 4. in [238] wirklich erfüllt. 
1 3 — 7iYV3 3-+ 713 
3. fd) 44, + a Er = 3 = 
s(@-.- 3) 6(-5+75V3) 


dP fa) 3 — 7iy3 
f?(&) = (da)? a Der G; yptl AG ee je 


3-+ 7iy3 N 
dee, za et Bay 

(—TiY3) (a er DE vr) ae. 
& (a — a + ıyPr! FT 


Der Zähler des zweiten Bruches wird reell, wenn die Potenzen nach dem 
binomischen Lehrsatz entwickelt werden. 


$ 30. 
ıh Va=:; ET SR ee 
ARE" el), (2 —1), 2(e@—1)---'@—1) 


I ir —(g— [+ a a 


1 


= «190 < im[(V ER In a. 
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| a! a—1ı 


2. Le a een ee > 


ir ar) 


% g=n—l 
dx ’ Zi . a—1 1 
— = lim — —— — Jim ——— > 
& gg +1 re gg +ı 
g=V 
et 
1 rn er, n 5 1 
gXgq +1 gg +1 a—1\W  Zyrı 
RE EDEN E ie N 1 | 
ee I a 
[47 
dx 1 
> 
& Aa 
1 
el) 2 2 BE an A nr 
ee Se en et 
xP dx = lim eds lmi zP 
2 rn 2 
0 z=U 
p 
2 p ‚D+1 
= Hin (<. 2 Juri. 11-2 
r (+1 Pr! p+1 
a—1 a—1 
4 =1l, Ben NEE a > 
—1 
N 


SE eye 
fe=n im >; aan VE RE 3 a 


2 (Yan. -Vm) = 2m Va) = 2(Va— Vi) 
2 (Ya = 1): 


| 


| | $s 31. 
1. @-f&) +0. 2. —ceos#-f(a)+C. 
3. Es sei 
0 <lim|(& —a)| fe) <m. 
Setze 


(@— a): fa) = ve), fl) = YylR):(@— a) 


joa de. | | 


u le he ne 
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Man integriere zwischen zwei Grenzen, die beide kleiner oder beide größer 
als a sind. Dann ist nach dem zweiten Mittelwertsatz: 


‚fo = Von fa — u(,) In” a = 


Es sein x, und &, beide unendlich wenig von « verschieden, aber so, daß 
% — 0% — a unendlich groß wird. Dann bleibt »(x,,) nach Voraussetzung 
endlich und von O verschieden, während der zweite Faktor = In © = 
wird. Also wird das Integral unendlich für x = a. 


Daß für lim (e — a)f(&) = 0 das Integral sowohl endlich, als auch 
unendlich werden kann, lehren die folgenden beiden Beispiele: 


ke) = mr also (2 —0)-f(x)= Ve, ER —O)f@) =0. 
‚aa 7 a 
Das Integral bleibt endlich für x — 0 
ne im (8 — 0) f@) = mt 


fd) = 5: @=- Mare: 


fra ofen _ fans _ In(—Ina) +0. 


Das Integral wird unendlich für x = 0. 


4. sinzfla) +0. 5. Vx are (in=x)+0. 
S 32. 
4022 Maniol? = MN —- [2xyas — 2m /yV (aa): + (dy)? 
Yy=Qa 


| 
180) 
a 
= 
Qu 
= . 
rail 
4 | 
> 
Ss 
» 
| 
212 
ae 


we ee 1) - 713 (Va? + 4" = a3). 


Für im h = 0 folgt zunächst 0:0. Aber. nach Anwendung von [188]: 


”@. _ ya®fan®.8ı 
en ———rga 
2h(h= 0) 


. wie es sein mub. 

2 2 
(Oder uw — v? = (u? — v?) x Tee ?) und Fortheben von h? im Zähler 
und Nenner.) 
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2. Große Achse x Achse, kleine Achse % Achse. Es wird nicht y 
sondern & eliminiert (am besten) 


ET NIE DIN E SE A. er 
FE iR =, Vb y, da- by: Fi 
En 
? a 
V 212 
ds = Vda? + dy? = dy- ee: O2 11Qs 
byb? — y? 
alnee, [284] 
=+b 
za| Vote: be a — 
an re „rt y +Em(VE Ley +en)| 
yarı 
3 9 Ei nit]. 
— Ira 14 In 


Für Kugel ist D=a,c—=0. Zunächst O= 0:0, dann aber [188]: 
0 = Ana”. 


Man kann aber auch (für schwache Abplattungen sehr geeignet) Reihen- | 


entwicklungen anwenden |210,]| und erhält dann: 


2 4 6 
gr DT NER RE RR MERE 
0 Ama? ( 1a ) 


3. Große Achse & Achse, kleine Achse y Achse; y = > Var a2 


dx yVat — e:x? e e € 
das = ER setze  e = Mo 6102355 Sg 
aya? — 2? EN Vie 
0- 2 (yas=}% — ae eg? 1984] 
zeta li: 
RE ex 
Or r | STAR -- 5, arc (sin == a 


— 2b? | 1 arc (sin = 

| | Hyıze re (sin = 2) 

| + are (tg =) |- 

Für Kugel ist a=b, ,—=0. Zunächst O= 0:0, dann aber [188] 
O=4nb:. 

Man kann aber auch Reihenentwicklungen anwenden [211, | und erhält: 

On | 
— Art | 1 rar: BE + Er — sr | . 


4. Fläche — F, Bogenlänge = s (beides vom Scheitel aus, von & = 0) 
164] Fig. 25 


— 2nb?2|1 


ee a ic 
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F = Fläche TQPS - (vaa —h einde — R? Ein 


s = Bogen sp- [vi + (da -/yı + Sin? - dx - (Ri£ar 
—h Sin. 


In Fig. 25 ist F=2ARQP; s=-— RP. 
5. Zerlege den Kegel in unendlich viele Kreisscheiben, Radius = y, 


Abstand von der Spitze = x, so y= —, Masse oder Volumen des Kegels 


h 
7 da ar’h 3 
tg VI) = a7 [tan — u 


b) 7, — 2 - de + Iny’arda (vol. N [256] und [266] 


an yo, . 12): 
JB -DL-UGh = Mer to m. 


33 


1. (cos« und cos zu vertauschen). Der Integrand wird für die obere 
Grenze unendlich. Die Simpsonsche Formel würde daher ?= 0 ergeben. 
Aus demselben Grunde versagt die Reihenentwicklung für die obere Bar 


Nach Ausführung der Substitution erhält ı) die Grenzen O und > — . Ihre 


Durchführung ER 
ER @ 
= 2V , (Rs): 


Der Integrand wird nicht mehr unendlich. Da |%? sin’w| <1, so folgt 
ohne Einschränkung: 


1 N: IN 22022 EN 4 
yı® in =]1 2 r) k“ sin 1D) + e »)" sın“ ı 
1 2 
en 
3 


Setzt man für die Binomialkoeffizienten ihre Werte und integriert dann mit 
Benutzung der angegebenen Formel |291,], so folgt: 


BE a De 
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2. Es sei J= hlayy + By + pYs + dy). Da dies bis auf Glieder 

dritten Grades des Integranden richtig sein soll, so integriere man etwa für 
2=0. bis © 8, ‚also A Ssınd ‚setze y der Reihe nach = 1, x, «2, «°, 
dann wird der Reihe nach J=3, 3, 9, %. Also nach Division durch 3: 


lee 


= P+27+30 
> : De en Br E 
er: ß+4y+90 
aa hau 210 
b 
Setzt man dagegen y= aa“, dann wird der genaue Wert J = e- 
— — a. Die Formel des Cotesius würde ergeben 
-22(0+34+3.2+3) 2a. 
Differenz = — 0- == ;@ daher allgemein der Fehler (schätzungsweise) 


nf). nf). 


2 270 - 24 6480 


Bei fünf Ordinaten erhält man ebenso: 


a er 

2= 849% +3644: 

=  BH+A4y+9ö+16e a-e-m, Bd, ya, 
16 = ß +87 + 276 + 648 | 

6 _ 841694816 + 2868 


Man findet, daß die Formel auch noch für y = x° stimmt. Allgemein ergibt 
sich der Hoher (schätzungsweise) 
RE EN Hip) 


2688 ...61 2, 81651995860: 


7c zT 
2 


3. 0 — [2nxas f?r cos pV25 sin’p + 9 cos? pdp 


2 


Es = 


7 
2 


Ey | 0os oVIT = 8 casdpdg. 
0 


Integrand — cosp VY17T — 8 c0s29. Man teile etwa in 3-2 —6 Inter- 
valle. Man erhält: 
3,0000; 3,0654; 3,1225; 2,9155, 2,2913, 1,2661, 0,0000 


und nach Simpson: 
0 = 74,730. 
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- - 


Der genaue Wert ist (vgl. zweite Übung $ 32) 
O0O=-50r2(1 +3,19) =n(50 +2 1n3) = 74,719. 


Die Anzahl der Intervalle hat also nur für vier Stellen ausgereicht! 


$ 34. 


1. Nach Einführung von Polarkoordinaten [619] d und p(r = = ist 
eine Fläche auf der Kugel (vgl. auch [270)]): 


‚Sf eos odddp= Idpsind— 9. Mittelwert von sind. 


Man betrachte ein sphärisches Dreieck, sehe aber zunächst « und a als 
unendlich klein an, so daß db und e sehr wenig verschieden voneinander sind 
und ß + y sehr wenig von 180° abweicht. Lege die z-Achse nach Ecke A 
so ist die obere Grenze von d stets = 90°. Die untere Grenze ist unendlich 


. It 7U : > R 
wenig von — — b oder = — € verschieden, also der obige Mittelwert un- 


endlich wenig von cosDb oder cosc, Es wird 9 =«, daher bis auf Größen 
höherer Ordnung 
J=all-—cosb)=«—ucosb. 


Die Formel von Gauß oder Delambre: 


P-+Yy GER b+c. 
Ga en = 00 2, an, 
ergibt links bis auf Größen höherer Ordnung 
Re ) a le 
567 | 3 RER, 2 
und rechts bis auf Größen höherer Ordnung 
. & & 
cosb- ala „eos b, 


daher: 
J=ea+ß+y=n. 


Dies gilt zunächst, wenn ein Winkel « unendlich klein ist. Zerlegt man 
ein beliebiges Dreieck von A aus in unendlich viele solche Dreiecke, so er- 
gibt die zweite Integration leicht die allgemeine Richtigkeit der Formel. 


2. Führe Polarkoordinaten oe und p ein, wie in [270], lege x Achse 
und % Achse durch die Mitte des Quadrates parallel zu den Seiten, integriere 
über eines der acht Dreiecke, in welche das Quadrat durch die x Achse, 


y Achse und die Diagonalen geteilt wird und multipliziere mit 8. Die Inte- 


a 


gration nach o ist sehr einfach, ebenso die Grenzen oe = 0, 0 =, 
N 2 c0Sp 


Dziobek, Differential- u. Integralrechnung. 41 
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Man erhält 
Pr 
2 8 PAR 
Van N rd EUETE 4 er  EE . 
! FL 21% "4 cos? a8 
p=0 
7 
En 
O0=2nr? te ee do. 
p=0 


Die zweite Integration aber macht recht viel Arbeit. Man setze z. B. die 
Wurzel = rtgg - u, so wird der Integrand rational, so daß nach $ 35 inte- 


griert werden kann. Zuletzt ergibt sich, wenn «= a:2r gesetzt wird: 


2 & 
V = — y? TU 6 z— 2 3 art (si = ee) 
3 | + ( & & ) | in Ye 


EIER / 1 = 
20°) 1 — 20? — 4arc (sin == N 
T V2(1— eo?) 


No E + 4a arc (sin = 7 En — 4 are (sn = ), . 


(Zwei Proben: 1) Setze « unendlich klein, so muß sich bis auf unendlich 
kleine Größen höherer Ordnung ergeben: 


Ver ae Aura Vene Are 
2) Setze « = 
kugel, also von dieser vier halbe Kalotten mit der Höhe 


h = 1 (1 - 2) 
abzuziehen.) 


$ 35. 
= 
c) 5 tax +42? 
Bi 3 arpz am, _ 

1. DI, a 1 d-r23? da = er, i 
2. Es sei 

"Lech h@ aD - Ad _ Fl. 

Ba (9, @)° = 9(a) 


Man darf f,(«) und ,(x) als relativ prim annehmen, da ein etwaiger 
gemeinsamer Faktor vorher gehoben werden könnte. Es 7 x — x, ein 
P-facher Faktor von p,(x), also kein Faktor von f(x) und ein (p — 1)facher 
Faktor von o, (x) [161]. Folglich kann im Bruch links nur die (p — 1)'® 
Potenzen (x—x,) im Zähler und Nenner gehoben werden. Bleibt also im 
Nenner immer noch die » + 1°, also mindestens die 2' Potenz von © — x,. 


ne , so die Ecken des Quadrates auf dem Grundkreis der Halb- 


"A Ze 2 0 a E50 O3 


ae a u 
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er 


pay BAY DER cos? psin® pdp _ at ae te? pd(tgp) 
Te) loy Feng? 2°) Urg? 


ee 


$ 36. 
BE is .“ 
1. 7= I- 2m | yda — auf (- 5 + Ve + 82°) da 
—4a 0 0 
= 0° ax , axya?+ 8x? ne en 
=ıE ee, | MEIZE ea 20 c| 


xz=0 


Re ee 2y3)| 


2. 2 = yP+ = +5 Ve—8y%, |y\<, V2. 
eye par? 
ne aya? — 8 y? dy 
ie 
air 
[meer er a 2 arc(sin—!* LO: 0|- ao 1 
3, B= % 6% 8X 16% 
Fe  ayirat 35 VYı ta” Ta yıras "ayıta 
_ 3504 702° + 56x°+ 16x* Y 
02 
30yı+ x?" ® 
413 da 1+« 
4. on NE Ya 35, "Vz 
1/ıt a 
Er al 


et 47% 
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S 37. 
"da a ie 
1. Jr - -_— > +0. 
Viteya-e) 1-+e 
2. zweimal [289,], dann dreimal [289,], zuletzt J,, _, in [288] 


[) 

cos cos! 5 cos®x 5 5 

da = — — — cos + — cos!x 
Mi sin? x 4 sin*x a6 4 sin?’x 55 3 + 2 


+ 5c08°2 + 10lnsin® + (0. 
3. Man führe wiein [200] den Winkel « ein, also «—1cos’«, y=lsin’« 


a 
E41 


F=|IdF= = (as — yda) = gel fan a cos?ade 


F= Sl" — 3 - umbeschriebener Kreis, 
2 
- (Vas+ (dy) = — 12! ]J sinacosaeda =6l. 
) 


4. Grenzen für y sind O und =. Man erhält schließlich 


7 
2 


dx 


J= ee Dur 


0 0 | 
lH 


vgl. erste Aufgabe S 33. 


5. Führe Polarkoordinaten ein, so r = BR 


ds =Y (dr)?+ (rdp)? = 


& .d 
la Yepr FR = R 
Im ersten Quadranten geht @ von O bis ” 


FR also: 


.>|a 


dp da Eu 
s= 4a 2 on nd DE ri (2 Ne x) 
.) Veos2g p ö Vsin« ETTE 
0 


ee) 
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s 38. 
2 a) 3 CR 
l.. I xze*sin de— ze’sinzdx 
eo 
| : SAH 3sinz—sin3x\. 
— — Ixe®sindxdx (sin? — es } 
4, | 4 
Die teilweise Integration ergibt: 
BE zesınkce — kxe”coskx 1 i i 
h a = N PH r > 
[zesinkoar Ih: ik fe sinkxd« + an fe coskxdx, 


also nach [295], wenn man k=1,k=3 setzt nnd dann zusammenzieht: 
; 3xe”sin« 3 — 3x) e”cosx 
zsin’dnede = ———— + an 
8 3 
100 +8esinde , (30x — 6) e” cos3x 


400 ee 400 au 


2. In ee In (a+2)—% U n(a? er „are le +6; 


nach a differenziert und durch — 3a? dividiert 


2 ZN 2 2x2-—qa 
je& ’ +29)? = | salat) ine —art a) + zare(tg- en 


1 1 24 —% BA E 
| Ba) 6a act) | 2 
Setzt man «= 1 und ordnet die beiden letzten Glieder anders, so 
entsteht in der Tat wieder D) in [279]. 
3. In A könnte man z.B. cos = u setzen, dann erhielte der Inte- 


grand die Form f (u, Ve? + bu2); besser aber setzt man: 


Es wird dann: 
le #1 — yı-ksin’p , 
jr ra — ne +0-=- ne Keen 0 
sinpgy1—k’sin?p 2 1+32 2 cosp-+YV1-—k?sin?p 
—= In (cos p ya — k2sin?p) — In sing + 0”. 
In B) setzt man entsprechend: 
Vi— k’sin?y ea 
1 YVı-—k?sing 


Q 


Es wird dann: 


. as FRIST EP 
j dp ee Le, 


cos yyi — k?sin ®p 2yı — Fan eng — Vı—k’sin?p 


| In (Vı1—R2sing-+ Vi1-—Ksin? 2p)—In cos] Diele 


646 RE Anhang. 


4. Die gesuchte Rekursionsformel beruht auf Umkehrung der folgen- 
den Differentialformel: 


d|sin?” +! 


'peospyYi—k’sin?’p] 
dp 
 @n+1 sin’ "p—2(n+1)(1 +1? sin? (® +1) 2n-+3 sin +9 
RT p+( 99 
Vi— k?sin?y 


Wird sie integriert und berücksichtigt, daß sin?” +! 9 Ccosp sowohl für 9=0, 


als fürrp = z verschwindet, so folgt: 


2nr+1)J,- 2 +1) FR) FT + @R+I)RI 20, 
also für» =0 und n=1: 
I —-21+K)J, +3 I, —= 0; 35, 41), +5R’J,=0; 


4 ı+2 8S- TR 8H 
Ve DT er Te 


$ 39. 
1. (Lies x-Achse statt y-Achse.) Die Kreisschar hat die Gleichung: 


12a? : = 
et yP— Mc + "0-0; also 22 +2yyY — A—= 0 


und nach Elimination von A: 


NITALTE 
ar are tr yy) + Eye BEE NU 


a? — b? 
2. Die Kreisschar hat die Gleichung: 
Aue EM 342 BL A 31? 
Re De EUR NET. EN 
a ar 2y(p+ . rk nen (2425) =0 


(A ist Abszisse des Berührungspunktes mit der Parabel). Aus beiden Glei- 
chungen wäre A zu eliminieren, was eine rein algebraische, hier allerdings 
recht umständliche Aufgabe ist. 


20% —4 
3. @+y-NPetrri=k), y-; s 
VRer ae 
1+y? 2 ie 
wann 
sınT Y Y 


EN EN ge 
2 +0=—-V#R—y 1 ( ) 
+ Va 3 
Die Kurve ist eine durch den Scheitel gehende Evolvente der Ketten- 
linie. Vgl. Fig. 25 in [64] und 4'° Aufgabe in $ 32. 


1) Lies in Aufgabe +5y —1 statt —5y—+ 8. 
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$ 4. 
2b a) y"=0, b) day y — (i+y)y" = 
2. Der Versuch führt nach Division durch x” auf die n'°® Grades 
für k 
A+ Bk+ Ck(k—1)---+L-Kk—1)- (ka —1)—0. 


Ihre Wurzeln seien Ä,, k,...k,, so allgemeine Lösung: 


n) 


ya +++ 0a 


3. y-la+ Qt, 
E 2 
4. y=(.”+ (0,8 Inx + - (In x)? 


(zwei erschwerende Umstände gegen 3). Erstens die Gleichung für % hat die 
Doppelwurzel k—=2. Zweitens der Exponent im Störungsglied ist auch —=2. 


5. Die Differentialgleichung wird: 


’ 
2 


OO TO ET OEL TEE 


Die beiden letzten Glieder links und rechts heben sich, wenn A(x)=—1:w(«) 
gesetzt wird. Man erhält: 


fe) (va)? — [paayin) + ya] + va” — 


$ 4. 


1. Die einfachste Lösung gibt das dritte Keplersche Gesetz, wenn man 
das Fallen vom jetzigen Abstand ohne Anfangsgeschwindigkeit bis zur Erde 
als Beschreiben der Hälfte einer gänzlich abgeplatteten Ellipse mit der Halb- 


achse 5 betrachtet. Also: 
| R 
98°: ar}: "@) ee 1a: 2V2,1 
= —V2 = 4,9497. 
vs” 7? 
Der Mond würde in (rund) fünf Tagen auf der Erde sein. Dasselbe Er- 


gebnis folgt selbstverständlich auch, wenn man f durch ein bestimmtes Inte- 
gral ausdrückt und dieses auswertet. 


2. Der Ansatz: | 
ee Ne EL. 
führt (nach Division durch e”*) auf die drei Gleichungen: 
aA TTB sa 0, 6A 2 ME —-5l=0: 
—124+22B—- (9+h)0=0. 
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Das System hat drei Lösungen: 


k=d0, Alan 21530.:0, 
kpl, An StBaettare 11er 
I As Boa ea 


y=aR+KEetRet; z=3K + KEe +2Ke*; 
u=6K, +K,e +4K,e” 
K,, K,, K, drei willkürliche Konstanten. 


Ss 42. 
1. Die Umformung ergibt nach Division durch #@+Y) 
ou , ou 
ul +2k)+ Fr ei re 0; 


also am besten 


u ou 
KR SE te - 2 
-—-(@+y) 
u=fla—y); e=e 7. fia-y) 


f(2 — y) ist eine willkürliche (jedoch differenzierbare) Funktion von (x — y). 
2. Man versuche etwa dieselbe Substitution. Man erhält: 
“uA1+(a+bk) + Be Eee 00, 
1 ou vn u 
re ep: GT Di 
PEN 
"u=flbr—ay),. 2=e *+flbx—ay). 
3. Kugelbündel: 
Aa+y+224+2Ar+2By—1=0; z=YV1—-2Ar -2By- ey 


A4-+% BY 
=, a, 4 


= — pe —%, 2B=—gk—y 


Eingesetzt ergibt die partielle Differentialgleichung: 
— 2pxz -2gyye tt? —-  — y”—1-=0. 


1 % 1 Y 
4. U Sr see —— nr, (& 7 a S 
4 2 ( en q £ | Y Bu ReT; 
Nach Einsetzen in die zu 3) gefundene partielle Differentialgleichung 
ergibt sich identisch O = 0. 
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Durege, Dr. H., weil. Professor an der Universität Prag, Elemente der Theorie 
der Funktionen einer komplexen veränderlichen Größe. In 5. Auf- 
lage neu bearbeitet von Dr. L. Maurer, Professor an der Universität Tübingen. 
Mit 41 Fig. [X u. 397 S.] gr. 8. 1906. Geh.n. # 9.—, in Leinw. geb.n. # 10.— 

Theorie der elliptischen Funktionen. In 5. Auflage neu bearbeitet 
von Dr. L. Maurer, Professor an der Universität Tübingen. Mit 36 Figuren im 
Text. [VHI u.4385 S.] gr.8. 1903. Geh. n. # 10.—, in Leinw. geb. n. #4 11.— 


Fisher, Dr. J., Professor an der Yale University New Haven, U. 8. A., kurze 
Einleitung in die Differential- und Integralrechnung („Infinitesi- 
malrechnung“). Deutsch nach der 3. englischen Auflage von N. Pinkus. 
Mit 11 Textfiguren. [VI u.728.] gr. 8. 190%. In Leinwand geb. n. # 1.80. 


Forsyth, Dr. Andrew Russell, F. R. S., Professor aın Trinity College zu Cambridge, 
Theorie der Differentialgleichungen. 1. Teil: Exakte Gleichungen und 
das Piaffsche Problem. Autorisierte deutsche Ausgabe von H. Maser. [XII u. 
378 8.|.gr:8. 1893, ‘Geh. n. 4 12.— 


Genocchi, Dr. Angelo, weiland Professor an der Universität Turin, Differential- 
rechnung und Anfangsgründe der Integralrechnung. Herausgegeben 
von Giuseppe Peano. Autorisierte deutsche Übersetzung von Dr. G. Bohl- 
mann in Berlin und A. Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. 
Mit einem Vorwort von A. Mayer, Professor an der Universität Leipzig. [VII u. 
399 S.] gr.8. 1899. In Leinwand geb.n. 4 12.— 


Goursat, Dr. E., Professor an der Universität Paris, Vorlesungen über die Inte- 
gration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Gehalten an der Faculte des Sciences zu Paris. Bearbeitet von 0. Bourlet. 
Autorisierte deutsche Ausgabe von H.Maser. Mit einem Begleitwort von 8. Lie. 
[XII u. 416 $.] gr. 8. 1893. Geh.n. # 10.— 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 


Heffter, Dr. Lothar, Professor an der Universität Kiel, Einleitung in die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen mit einer unab- 
hängigen Variablen. Mit 3 Figuren im Text. [XIV u. 258 5.] gr. 8. 1894. 
Geh. n. # 6.—, in Leinwand geb. n. # 7.— 


Helmert, Prof. Dr. F. R., Direktor des Königlich Preußischen Geodätischen Instituts 
und Zentralbureaus” der internationalen Erdmessung, die Ausgleichungs- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Mit Anwen- 
dungen auf die Geodäsie, die Physik und die Theorie der Meßinstrumente. 
2. Auflage. [XVII u. 578 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. # 16.— 


Jahnke, Dr. E., Professor an der Königl. Bergakademie zu Berlin, und F, Emde, 
Ingenieur in Berlin, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Mit 
53 Textfiguren. [XII u. 176 8.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb.n. # 6.— 


Klein, Geheimer Regierungsrat Dr. F., Professor an der Universität Göttingen, auto- 
graphierte Vorlesungshefte. 4. Geh. | 
Über lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. Vorlesung, gehalten 


im Sommersemester 1894. Ausgearbeitet von E. Ritter. Göttingen 1894. Neuer, unver- 
änderter Abdruck. 1906. [IV u. 524 S.] n. A 3.50. 


Riemannsche Flächen. Neuer, unveränderter Abdruck. 1906. 
Heft 1 (W.-S. 1891/92). [IV u. 301 8. = 
Heft 2 r -8. HE Fk 288 8.] ) zusammnen'n lH 12 = 
Kowalewski, Dr. Gerhard, Professor an der Universität Bonn, Grundzüge der 
Differential- und Integralrechnung. Mit 31 Figuren. [VI u. 452 8.] 
gr. 8. 1909. In Leinwand geb. n. M. 12.— 


Einführung in die Infinitesimalrechnung mit einer historischen 
Übersicht. Mit 18 Figuren im Text. [IV u. 126 8.] 8. 1908. Geh.n. 4 1.—, 
in Leinwand geb. n. #4 1.25. 


Kronecker, L., Vorlesungen über Mathematik. Herausgegeben unter Mit- 


wirkung einer von der Königlich Preußischen Akademie der Wien 23 


eingesetzten Kommission. 


I.Band: Vorlesungen über die Theorie der einfachen und der vielfachen Inte- 
grale. Herausgegeben von Geh. Hofrat Dr. E. Netto, Professor an der Universität 
Gießen: [X u.346 S.] gr.8. 1894. Geh.n. 1 12.— 

Nielsen, Dr. Niels, Dozent der reinen Mathematik an der Universität Kopenhagen, 
Lehrbuch der unendlichen Reihen. Vorlesungen, gehalten an der Universität 
Kopenhagen. [VII u. 287 S.] gr. 8. 1909. Geh. n. Mil. .—, in Leinwand . 
geb. n. Mm. 12.— 


Osgood, Dr. W. F., Professor an der Harvard University, Cambridge, Mass., U.S.A., 
Lehrbuch der Funktionentheorie. In 2 Bänden. 


I. Band: Mit 150 Figuren im Text. [XII u. 642 S.] gr.8. 1907. In Leinwand geb.n. # 15.60. 
Auch getrennt: 
1. Hälfte. Mit 73 Figuren im Text. [306 S.] gr.8. 1906. Geh.n. NM 7T.— 
2... — Mit 77 Figuren im Text. [3. 307—642.] gr. 8. 1907. Geh.n. 2 7.60. 
II. — [Erscheint Ostern 1910.] 
Pasch, Geheimer Hofrat Dr. M., Professor an der Universität Gießen, Grundlagen 
der Analysis. Ausgearbeitet unter Mitwirkung von Clemens Thaer. [VIu. 
140 8.] gr. 8. 1909. Geh. n. AM. 3.60, in Leinwand geb. n. #. 4.— 


Einleitung in die Differential- und Integralrechnung. Mit 
Figuren im Text. [VII u 188 S.] gr. 8. 1882. Geh. n. # 3.20. 


Perry, Dr. J., F.R. S., Professor der Mechanik und Mathematik am Royal College 
of Science zu London, höhere Analysis für Ingenieure. Autorisierte deutsche 
Bearbeitung von Dr. Robert Fricke, Professor an der Technischen Hochschule 
zu Braunschweig, und Fritz Süchting, Direktor des Städtischen Elektrizitäts- 
werkes zu Bremen. 2., verbesserte Auflage. Mit Textfiguren. gr. 8. In Lein- 
wand geb. [Erscheint Ende 1909.] 


Petit-Bois, G., Bergingenieur in Jose bei Herve, Tafeln unbestimmter Integrale. 
[XH u. 154 S.] 4. 1906. Geh. n. # 8.— 


Reichel, Geh. Regierungsrat Dr. Otto, Professor an der Königl. Landw. Hochschule 
zu Berlin, Vorstufen derhöheren Analysis undanalytischen Geometrie. 
Mit 30 Figuren i im Text. [X u.111 8.] gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. # 2.40. 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 


Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, Literatur). 
Von Dr. Ernst Pascal. Professor an der Universität Neapel. Deutsche Aus- 
gabe von A. Schepp in Wiesbaden. In 2 Teilen. 2., neubearb. Aufl. gr. 8. 
I. Teil: Die Analysis. Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie Ph. Furtwängler, A.Guld- 

berg, H.Hahn, E.Jahnke, H.Jung, A.Loewy, H. E. Timerding herausgegeben 


von Dr.P. Epstein, Professor an der Universität Straßburg i. E. [ca. 800 S.] 1909. In 
Leinwand geb. ca. n. /£ 12.— [Erscheint im Frühjahr 1910]. 


IL. — Die Geometrie. Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie L. Berzolari, R.Bonola, 
E. Ciani, M.Dehn, Fr. Dingeldey, E. Enriques, G. Giraud, H. Grassmann, 
G. Guareschi, L. Heffter, W.Jacobsthal, H.Liebmann, J. Mollerup, J. Neu- 
berg, U. Perazzo, O.Staude, E. Steinitz, H. Wieleitner und K. Zindler heraus- 
gegeben von Dr. H.E. Timerding, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
schweig. [ca. 900 S.] 1910. In Leinwand geb. ca.n 4 14.— [Erscheint Ostern 1910.] 


Rothenberg, S., geschichtliche Darstellung der Entwicklung der Theorie 
der singularen Lösungen totaler Differentialgleichungen von der 


ersten Ordnung mit zwei variablen Größen. [90 8.] gr. 8. 1908. Geh. 
n. A 3.60. 


"Schlesinger, Dr. Ludwig, Professor an der Universität Klausenburg, Handbuch 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen. In 2Bänden. gr.8. 
In Halbfranz geb. n. 4 56.— 


Einzeln: 
I. Band. [XX u. 487 8S.] 1895. Geh. n. .# 16.—, in Halbfranz geb. n. .K_18.— 
ll. — I. Teil. Mit Figuren im Text. [X VIII u. 5528S.] 1397: Geh. n. J{ 18.—, in Halbfranz 
geb. n. Sl 20.— 
I. —- I — Mit Figuren im Text. [XIV u. 446 S.] 1898. Geh. n. { 16.—, in Halbfranz 
"geb. n. HU 18.— 


Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen. Mit 6 Figuren 
im Text. [X u. 334 $8.] gr.8. 1908. Geh. n. # 10.—, in Leinw. geb.n. # 11.— 


Bericht über die Entwickelung der Theorie der linearen Ditfe- 
rentialgleichungen seit 1865, der Deutschen Mathematiker-Vereinigung er- 
stattet. [IV u.133 8] gr.*%. 1909. Geh n. # 3.— 


Schlömilch, Dr. Oscar, weiland Königlich Sächsischer Geheimer Rat (vorher Pro- 
fessor an der Königlich Technischen Hochschule zu Dresden), Übungsbuch 
zum Studium der höheren Analysis. Mit Holzschnitten im Text. 2 Teile. 
gr.8. In Leinwand geb. n. # 18.— 


I. Teile Aufgaben aus der Differentialrechnung. 5. Auflage, bearbeitet von Dr. 
E.Naetsch, Professor an der Technischen Hochschule zu Dresden. [VIII u. 372 S.] 
1904. In Leinwand geb.n. KH 8.— 


-DU. — Aufgaben aus der Integralrechnung. 4. Auflage, bearbeitet von Dr. R. Henke, 
Professor am Annen-Realgymnasium zu Dresden. [VIILu.418S.] 1900. Geh.n. #4 9.— 
in Leinwand geb.n. .s 10.— 


Böhosnkies, Dr. A., Professor an der Universität Königsberg i. Pr., die Entwick- 
lung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten. 2 Teile. 
I. Teil. Mit Figuren. [VI u.251 S.] gr.8. 1900. Geh.n. # 8.— 

I. — Mit 26 Figuren. [X u.431 S.] gr.8. 1908. Geh. n. # 12.— 

Schröder, Dr. R., Direktor der Oberrealschule zu Groß-Lichterfelde, die Anfangs- 
gründe der Ditferential- und Integralrechnung. Für Schüler höherer 
Lehranstalten und Fachschulen sowie zum Selbstunterricht. Mit zahlreichen 
UÜbungsbeispielen und 27 Textfig. [VI u. 131 S.] gr. 8. 1905. Kart.n. # 1.60. 


Seliwanoff, Dr. D., Professor an der Universität St. Petersburg, Lehrbuch der 
Difterenzenrschnung. [VIu. 92 8.] gr.8. 1904. In Leinw. geb. n. #4 4. — 


Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Nach 
Axel Harnacks Übersetzung. Neu bearbeitet von Dr. Georg Scheffers, 
Professor an der Technischen Hochschule zu Charlottenburg. In 3 Bänden. 
gr.8. In Leinwand geb. 


I.Band. Differentialrechnung. 4.und 5. Auflage. Mit70 Figuren im Text. [X VI u. 626 S.] 
1908. n. # 13.— 


I. — Integralrechnung. 3. Auflage. Mit 105 Figuren gim Text. [XIV u. 586 8.] 1907. 
n. At 13.— 
II. — Differentialgleichungen und Variationsrechnung. 3. Aufl. Mit 63 Figuren 


im Text.’ [X Il u. 658 S.]. 1909. n. #4 13.— 
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Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin. 


Stolz, Dr. O., weiland Professor an. der Universität ek Grundzüge der 
Differential- und Integr an In 3 rn, er. 8. In Leinwand 
geb. n. H 27.— ni 


I. Teil. Reelle Veränderliche und Funktionen. Mit 4 Figuren im Text. Ir u. 460 S.] 2. 


1893. Geh. n. id 8.—, in Leinwand geb. n. 4 9.— 


I. — Komplexe Veränderliche und Funktionen. Mit 33 Figuren im IX u. 
3358 S.] 1896. Geh.n. # 8.—, in Leinwand geb. n. HM 9.— 


IL —: Die Lehre von denDoppelintegralen.. Eine Ergänzung zum I. Teile des Werkes. 


Mit 41 Figuren im Text. [VIII u.296 S.] 1899. Geh. n. 42 8.—, in Leinw. geb. n. u 9.— 


a Dr. J. A. Gimeiner, Professor an der Universität Innsbruck, Eih- 


leitung in die Funktionentheorie. 2., umgearbeitete und vermehrte Auf- 
lage der von den Verfassern in der „Theoretischen Arithmetik“ nicht berück- 
sichtigten Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine Arithmetik“ von O. Stolz. 
Mit 21 Figuren im Text. [X u.598 8.]. gr. 8. 1905. In Leinw. geb. n. # 15.— 


Auch in 2 Abteilungen: 


I. Abteilung. Mit 10 Figuren im Text. [VI u. e S.] 1904. In Leinwand geb. n. Al 6.— 
ER: _ Mit 11 GRuen im Text. [VIII u. S. 243—598.]° 1905. In Leinwand geb. n. KM 9.— 


Tannery, J., Professor an der Universität Paris, Direktor der Ecole normale sup6eri- 


eure zu Paris, Elemente der Mathem atik. Mit einem geschichtlichen An- 


hang von P. Tannery. Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. P. Klaess 
Gymnasiallehrer in Echternach (Luxemburg.) Mit einem Einführungswort von 
Felix Klein und 184 Textfiguren. [XII u. 339 S:] gr.8. 1909. Geh.n. 4 7.— 
in Leinwand geb. n. # 8.— 


Taschenbuch für Mathematiker und Physiker, unter Mitwirkung von Fr. Auer- 
bach, ©. Knopf, H. Liebmann, E. Wölffing u. a. herausgegeben von 
Felix Auerbach. Mit einem Bildnis Lord Kelvins. I. Jahrgang 1909/10. [XLIV 
u. 4508.] 8. 1909. In Leinwand geb. n. # 6.— 


Tesar, L., Professor an der k.k. Staatsrealschule im XX. Bezirke von Wien, Ele- 
mente der. Differential- und Integralrechnung. Mit 83 Textfiguren. 
[VIH u. 128 8.] gr. 8.. 1906. ‚Kart. n’M 2.20. 


Thiele, Dr. T. N., em. Professor der Astronomie an der Universität Kopenhagen, 
Präsident des Vereins dänischer Aktuare, Interpolationsrechnung. [XU u. 
175 8] 4. 1909. Geh. n. A 10.— 


Thomae, Geheimer Hofrat Dr. J., Professor an der Universität Jena, Vorlesungen 
über bestimmte Integrale und dieFourierschen Reihen. Mit 10 Figuren. 
[VI u. 182 8.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n. 4 7.80. 


Vivanti, Dr. G., Professor an der Universität Pavia, Theorie der eindeutigen 


analytischen Funktionen. Umarbeitung unter Mitwirkung des Verfassers 
deutsch herausgegeben von Dr. A. Gutzmer, Professor an der Universität 
Halle a.S. [VI u. 512 8] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. # 12.— 


Weber, Dr. E. von, Professor an der Universität Würzburg, Vorlesungen über 
das Pfaffsche Problem und die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. [XI u. 622 S.] gr. 8. 1900. In Leinwand 
geb. n. HM 24.— 


Weber, Dr. H., und Dr. J. Wellstein, Professoren an der Universität Straßburg i. E., 
Eneyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lehrer und 
Studierende In 3 Bänden. gr.8. In Leinwand geb. 


I. Band: Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 2. Auflage. 


Mit 38 Textfiguren. [X VIII u. 539 S.] 1906. n. # 9.60. 


I. — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und 
W.Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Textfiguren. [XII u.596 S.] 1907. n. #2 12.— 
Il — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 


und R. H. Weber (Rostock). Mit 358 Textfiguren. [XIII u. 666 S.] 1907. n. # 14.— 


Webster, A.G., Ph. D., Professor of Physics, Clark University, Worcester, Mass., 
partial differential Equations of mathematical Physics. gr.8. In 
Leinwand geb. [In Vorbereitung. ] 


Tr A N ee 


a 


v 


VE er ii Leipzig ind. Bere 
WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE. 


Sammlung von Einzeldarstellungen 
aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer 
Berücksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, 
ihrer Endziele und Anwendungen. 


Die Sammlung will die in den verschiedenen Wissensgebieten durch rastlose Arbeit ge- ı 
wonnenen Erkenntnisse von umfassenden Gesichtspunkten Aus im Zusammenhang mitein-' 


ander.betrachten. Die Wissenschaften werden in dem Bewußtsein ihres festen Besitzes, in 
ihren Voraussetzungen dargestellt, ihr pulsierendes Leben, ihr Haben, Können und Wollen 
aufgedeckt. Andererseits aber wird in erster Linie auch-auf die durch die Schranken der 
Sinneswahrnehmung und der Erfahrung überhaupt bedingten Hypothesen hingewiesen. 


I. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von H. Poincare, 
V’Academie, in Paris. Autorisierte deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen 
von L, und F. Lindemann in München. 2,verb. Aufl. 8. 1906. Geb.n. 4.4.80. 

U. Band: Der Wert der Wissenschaft. VonH.Poincar&, membre de l’Academie, 
in Paris. Mit Genehmigung des Verfassers ins Deutsche übertragen von E. Weber. 
Mit Anmerkungen und Zusätzen von, H. Weber, Professor in Straßburg i. E. 


Mit einem Bildnis des Verfassers. 8. 1906. Geb. n. M. 3.60. 
III. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine Abhandlung. über die Grund- 
lagen der Philosophie. Von G. F. Lipps. 8. 1907. Geb. n. M. 5.— 


IV.Band: Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische Darstellung ihrer 
Entwicklung. Von R.Bonola in Pavia. Autorisierte deutsche Ausgabe besorgt von 
Professor Dr. H.Liebmannin Leipzig. Mit 76 Figuren. 8. 1908. Geb.n. HM. 53.— 

V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem, Von 
G. H. Darwin in Cambridge. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der zweiten eng- 
lischen Auflage von A, Pockels in Braunschweig. Mit einem Einführungswort von 
G. v. Neumayer in Hamburg.. Mit 43 Illustrationen. 8. 1902.: Geb. n. M. 6.80. 

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von M,Planck in Berlin. 
Von der philosoph. Fakultät Göttingen preisgekr. 2. Aufl. 8. 1908. Geb. n. # 6.— 

VL. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D. Hilbert in Göttingen. 3. durch 


Ks 
«FrDy 


membre de 


Zusätze und Literaturhinweise von neuem vermehrte und mit sieben Se ver 


sehene Auflage. 8. 1909. Geb. n. M 6. — 
Demnächst erscheint: Unter der Presse: 
Wissenschaft und Religion. Von E. Bout- ı Erkenntnistheoretische Grundzüge der Na- 


roux, membre de /’Institut, Paris. 
vonE.Weber-Straßburg i. E. 


‘ Das Wissen unserer Zeit in . Mathematik 


und Naturwissenschaft. Von . Picard, 
membre de V’Institut, ‘Paris. Deutsch vonL.u. 
F. Lindemann in München. 


Deutsch ° 


turwissenschaften und ihre Beziehungen. 


zum Geistesleben der Gegenwart. Allge- 
mein wissenschaftliche Vorträge, Von P.Volk- 
mann- Königsberg i.Pr. 

Probleme d.Wissenschaft. VonF.Enriques- 
Bologna. DeutschvonK.Grelling- Göttingen. 


In Vorbereitung (genaue Fassung der Titel vorbehalten); 


Be isbolorie und Rassenkunde. Von E. 
v. Baelz-Stuttgart. 
Prinzipien der vergleichenden Anatomie. 


Von H. Braus-Heidelberg. 


j Die Erde als Wohnsitz des Menschen. 


Von K. Dove-Berlin. 
Das Gesellschafts- und Staatenleben im 
Tierreich. Von K. Escherich-Tharandt. 


‚Prinzipien der Sprachwissenschaft. Von 


F, H. Finck-Berlin-Südende, 

Erdbeben und Gebirgsbau. Von Fr. Frech- 
Breslau. 

Grundlagen der Natur- und Geisteswissen- 
schaften. VonDr.M.Frischeisen-Köhler- 
Berlin, 

Die pflanzengeographischen Wandlungen 


der deutschen Landschaft. Von H, Haus- 


-rath-Karlsruhe, 
En encheinungen der Pflanzen. Von 
L. Jost-Bonn-Poppelsdorf. 
Geschichte der Psychologie. VonO.Klemm- 
ipzig. 
Die Materieim Kolloidzustand. VonV, & ohl- 
schütter-Straßburg i. E. 


Die Vorfahren und die Vererbung. Von F.Le 
Dantec-Paris. Dtsch.v.H.Kniep-Freiburgi.B. 

Die wichtigsten Probleme der Mineralogie 
und Petrographie. Von G. Linck- Jena. 

Die logischen Grundlagen der exakten 
Wissenschaften. Von P, Natorp-Marburg. 

Wissenschaft und Methode, Von H. Poin- 
car&-Paris. Deutsch von .L. und F. Dann 
mann-München, 


Botanische Beweismittel für die Abstam- 
mungslehre. Von H,Potonie-Berlin. 


Mensch und Mikroorganismen unter besonde- 
rer Berücksichtigung des Immunitätsproblems. 
Von H. Sachs-Frankfurt a. M, 


Grundfragen der Astronomie, der Mechanik 
und Physik der Himmelskörper. Von H. 
v. Seeliger- Wien. 

Metecrologische Zeit- und Streitfragen. 
Von R. Süring-Berlin. 


Die Sammlung wird fortgesetzt. 


2 


Taschenkiae für Melhemätikors und ne Unter Mit u 

. Auerbach, O. Knopf, H. Liebmann, E. Wölffine u a, herausge a von 
Felix Auerbach. 1. Jahrgang 1909/10. Mit einem es Lord en 2 u. je: u en, 
8. On In Leinwand geb. 0 Mb 


Astronomen usw. gibt, .entbehren’ die Mathematiker und ee bis heute dieses EA ar und, wenn - | 
»inmal vorhanden, unentbehrlichen Hilfsmittels. Es wird hiermit dem Kreise der Interessenten zum ersten 
Maie vorgelegt, und zwar mit Rücksicht auf die nahen Beziehungen zwischen Mathematik und Physik i 
aiwer beide W issenschäften umfassenden Form. Es enthält Angaben über Personalien, Literatur, Praktisch 
xsw., hauptsächlich aber ein Gerippe des Tatsachenmaterials der genannten Disziplinen, zu denen noch 
Astronomie, Geodäsie und physikalische Chemie als Annexe hinzugefügt wurden, um allseitigen Bedürf- 
aissen entgegenzukommen. Bei dem gewaltigen Umfange ‘der in Rede steheuden Wissenschaften mußte 
n sich für diesen ersten Jahrgang auf eine. Auswahl des "zunächst Wichtigste: und Dringendsten be- 
inken; .es ist aber in Aussicht genommen, in den folgenden Jahrgängen immer wieder neues hinzu- 
sufügen, so.daß die Abnehmer nach und nach ein, dem Charakter eines Taschenbuches: ae in > 
!üekenloses Mäterial in die Hand bekommen. 


Encyklopäiie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lehrer na : 


udierende von Dr.:H. Weber und Dr. J. Wellstein, Professoren an ‚der Universität. br 
Shraßärs i.E: In 3 Bänden. ger. 8. In Leinwand geb. SE 


I. Band: "Efeheniäre "Algebra und Auniysis. Bearbeitet von H. Weber. 2. Auflage. Mit 38 Gere &, 
[XVII u. 539 8.] 1906. n. Mi. 9.60, “ EN 
it. — .. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Wahr, x Welstein und W. Jacobsthal, 2. Auflage. 
Mit 251 Textfiguren. [XII u. 596 8.] 1907. n.M 1 
(IR. 0 — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber... Wellstein u R. H. Weher on 
Mit 5358 Textfiguren. [XIII u. 666 8.) 1907. n.# 14.— 


Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen. Lehrer auf einen wisßehsshaftlichen Siandpunkt zu 
len, von dem,aus er imstande ist, das, was er später zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und 
amıt den Wert dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser Arbeit ist 
icht in der. Vergrößerung des Umfanges der Elementar-Mäthematik zu ersehen oder in der Einkleidung 
höhe 'r Probleme in ein elementares Gewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Dar- _° 
ung der Elemente, Das Werk ist nicht sowohl für die Schüler selbst als für die Lehrer und Studierenden ° 
bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrachtungen auch eine für den praktischen Gebrauch nütz- = 
liche, wohlgeordnete Zusammenstellung der wichtigsten Alaaramen und Probleme darin finden werden. a 


arundlehren: der Mathematik. Für Studierende ul Lehrer. In 2 Teilen, Mb 


selen Textfiguren. gr. 8. In Leinwand geb. 


I, Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algehen- Bearbeitet von E. Netto und C. Färben. 2 Bände. | 
[In Vorbereitung.) ' 
4. — Die Brundlehren der Geometrie. Bearbeitet von W. Frz. Meyer und H. Thieme. 2 Bände): 
I. Band: Die Elemente der Geometrie. Bearbeitet von Professor Dr. H: Thieme, Direktor - hund Beal- 
gymnasiums zu Bromberg. Mit 323 Textfiguren. [XIIw 3915.] 1909, nn 9.— RR SH u 
II. Band: [In Vorbereitung] ei 2 R 
Die „Grundlehren der Mathematik“ sind als ein dem heutigen Stande der Wissonschelt ne 
sprechendes Gegenstück zu R. Baltzers „Elementen der Mathematik“ gedacht. Sie bilden kein Hand- 
such, in dem aller irgendwie wissenswerte Stoff aufgespeichert wurde, sondern sie sind in erster Linie. 
dem Unterricht, und zwar auch dem Selbstunterricht gewidmet. Tieferen Fragen suchen sie durel ge 
tegentliche Ausblicke gerecht zu werden. Nicht minder soll auch den historischen Interessen Rechnung getragen PR. 
werden durch die Angabe der wichtigsten Momente in der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Theorien, ; 

Speziell ist der zweite Teil in freier Darstellung den Grundlagen, Grundzügen und Grundmethoden 

der Geometrie gewidmet. Im ersten Bande (Verfasser H. Thieme) erhalten die „Elemente“, einschließlich ° 
der analytischen Geometrie der Ebene, gerade durch das sorgfältige: Eingehen auf das Axiomatische 
ihre charakteristische Färbung, ohne daß die praktischen Forderungen des Lehrstoffes vermachlässigs 
würden, Der zweite Band (Verfasser W. Fr. Meyer) wird unter Heranziehung der Hilfsmittel der modernen 
Algebra (und auch Funktionentheorie) die Geometrie der „Transformationen“ behandeln, wobei mit Rücksicht 
auf den zur Verfügung stehenden Raum eine beschränkte‘ Auswahl von selbst: Bern u 


Elemente der Mathematik. Von Dr. E. Borel, Profasshr an der Sorbonne zu 
Paris. Deutsche Ausgabe von Dr. P. Stäckel, Professor an der Teokmiacheh 
schule zu Karlsruhe. In 2 Bänden. gr. 8. In Leinwand geb. £ 


3. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Textfiguren und 3 Tafeln. [XVI u. 431 u 1908. n. M. 8. 60, 
1. — Geometrie. Mit 403 Figuren. [XIIu.3248.] 1909 .n. M 6.40. $ 


»... Das Erscheinen dieses Buches ist ein Ereignis für den mathematischen Unterricht änserene 
höheren Schulen. Die Namen des französischen Verfassers und des deutschen Bearbeiters sind bereits von \ 
»rogrammatischer Bedeutung. Einer der wichtigsten Programmpunkte in der Bewegung für die Umgestaltung 
und. Erweiterung des Matlıematikunterrichtes der höheren Schulen lautet: Pflege-des auf zahlreichen Gebieten 
der Wissenschaft so wichtigen fanktionalen Denkens schon auf der Schule. Emile Borel ist einer der hervor 
ragendsten Funktionentheoretiker der Gegenwart und hat, so hoch die von ihm sonst bearbeiteten Teile der or 
Analysis über den hier in Frage kommenden einfachsten Elementen auch stehen, es nicht für zu gering 
erachtet, Schulbücher zu verfassen und in diese die von der modernen Reformbewegung geforderten. Elemente R 
(Koordinatenbegriff und graphische Darstellung, Begriff der veränderlichen Größe und der Funktion) au 
zunehmen. ‚Seine Bücher sind für den Mathematikunterricht der französischen Bares von größter Br 
deutung geworden.“ = N aan 
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VERLAG VON B. 6. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 


'Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, 
Literatur). Von Dr. Ernst Pascal, ord. Professor an der Universität Neapel. Deutsche 


Ausgabe von A. Schepp in Wiesbaden. :In 2 Teilen. 2., neubearbeitete Auflage. gr. 8. 


I. Teil: Die Analysis. Unter Mitwirkung von H. Pascal sowie Ph, Furtwängler, A. Guldberg, 
H. Hahn, E. Jahnke, H. Jung, A. Loewy, H. E. Timerding, herausgegeben von Dr. 
P. Epstein, Professor an der Universität Straßburg i. E. [ca. 800 8.] 1909. In Leinwand geb. 
ca. n.M. 12.— [Erscheint im Herbst 1909.] , 

IL. — Die Geömetrie. Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie L,Berzolari, R.Bonola, E.Ciani, 
M. Dehn, Fr. Dängeldey, E. Enriques, G. Giraud, H. Graßmann, G. Guareschi,' 
L. Heffter, W. Jacobsthal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, 
O.Staude, E.Steinitz, H. Wieleitner und K. Zindler herausgegeben von Dr. H. E. Timer- ' 
ding, Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig. [ca: 900 8.] 1910.. In Leinwand 
geb. ea. n. M. 14.— [Erscheint Ostern 1910.] 


Der Zweck des Buches ist, auf einem möglichst kleinen Raum die wichtigsten Theorien der 
neueren Mathematik zu vereinigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, daß der Leser imstande ist, 
sich in ihr zu orientieren, und auf die Bücher.zu verweisen, in welchen er Ausführlicheres finden kann, 

Für.den Studierenden der Mathematik soll es ein „Vademekum“ sein, in dem er, kurz zusammen- 
gefaßt, alle mathematischen Begriffe und-Resultate findet, die er während seiner Studien sich angeeignet 
hat oder noch aneignen will. E : 

Die Anordnung der verschiedenen Teile ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe: zuerst werden 
die Definitionen und ' Grundbegriffe .der Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln (ohne 
Beweis) aufgestellt, welche die Verbindung zwischen -den durch die vorhergehenden Definitionen einge- 
führten Dingen oder Größen bilden, und schließlich ein kurzer Hinweis auf die Literatur über die 
betreffende Theorie gebracht. 


Repertorium der angewandten Mathematik. tirse. von H. E. Timerding® 
unter Mitwirkung mehrerer Fachgelehrten. gr. 8.: Geb. [Erscheint im Herbst 1910.] 


Scherz und Ernst in der Mathematik. sefügelte und ungefügelte Worte. 
Von Dr. W. Ahrens in Magdeburg. [X u. 522 S.] gr.8. 1904. In Leinw, geb. n.4.8.— 


„Ich kann mir nicht anders denken, als daß dieses Buch jedem Mathematiker eine wahre Freude 
bereiten wird. Es ist zwar keineswegs bestimmt und auch nicht geeignet, in einem Zuge durchgelesen 
zu werden, und doch, als ich es zum ersten Male in die Hände ‚bekam, konnte ich mich gar nicht wieder 
davon losreißen, und seit ich es unter meinen Büchern stehen habe, ziehe ich es gar oft hervor, um darin 
zu blättern.“ (Friedr. Engel, Literarisches Zentralblatt.) 

„Der Verfasser der „Mathematischen Unterhaltungen‘“ hat uns mit.einem neuen, überaus fesseln- 
denundoriginellen Werke überrascht, welches. man als einen mathematischen „Büchmann‘ bezeichnen 
könnte, wenn es nicht neben aphoristischen Bemerkungen auch längere Briefe und Auseinandersetzungen 
brächte. Beginnt man zu lesen, so möchte man das Buch nicht aus der Hand legen, bis man zum Ende 
gelangt ist, und dann werden viele wieder von vorn beginnen. Jedem wird es Neues bringen, möge er 
noch so belesen sein... gerade das vorliegende Buch gibt einen tiefen’ Einblick in das Ringen der 
Geister, und manchem wird durch manche kurze, treffende Bemerkung ein Licht über ganze 
Gebiete der Wissenschaft aufgehen.... Ein alphabetisches Sach- und Namenregister erleichtert 
die Orientierung.“ (Professor Dr. Holzmüller in der Zeitschrift für lateinlose Schulen.) 


Mathematische Unterhaltungen und Spiele. Von Dr.w. Ahrens in Magdeburg. 
[X u.4288.] gr. 8. 1901. In Leinwand geb. n. M 10.— [2. Auflage unter der Presse. ] 


„Eine solche mit Sachkenntnis und mit wohltuender Eleganz geschriebene Darstellung dieser eigen-. 
tümlichen Materie darf sowohl bei dem Mathematiker als auch bei dem Laien auf Interesse zählen, der 
sich gern mit Zahlen und geometrischen Figuren abgibt, weil ihm ihre schönen und oft merkwürdigen 
Eigenschaften Vergnügen, gewiß ein Vergnügen der reinsten Art, bereiten. Sie darf des Interesses ins- 
besondere dann sicher sein, wenn sie mit solcher Sachkenntnis gearbeitet und mit wohltuender Eleganz 
geschrieben ist wie ‘die vorliegende. Der Verfasser derselben wollte sowohl den Fachmann,. den der 
theoretische Kern des Spieles interessiert, als den mathematisch gebildeten Laien befriedigen, dem es sich 
um ein anregendes Gedankenspiel handelt; und er hat den richtigen Weg gefunden, beides zu erreichen.“ 

(Professor Czuber in der Zeitschrift für das Realschulwesen.) 


Himmel und Erde. iustrierte naturwissenschaftliche Monatsschrift, heraus- 


gegeben von der Gesellschaft Urania Berlin, redigiert von Dr. P. Schwahn. XXI. Jahr- 
gang. 1909.. Jährlich 12 Hefte. Vierteljährlich n .4 3.60. 


Sich fernhaltend von einer seichten Popularität, die nur der Halbbildung dient, unterrichtet „Himmel 
und Erde‘ in wissenschaftlich einwandfreier, aber dennoch jedem Gebildeten verständlicher Weise den 
Leser über alle Fortschritte auf: dem Gebiete der Naturwissenschaft und Technik. Seit den mehr denn 
zwei Dezennien ihres Bestehens erfreut sich die Zeitschrift der ständigen Mitarbeit der besten Namen aus 
allen Fachgebieten. Der«reiche Bilderschmuck, der jedem Hefte beigegeben ist, und die gediegene Aus- 
stattung machen das Blatt zu einem Schmuck für jede Bibliothek. Jedes Heft enthält eine Anzahl reich 
iltustrierter größerer Aufsätze von namhaften Fachgelehrten, die entweder fundamentale Fragen der Natur- 
wissenschaft und Technik oder biographische Würdigungen schöpferischer Geister auf dem Gebiete moderner 
Naturerkenntnis behandeln. An die größeren Aufsätze schließen sich Mitteilungen über wichtige Ent- 
deekungen und Erfindungen, über naturwissenschaftliche und technische Kongresse, über die jeweiligen 
Himmelserscheinungen, außerdem Besprechungen der hervorragendsten neuen Werke auf naturwissenschaft- 
lichem Gebiete sowie eine sorgfältig durchgearbeitete Bücherschau. So wird es dem Leser gewährleistet, 
daß er den Überblick nicht verliert und einerlei, ob er selbst forschend tätig ist oder mitten im praktischen 
Leben steht, Fühlung mit den Errungenschaften unseres naturwissenschaftlichen Zeitalters behält. 
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